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The generalization of the sedenions of Leonardo and Narayana

Resumo

Assim como ocorre para a sequéncia de Fibonacci, tem-se o
processo de complexificacao da sequéncia de Leonardo e Na-
rayana, outras duas sequéncias ndo muito conhecidas na lite-
ratura Matemadtica. Desse modo, este trabalho apresenta de
forma introdutdria os sedenios de Leonardo e Narayana, reali-
zando ainda a sua generaliza¢do para os nimeros inteiros nao
positivos. Com isso, sao estudadas algumas propriedades ma-
tematicas inerente a esses nimeros, abordando a sua respectiva
forma matricial, funcdo geradora, férmula de Binet e dentre
outros aspectos matematicos. Para pesquisas futuras, busca-se
uma investiga¢do em torno da aplicacdao dos sedenios dessas
duas sequéncias apresentadas, integrando com a area de fisica
moderna.

Palavras-chave: Forma matricial, Formula de Binet, Sedenios,
Sequéncia de Leonardo, Sequéncia de Narayana.

Abstract

As for the Fibonacci sequence, there is the process of comple-
xification of the Leonardo and Narayana sequence, two other
sequences not very well known in the Mathematics literature.
Thus, this work introduces the sedenios of Leonardo and Na-
rayana in an introductory way, also carrying out their generali-
zation for non-positive whole numbers. Thus, some mathema-
tical properties inherent to these numbers are studied, addres-
sing their respective matrix form, generating function, Binet’s
formula and among other mathematical aspects. For future re-
search, an investigation is sought around the application of the
seneniums of these two sequences presented, integrating with
the area of modern physics.

Keywords: Matrix form, Binet’s formula, Sedenion, Leonardo
sequence, Narayana sequence.
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1 Introducao

A sequéncia de Narayana foi introduzida pelo matematico indiano Narayana Pandita (1340-1400),
apos realizar estudos sobre a problemaética das vacas e bezerros [1, 2]. Dessa forma, tem-se essa
sequéncia com notagao N,, como sendo do tipo numérica, de terceira ordem, linear e recorrente,
apresentando a seguinte relagao de recorréncia N, = N,,—1 + Ny—3,n > 3, Ng =0, N; = N, = 1.

O polinémio caracteristico dessa sequéncia é dado pela equacdo x> — x> — 1 = 0, em que
possui como solucao duas raizes complexas e uma raiz real. Assim, o valor real é representado
pela proporcao de super-ouro, possuindo valor aproximado de 1,46. Contudo, outros aspectos
matematicos e historicos inerentes a essa sequéncia podem ser estudados em outros trabalhos [1, 2].

Tao logo tratando sobre a sequéncia de Leonardo (L), tem-se que essa € do tipo numérica, de
segunda ordem, linear e recorrente [3, 4]. Porém, pouca sabe-se sobre o criador desses nimeros,
havendo uma suposi¢do que seja criada por Leonardo Pisano, uma vez que apresenta semelhangas
com a sequéncia de Fibonacci. Assim, tem-se que a sua relagdo de recorréncia ¢ dada por L, =
Ly1+L,>+1,n>2,Ly=L;=1. No trabalho de Catarino e Borges [4], foi possivel estabelecer
uma outra relacao de recorréncia, dada por: L, = 2L, — L,-3,n > 3. O polindmio caracteristico
dessa sequéncia é x> — 2x% + 1 = 0, apresentando uma raiz igual a 1 e as outras duas iguais as raizes
do polindmio caracteristico referente a sequéncia de Fibonacci, existindo assim uma relagao entre
essas duas sequéncias [3, 6].

Contudo, serao estudados os niimeros sedenios, desenvolvidos por Cayley-Dickson [7, 8], sendo
entdo denotados por S, em que a sua dlgebra S possui 16 dimensdes. Desse modo os sedenios sdao
aplicados em diversas dreas da ci€ncia, tais como: gravidade linear e teoria eletromagnética.

A seguir, sdo utilizados os elementos ey, €1, €2, ..., €15, €m que €y € o elemento unitario, perten-
cente ao conjunto dos nimeros reais € €1, €, ..., €15 pertencem ao conjunto dos nimeros complexos,
sendo entdo unidades imagindrias. L.ogo, um sedenio S € escrito por:

15
S = Z a;€i,
i=0

em que ap,dy, ..., d15 SA0 ndmeros reais, em que ag ¢ a parte real de S.
Os sedenios foram definidos como [8]:

§=(01;02) €85,01,0, €0,

onde O € a dlgebra dos octonios sobre os reais. Dessa forma, percebe-se que um sedenio é um par
ordenado de dois octdnios, possuindo o seu conjugado definido como S = (01;-07) [9].

Cawagas [10] construiu uma tabela de multiplicagdo para a base de S, como mostrado na Tabela
1. Assim, tem-se dois sedenios dados por A e B, em que a sua soma ¢ dada por:

15 15
A+B= Z aei + Z bie; = (a() + b())e() + (a1 + b1)61 + (a2 + bz)ez + (613 + b3)e3 + (a4 + b4)e4 + (a5 + b5)e5
i=0 i=0

+ (ae + be)eg + (a7 + b7)e7 + (ag + bg)eg + (ag + bo)eg + (ajo + bio)eio + (a1 + bir)er + (a2 + biz)en
+ (ai3+biz)es + (aia + bia)ea + (ais + bis)ess

15
= Z(Gi +Dby)e;.
i=0
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Assim, com base na Tabela 1, a multiplica¢ao de dois sedenios A e B € dada por:

15 15
AB = Z a; Z biei
i=0 i=0

= (aoe() +aje; +azer +aszes +aqgeq + ases + age + ar7e7 + ageg + ageg + ap€io + a11€11

+apen +aze;s +ajgeis +asers)

(boe() + bie; + baes + b3e3 + byey + b565 + b6e6 + b7e7 + bgeg + b969 + b]oel() + brieq

+bize1n + bizer3 + bisers + bysers)

= aoboeo + a0b161 + aob2€2 + a0b3€3 + a0b4e4 + a0b565 + a0b6e6 + a0b7e7 + aobgeg + aobgeg + a0b10€10
+aobr1e11 + apbi2e12 + apbize1s + apb4€14 + apbisers

+aiboe; —aibieg +aibrez — a1b362 + a1b4e5 — a1b5e4 - a1b6e7 + a1b7e6 + a1b869 — albgeg —aibipern
+aibrieo —arbppers +arbizern + arbisers —ajbiseny

P

+ayshoers — ajsbiels — aysbaerz — aisbzern + ajsbaery + aysbseig — aisbeeg + aisbres — aisbger + aisboes
—ayisbioes — aisbiies + aisbipes + ajsbizer + aisbisers — aisbyse

Ressalta-se que as propriedades associativa e comutativa ndo se verificam nessa dlgebra.

2 Os sedenios de Leonardo

Nesta se¢do, serao estudados os sedenios de Leonardo, abordando os seus respectivos aspectos
matematicos, com base no trabalho de Mangueira et al. [12], em que tratam dos sedenios de
Leonardo.

Definicao 1. Para n > 0O, os sedenios de Leonardo sdo definidos por [11]:

15
SLn = Z Lyys€s,
s=0

Em consequéncia da Definicao 1 e da formula de recorréncia unidimensional de Leonardo
L,=2L,_1 — L,_3, tem-se que a féormula de recorréncia dos sedenios de Leonardo, é dada por:

SL,=2SL,_1 —SL,_3,
onden > 3,n € N.

Teorema 2. A funcao geradora dos sedenios de Leonardo, SL,, é dada por [11]:

SLo+ (SLy —2SLo)x + (SLy — 2SL1)x>

g(SLy,x) = (1-2x -3

Demonstragdao. Baseado na funcgdo:

g(SL,,x) =SLo+SLix + SLox>+ ...+ SLx" + ...
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Pode-se realizar a multiplicagio dessa fungéo por 2x e x>, resultando:
2x8(SLy,x) = 2SLox + 2SLix? + 2SLox> + ...+ 2SL,_1x" + . ..
x3g(SLn,x) = SLox> + SLix* + SLox® + ...+ SL_3x" + . ..
Realizando g(SL,,x) — 2xg(SL,,x) — x’g(SL,, x), tem-se que:
(1 —2x —x*)g(SL,,x) = SLo+ (SL; —2SLo)x + (SLy — 2SL;)x?
SLo+ (SLy —2SLo)x + (SL, —2SL;)x?
g(SL,,x) = 3 .
(1 =2x—x7)
O

Teorema 3. A formula de Binet dos sedenios de Leonardo, com n € Z, é dada por [11]:

SL, = apr + Biry +yir5,

em que 1y, 12, 3 sdo as raizes do polindmio caracteristico r> —2r> +1 =0,

(2 =Dx3-1) B - (x1=Dx3-1) C = (x1=1D(x2-1)

Al = ) l - ) l - )
(x1 —x2)(x1 — x3) (x2 —x1)(x2 — x3) (x3 —x1)(x3 — x2)
15 15 15

@5 = lelei’ﬁsl = lezei")’sl = ngei,
i=0 i=0 i=0

a; = Ajagy, B1 = BiBsi, yi = Crys.

Demonstragdo. Por meio da férmula de Binet SL,, = ar{ + Br} +yr; e darecorréncia dos sedenios

15 15 15
de Leonardo SL, = Z L,.;e;, com os valores iniciais SLy = Z Liei, SL; = Z Lisieie SLy =

i=0 i=0 i=0
15
Z L;soe;, é possivel obter o seguinte sistema de equagdes:
i=0

15
a+pB+y = Z L;e;

=0
15

| ari+PBro+yry = ZLiHei
=0

15
2 2 2
ary+pry+yr; = Z Lioe;
i=0
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Resolvendo o sistema, tem-se que:

15 15
Z Liei|+ (-r2—13) Z Lipiei]| +rar3 Z Lie;
i=0 i=0 i=0
a= 5 ,
rl —rirp —rir3 +rar3
15 15 15
ZLHZei +(=r1—=r3) ZLmei +rir3 ZLiei
i=0 =0 i=0
ﬁ = 2 b
7'2 —Ipr3 —rirp+rir3
15 15 15
Z Lipei| +(-r1 —12) Z Lijiei|+rir Z Lie;
i=0 =0 i=0
Y = >
r3 +rirp —rir3 —rr3
Através das relacoes de Girard: xjxpx3 = —1,x1 +x3 + X3 = 2 € x1X2 + xox3 + x1x3 = 0, é fécil
ver que:
15 15 15
_(rra—ra-r3+1) i (n=D(s3-1) i i
a) = =21 —7) rlei—(r By - rlei—Al ri€i,
1= 1r2)(r1 —r3) < 1= 1r2)(r1 —r3) = =
15 15 15
B = (rir3s—ri—r3+1) Zrie (=D -1) Zrie —BIZI’iC
I = ¢ = 2t = 2%,
(ro—r1)(ra—r3) 4 (ro —r1)(ra —r3) & —
i=0 i=0 i=0
15 15 15
_(rra=ri—ra+1) i (=D -1 P i
Y = r3ei = r3ei = Cl r3ei.
(r3=r)(r3 —r) & (r3 —r)(r3 —1r2) & —
i=0 i=0 i=0
15 15 15
Definindo ay; = Z ri€i, Bsi = Z rhei € Y = Z rye;, € facil ver que:
i=0 =0 =0

a; = A, B1 = BiBsi, yi = Crys.
o

A forma matricial dos sedenios de Leonardo é realizada com base no trabalho de Vieira, Man-
gueira, Alves e Catarino [12], em que realiza um estudo referente a forma matricial da sequéncia de
Leonardo unidimensional.

Assim, as igualdades abaixo estdo demonstradas no referido trabalho [12].

2 1 0]"
[3 1 1]|0 0 1| =[Lis2 Lix1 Li]
-1 0 O
e
2 1 0]"
[Livo Lisi Li] |0 0 1| =[Liss Lis2 Lisi]
-1 0
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Teorema 4. Paran > 2 e n € N, a forma matricial dos sedenios de Leonardo é dada por [12]:

SLF_ SLF_

2 1 ()n SF2 SF() T+22 SF2 SF() T+22

3 1 1]{0 0 1| |32 SF SFy|=[Lwa Lua Li| |22 SF,  SF
-1 0 0] |-sF, L= gp -SFy = s,

= [SLn+2 SLn+1 SLn] s
em que SLF,, = SL,, — SF,.

Demonstragao. Pelo principio da inducao finita, tem-se que para n = 2:

2 1 0]*[SR SR EH= SF, SF, St
31 11|10 o0 1| |2 sF, SFy|=[9 5 3]|8LE2 gF ., SF
[ ] Ls -1 0 [ ] 5 -1 0
-1 0 0] |-sr, %= SF -SFy = SF,

= [9SF, - 3SFy+ SLF_, 9SFy+5SF_j + SLF_, SLF_,+5SFy+3SF_]
=[SLs SL3 SL,].

Assim, assumindo que vale para qualquer n = k, kK € N:

2 1 o)f[SP SRy =2
3 1 1](0 o 1| |32 SF, SFy|=[SLia SLin SLi.
-1 0 0] |-sFy = sF,
Por fim, verifica-se a validade paran = k + 1:
2 1 o[ SR SFy L]
3 1 1]{0o o 1| %= SF, Sk
-1 00] |-sF SLL,i_lz SF_1 |
2 1 0][SFR, SR =
= [Lisa List L] |0 0 1] |32 SF, SK
-1 0 0f |5k, S22 gp |
(SF,  SF  SH=2)
=[Liss Liw Lin] |3 SFo1 SF
-SFy =2 SF,

= [Lk+3SF_2 - Lk+15Fo +SLF_, Lk+3SF() + Lk+2SF_] +SLF_» Lk+QSF() + Lk+15F_1 + SLF_Q]
= [SLi+3 SLis2a SLis1].

O

3 Os sedenios de Narayana

Nesta secao, sao estudados os sedenions de Narayana, abordando os seus respectivos aspectos
matematicos.
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Definicao 5. Para n > 0, os sedenios de Narayana sao definidos por:

15

SN, = Z Npis€s,
s=0

Em consequéncia da Definicdo 5 e da féormula de recorréncia unidimensional de Narayana
N, = N,—1 + N,_3, tem-se que a formula de recorréncia dos sedenios de Narayana, é dada por:

SN, =SN,_1 + SN,,_3,
onden > 3,n € N.
Teorema 6. A funcdo geradora dos sedenios de Narayana, SN, é dada por:

SNy + (SN1 — SNo)x + (SN, — SN )x?

g(SNn’x): (1—x—x3)

Demonstracdo. Com base na fungao:

g(SN,,x) = SNy + SN1x + SNoxZ+ ...+ SNx" + ...

3

Pode-se realizar a multiplica¢ao dessa fungdo por x e x”, resultando:

xg(SN,, x) = SNox + SN x> + SNox> + ...+ SNp_1x" + . ..
x3g(SNn,x) = SNox> + SNix* + SNox® + ...+ SN_3x" + . ...

Realizando g(SN,, x) — xg(SN,, x) — x3g(SN,, x), tem-se que:

(1 —x —x)g(SN,,x) = SNy + (SN| — SNo)x + (SN2 — SN )x>
SNy + (SN1 — SN())X + (SN2 - SNl)x2

g(SNy, x) = (1-x-0)

Teorema 7. A formula de Binet dos sedenios de Narayana, com n € Z, é dada por:
SN, = Aagx| + BBx) + Cy,xj,
em que X1, X2, X3 sao as raizes do polinomio caracteristico WB-x2-1=0,

(=D =1) B - (x1 = D(x3-1) C- (x1=Dx2-1)

(e —x) (i —x3)" T (e —xD) (2 —x3) (x5 —x1)(x3 —x2)
15 15 5
s = Zx’lei,ﬁs = Zx‘zei,ys = ngei.
i=0 i=0 i=0
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Demonstragdo. Por meio da formula de Binet SN, = ax} + Bx7 + yx5 e da recorréncia dos sedenios

15 15 15
de Narayana SN, = Z N,+s€5, com os valores iniciais SNy = Z Nie;, SN| = Z Nisieie SNy =
s=0 =0 i=0
15
Z Niso€;, é possivel obter o seguinte sistema de equagoes:
i=0
15
a+B+y = Z Nie;
i=0

15
| axi+pBxa+yxz = ZNiHei
=0

15
2 2 2 _
x] +,Bx2 +yxy; = Z Niie;
i=0
Resolvendo o sistema, tem-se que:

15 15 15
(Z Ni+2ei) + (=x2 — x3) (Z Ni+lei) + X2X3 (Z Niei)
=0 =0 i=0

x% — X1X2 —X1X3 +X2X3

15 15 5
(Z Ni+2ei) + (=x1 —x3) (Z Ni+lei) +X1X3 (Z Niei)
i=0 i=0 i=0

B = ' ' ,

x% —X2X3 — X1X2 + X1X3

15 15 5
(Z Ni+2ei) + (=x1 = x2) (Z Ni+lei) +X1X2 (Z Nie;
=0 =0 i=0

x% +X1X2 — X1X3 — X2X3

a =

>

Através das relagoes de Girard: xjxox3 = 1,x1 +x2 +x3 = 1 e x1x2 + x0x3 + x1x3 = 0, é facil ver
que:

©(xp —x2)(x1 —x3) (x1 —x2)(x1 —x3)

15 15 15
(szz—xz—x3+1)z ; (o =1)(x3-1) Z ; Z ;
a = xlei: xlei =A xlei,
i=0 i=0 i=0

s 15 15
—x1 —xa+1 ; -1 -1 ' '
5o Lam x - x )lezei: (1 — 1) )) > xiei=B Y xe.
i=0 i=0 =0

(2= x1)(x2 —x3) (2 —x1)(x2 — x3

(i —x —x+ 1) O (1 -Dn-1 ¢ S
Y= X3€5 = xsei=C ) xiei.
(x3 —x1) (x3 — x2) ; 7 (x3—x1)(x3—x2); o ; i

15 15 15
Definindo ay = lelei,ﬁs = Zx’zei eys = ngei, ¢ facil ver que:
i=0 =0 i=0

a =Aay, B = BB,y = Cys.

O
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A forma matricial dos sedenios de Narayana é realizada de acordo com o trabalho [13], em que
aborda a matriz geradora da sequéncia de Narayana, segundo uma generalizacao dos seus respectivos
coeficientes da formula de recorréncia.

Teorema 8. Paran > 3 e n € N, a forma matricial dos sedenios de Narayana é dada por:

1 1 0]"[SN;, SNy SN_i| [Nwyi N, Noi]l[SN, SN, SN_;
0 0 1| |SN.;y SN_, SN_s3|=|N,-1 N, N,3||SN_i SN_, SN_s
1 0 0] [SNo SNy SN2 | Ny Nu1 Nuo|[SNg SN_i SN_,
—SNn+1 SNn SNn—l

=|SN,-1 SN,» SN,_3|.

| SN, SNu—1 SNy

Demonstragao. Pelo principio da inducao finita, tem-se que para n = 3:

S[SN, SNy SN_, SNy SNy SN_]

2 11
SN_1 SN, SN3|=|(1 1 O|SN-1 SN, SN
1 0 Of [SNo SN-; SN 1 1 1] SNo SN-1 SN

[2SN| + SN_; + SNy 2SNo+SN_» +SN_; 2SN_; + SN_3+ SN_,|

= SN +SN_; SNo +SN_» SN_1+SN_3
_SN1 +SN_1+ SNy SNo+SN_,+SN_; SN_; +SN_3+SN_2_
SNy SN3 SN»
=|SN, SN; SNo|.
SNz SN> SN

Assim, assumindo que vale para qualquer n = k, k € N:

11 0]"[sN, SNy SN_;1 [SNes SN SNi
00 1| |[SN., SN, SN.3|=|SNi.y SNi» SNi_3l.
10 0| [SNg SN., SN_» SNy SNi_; SNi_»

Por fim, verifica-se a validade paran = k + 1:

11 01" [sNy, SNy SN [1 1 0l"[1 1 0][SN, SNy SN_;]
00 1 SN_; SN, SNs|=10 0 1| |0 0 1||SN.; SN, SN_;
1 00 SNo SN_i SN/ [1 0 0] [1 0 O]|SNy SN_; SN_]
Niei N N[t 1 O][SN; SNy SN_]

= |Nr_1 Ni_o Np_3 0 01 SN_1 SN_2 SN_3

Ny Nir_1 Niop _1 0 0_ _SN() SN_; SN_z_

Nisa Nisi Ne [ [ SNy SNy SN_y]

=| Nr Ni_1 Nip||SN_-y SN_» SN_3

Niv1 Np Ni—1| [ SNo SN-1 SN

SNis2 SNis1 SNi
=| SNy SNi_1 SNi_o|.
SNis1 SN SNi

O
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4 A generalizacao dos sedenios de Leonardo

A seguir, serd analisado o comportamento dos termos com indices inteiros ndo positivos dos
sedenios de Leonardo, tendo como base os resultados apresentados por Mangueira et al. [12].

Definicao 9. Para todon > 0 e n € N, o sedenios de Leonardo, para indice inteiro ndo positivo, é

definido pela equagao [12]:
15

SLoy =) Lopses.
s=0
Com base na recorréncia SL, = 2SL,—; — SL,-3, pode-se obter a relacao SL_,, = 2SL_,4» —
SL_,3,paratodon > 0en € N.

Teorema 10. A funcdo geradora dos sedenios de Leonardo para indice inteiro ndo positivo, é
expressa por [12]:
SLo+SL_jx+ (=2SLo + SL_5)x*

g(SL_p,x) =

x3-2x2+1 ’
15 15 15
com os respectivos valores iniciais: SL_p = Z L >.seq,SL_| = Z L r.seqeSLy= Z Le,.
s=0 s=0 s=0

Demonstracdo. Realizando a multiplicacio da funcio por 2x? e x>, tem-se que:

g(SL ) = Z SL_yx" = SLo+SL_1x+SL_ox>+ ...+ SL_,x" + ...
n=0
2x2g(SL_y,x) = 2SLox> + 2SL_1x> + 2SL_ox* + ...+ 2SL_, ox" + . ..
x3g(SL_n,x) =SLox> + SL_1x*+SL_ox> + ...+ SL_,_3x" + ...
Assim, ao realizar a operacdo x3g(SL_,, x) — 2x?>g(SL_,, x) + g(SL_,, x), tem-se que:
(x> =2x* + D)g(SL_p,x) = SLo+ SL_ix + (=2SLg + SL_»)x>
SLo+ SL_ix + (=2SLy + SL_»)x?

g(SL_y,x) =

x3-2x2+1
15 15 15
Com os valores iniciais: SL_», = Z L o.se,SL_ = Z L o eseSLy= Z Lges. O
s=0 s=0 s=0

Propriedade 11. Para n > 0, a forma matricial dos sedenios de Leonardo, com indice inteiro ndo
negativo, é dada por [12]:

SLF_ SLF_

00 -1]"|SF2 SFy -2 SF, Sk T3

3 1 11 0 2| |32 SF, SFy|=[Lwa Lo Lo| |32 SF. SF
01 0 |-sF = SF, -SFy =2 SF

= [SL—n+2 SL_y41 SL—n] s
emque SLF_, =SL_,, — SF_,,.

Demonstragcdao. De modo similar a demonstracao realizada na Propriedade 4, pode-se validar esta
propriedade. O
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S A generalizacao dos sedenios de Narayana

Nessa secao, realiza-se o estudo em relacdo aos sedenios de Narayana para os nimeros inteiros
ndo positivos, generalizando assim os sedenios de Narayana.

Definicao 12. Para todon > 0 e n € N, o sedenios de Narayana, para indice inteiro ndo positivo, é

definido pela equacao:
15

SN_, = Z N_j4s€s.
s=0
Com base narecorréncia SN, = SN,_1+SN,,_3, pode-se obter arelacdo SN_,, = SN_,,;3—SN_,.42,
paratodon > 0en € N.

Teorema 13. A funcdo geradora dos sedenios de Narayana para indice inteiro ndo positivo, é
expressa por:
SNo + SN_1x — (SN_» — SNo)x?

g(SN—nax): x3_x2_1

2

15 15 15
com os respectivos valores iniciais: SN_, = Z N_r.ses, SN_| = Z N_r.ses e SNog = Z N;es.
s=0 s=0 s=0

2

Demonstracdo. Realizando a multiplicacdo da funcdo por x? e x3, tem-se que:

g(SN_py) = Z SN_px" = SNo + SN_1x + SN_ox® + ...+ SN_.x" + . ..
n=0
x2g(SN_p,x) = SNox> + SN_ x> + SN_ox* + ...+ SN_,ox" + . ..

x°g(SN_p,x) = SNox> + SN_ix* + SNox® + ...+ SN_p3x" + . ..
Assim, ao realizar a operacdo x3g(SN_,, x) — (x>g(SN_,,x) + g(SN_,,, x)), tem-se que:
(x> = x> = 1)g(SN_,,,x) = SNo + SN_1x — (SN_» — SNy)x?
SNy + SN_ijx — (SN_5 — SNp)x>

g(SN—n,x): X3—X2—1
15 15 15
Com os valores iniciais: SN_, = Z N_r.s€, SN_| = Z N_or.sese SNg = Z Nes. |
s=0 s=0 s=0

Propriedade 14. Para n > 0 e n € N, a matriz geradora dos sedenios de Narayana, com indice
inteiro ndo positivo, é dada por:

00 1]"[SN; SNo SN_i] [N_ps1 N-, N_,_i][SN, SNy, SN_;
1 0 —1| [SN_; SN_, SN_3 N_p-it N_po N_ps||SN_i SN_, SN_s
01 0] [SNo SNt SN»| | N-y Nopi Noya| [SNo SN_i SN_,
—SN—n+1 SN_, SN_,-1
=|SN_,-1 SN_,» SN_,_3].
| SN, SN_y-1 SN_,»

Demonstragcao. De modo similar a demonstracao realizada na Propriedade 8, pode-se validar esta
propriedade. O
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6 Propriedades dos sedenios de Leonardo e Narayana

A seguir, sao estudadas algumas propriedades inerentes aos sedenios de Leonardo e Narayana.

Propriedade 15. A soma dos n primeiros termos sedenios de Leonardo é dada por:

Z SLy, =SLo+SLi+...+SLy3+2SLy+2SL,_1 —SL_»— SL_;.

m=1

Demonstragao. Utilizando a relacdo SL, = 2SL,-1 — SL,—3, tem-se:

SLy=2SLy—SL_,
SL,=2SL, - SL_,
SLy=2SL, - SLy
SLy=2SLs - SL,
SLs=2SLs— SLy

SLy_3=2SLys — SLyg
SLy—y =2SLy_3 — SLy_s
SLy_i =2SLyo — SLy_4

SL, =2SL,_ — SLy_3.

Ap6s a realizacao dos cancelamentos sucessivos, tem-se que:
n
ON,, =SLy+ SLi+...+ SLn_g, + ZSLn_z + ZSLn_1 —SL_,—-SL_;.
m=1

O

Propriedade 16. A soma dos n primeiros termos com indice inteiro ndo positivo dos sedenios de
Leonardo, sdo expressos por:

n

SL_m = SLI + SLO + SL_1 +...+ SL_n+3 + ZSL_n_,_z.

m=1

Demonstragao. Com base na relacao de recorréncia dos sedenios de Leonardo, tem-se que:

SL_, =2SL, - SL,
SL_,=2SLy - SL,
SL_3=2SL_; — SLy
SL_4=2SL_,—SL_,

SL_p3 =28L_pys — SL_pss
SL 42 =28L 4 — SL_pys
SL_y41 =25L 43 — SL_py4

SL_n = 2SL_n+2 - SL_n+3.
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Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Z SL_yy =SLy+SLo+SL_y+...+SL_ps3+2SL_pia.

m=1
O
Propriedade 17. A soma dos n primeiros termos sedenios de Narayana é dada por:
n
D SNy = SNus3 = SN3.
m=1
Demonstragao. Utilizando a recorréncia SN, = SN,,_1 + SN,,_3, pode-se obter a relacao:
SN,—3 =SSN, = SNy_1.
Assim,
SN1 =SN4 — SN3
SNy = SN5 — SNy
SN3 = SNg — SN5s
SNy = SN7 — SNg
SN5 = SNg — SN;
SNy—3 =SSN, — SN,—1
SNy—2 =S8Ny — SN,
SNy-1 = SNp2 = SNy+1
SNy = SNyy3 — SN2
Ap0s a realizacao dos cancelamentos sucessivos, tem-se que:
n
D" SNy = SNus3 = SN3.
m=1
O

Propriedade 18. A soma dos n primeiros termos com indice inteiro nao positivo dos sedenios de
Narayana, sao expressos por:

Z SN_,, = —SN_,.2 + SN>.
m=1

Demonstragao. Com base na relagdo de recorréncia dos sedenios de Narayana, com n € N, tem-se
que:
SN_, =SN_p33 — SN_p10.
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Assim,

SN_1 =8N, - SN,
SN_; = SN — SNy
SN_3 =S8Ny —-SN_;
SN_4=8SN_1 —SN_»

SN_p+3 = SN_p16 — SN_p45
SN_ny2 = SN_py5 — SN_p44
SN_p41 = SN_p4a — SN_j43

SN_, =SN_p13 — SN_p12.

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Z SN_, = =SN_,12 + SN».

m=1

7 Conclusao

Nesse trabalho foi possivel introduzir os sedenios de Leonardo e Narayana, abordando a sua
generalizacdo para os nimeros inteiros nao positivos. Com isso, realizou-se uma discussao em
torno dos aspectos matematicos referentes a: funcao geradora, férmula de Binet, forma matricial e
algumas outras propriedades inerentes a esses nimeros.

Para pesquisas futuras, busca-se a aplicagdao desses nimeros, em suas respectivas sequéncias de
Leonardo e Narayana, bem como a integracao com a drea da fisica moderna, permitindo ainda a sua
visualizacdo computacional.
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