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Algumas propriedades da sequéncia de Pell

Some properties of the Pell sequence

Resumo

Seja n um ndmero inteiro ndo negativo. Neste trabalho consi-
deramos a usual sequéncia de Pell, a qual denotamos por %,
e o elemento de posicao n > 0 desta sequéncia por P,. Bick-
nell (1975) afirma que a sequéncia de Pell possui propriedades
aritméticas semelhantes as propriedades da sequéncia de Fi-
bonacci ou Lucas (que nao serdo tratadas aqui), no entanto €
pouco conhecida ou difundida, sendo restrita a pesquisadores,
estudiosos ou diletantes em Teoria dos Nimeros. Com a curio-
sidade aticada pela afirma¢do de Bicknell, estudamos (revisao
bibliogréfica) algumas propriedades desta sequéncia numérica.
Por exemplo, Santana e Diaz-Barrero (2006) apresentam um
estudo sobre algumas somas parciais de termos P, 1SS0 nos
instigou a fazermos algumas observacoes e conjecturar alguns
resultados, e assim obtemos alguns resultados. Em especial
Santana e Diaz-Barrero (2006) mostram que, a soma dos pri-
meiros 4n + 1 elementos de $,, € um quadrado perfeito. Nossa
principal contribui¢do € uma caracterizagao do divisor impar
de P,, sendo n impar e P,, composto.

Palavras-chave: Divisibilidade. Numeros de Pell. Somas
parciais

Abstract

Let n be a non-negative integer. In this work, we consider the
usual Pell sequence, which we denote by #, and the positio-
ning element n > 0 of this sequence by P,. Bicknell (1975)
states that the Pell sequence has arithmetic properties similar to
the properties of the Fibonacci or Lucas sequence (which will
not be discussed here), however, it is little known or wides-
pread, being restricted to researchers, scholars or, dilettantes
in Number Theory. With curiosity piqued by Bicknell’s state-
ment, we studied (bibliographic review) some properties of this
numerical sequence. For example, Santana and Diaz-Barrero
(2006) present a study on some partial sums of the terms P,
this instigated us to make some observations and conjecture
some results, thus we obtain the Proposition (9). In particular,
Santana and Diaz-Barrero (2006) show that the sum of the first
4n+1 elements of P, is a perfect square. Our main contribution
is a characterization of the odd divisor of P,, being n odd and
P,, composite.

Keywords: Divisibility. Partial sum. Pell Numbers
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1 Introducao

Seja n um ndmero inteiro ndo negativo, diremos que n € um nimero natural, se n € nao nulo.
Considere a sequéncia de ndmeros inteiros Py, P, ..., P,,... dada por

Pni» =2Ppy1 + P, , paran > 1 natural. (D)

Em geral dizemos que uma sequéncia € recorrente, quando o termo sucessor é determinado em
relacdo (ou associado) a alguns termos antecessores dados, nao todos nulos, assim a Equacao (1)
recebe o nome de equagao de recorréncia, veja Caminha (2019) ou Gusmao (2004).

A Equacao (1) determina infinitas sequéncias numéricas, basta adotarmos valores diferentes para
P e P,. n3o ambos nulos. Por exemplo

0, 1,25, 12,29, ---

1,0, 1, 2,5, 12, ---

1,1, 3,7, 17, 41, ---

-2,2,2,6, 14, 34, 82, ---

2021, 2022, 6065, 14152, 34369, ---

Aqui consideramos a recorréncia de Pell usual, isto €, a sequéncia dada pela recorréncia (1), com
Py =1e P, =2, 0useja,
P =1
P> =2 (2)
P, =2P, 1 +P,,n>1.

O conjunto dos elementos obtidos por (2) formam o conjunto £, = {1, 2, 5, 12, 29, 70, ---,
P,, ---} dos nimeros (ou recorréncia) de Pell (GOKBAS; KOSE, 2017; HORADAM, 1971) e por
simplicidade denotamos por #,,. Por conveniéncia ou quando for necessario consideramos Py = 0.

Dados os nimeros inteiros a e b dizemos que b € um divisor de a se existir um nimero c tal
que a = b - ¢, e indicamos por b | a. Neste trabalho abordaremos algumas propriedades aritméticas,
enfatizando a relacdo de divisibilidade entre termos, ou somas parciais de termos, da sequéncia
de Pell #,. Aqui apresentaremos uma demonstracao mais simples e direta do seguinte resultado,
diferente e alternativa a demonstragdo apresentada por Santana e Diaz-Barreiro (2006) .

Proposicao 1 (SANTANA; DIAZ-BARRERO, 2006) Para quaisquer k, n naturais, temos que:

2n
(a) Pops1 | ZP2k+1 -

k=0

2n
(b) Py | ZPZk—l .
=1

Apresentaremos a demonstracao da Proposi¢ao 1 na Secao 5.1.
Nosso principal resultado é uma caracterizagao do divisor do termo P,, para n impar, precisamente
temos

Teorema 2 Para todo natural n > 3 impar, se P, for um niitmero composto e d seu divisor, entdo
d =1 mod 4, ou seja, d é da forma 4k + 1, para algum k natural.
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Na Secao 3 apresentaremos a demonstracao. Como aplica¢ao vejamos um exemplo.

Exemplo 3 Para n = 7 temos que P7 = 169 = 132 é composto e 13 = 1 mod 4; e para n = 17
temos P17 = 1136689 = 137 x 8297 também é composto e 137 = 8297 =1 mod 4.

Apresentaremos parte do nosso estudo (pesquisa bibliogréifica) sobre a sequéncia de Pell #,, e
alguns resultados (propriedades aritméticas) que obtivemos, aqueles sem indicacao de referéncia.

2 Algumas propriedades

Para que o trabalho fique o mais autocontido possivel apresentamos aqui algumas propriedades
conhecidas ou cléssicas acerca sequéncia de Pell #,. Estes resultados, Proposicao 4 a Proposicao 7,
podem ser consultadas em Aydin e Korklu (2017), Dasdemir (2011) e Noronha e Alves (2018).

Proposicao 4 Para quaisquer m, n naturais, temos Py, = PPy + Py Py .
Demonstragao: Fixando n, aplicaremos a indu¢do em m. Para m = 1 temos
Puii = PyPrar+ Py Py = 2Py + Py

Este fato garante a validade da sentenca para m = 1.
Suponha que para algum m > 1 asentenca P,4,,, = P, Pyyyi1 + Py—1 Py, seja vélida. Vamos mostrar
a validade param + 1.

Pn+(m+1) = 2Py + Pn+(m—1)
hip ind
= 2(Pan+l"‘Pn—lpm)'l'(Pnpm'*'Pn—lpm—l)
= Pn(zpm+1 + Pm) + Pn—l(ZPm +Pm—1)

= PuPps2+ Py1 Pyt -
Isto garante a validade da sentenca para todo m. ]
Os proximos resultados sao consequéncia da Proposicao 4.
Proposicao 5
(a) Para todo n natural temos que Py, = P% + Pi_l.
P2 +P
e

(b) Para todo n natural temos que P, = ntl 5

Demonstragao:
(@) Como 2n — 1 =n+ (n— 1), segue da Proposi¢ao 4 que

Pyp-1 = Pn+(n—1)
=P,P,+ P, 1P,y

2 2
=pn +Pn_1 .
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P —P,_
(b) Veja que da Equacao (1) temos P, = % e da Proposicao 4 que Py, = Ppy1 Py +

P, P,_;. Disto obtemos
Py, = Py Py + PP,y
_ Pn+1(Pn+l - Pn—l) + Pn—l(Pn+l - Pn—l)

2 2
2 2
— Pn+1 B Pn—l
— 5
n
L P} +2P, - P
Proposicao 6 Para todo n natural temos que Pz, = 3 .
Demonstragao: Basta usar que 3n = n + 2n, e aplicar a Proposicao 4. |
O préximo resultado € conhecido como identidade de Cassini, a saber temos que
Proposicio 7 Para todo n natural, tem-se P, 1P,y — P2 = (=1)".
Demonstragdo: Faremos por indugao em n. Paran = 1 é imediato, pois, P2 Pg— P% =2.0-12=-1.

Suponha que para algum n > 1 a sentenca P41 P,,_1 — P2 = (—1)" seja vélida. Devemos mostrar
a validade para todo n + 1, veja que:

PyPus = P2, = PyPus = Puri 2Py + Py_y)
=P,Puy2 —2P,Pyy1 — Py1Ppyy
= Pn(Pn+2 - 2Pn+l) — Py 1Ppiq
= Py — Py_i Py
= (=1)(Pus1Ppo1 — P?)

— (_1)n+1 )

Isto assegura a validade da sentenga para todo n. ]
Corolario 8 Para todo n € N, tem-se Pﬁ o1~ PPz = (1"

Demonstragao: Pela Equacao (1) Temos que P,—; = Pu41 — 2P, substituindo na Proposicdo 7,
obtemos o resultado. ]

Agora apresentamos alguns resultados que obtivemos, em termos de somas parciais de elementos
da sequéncia de Pell.

Proposicao 9 Dada a sequéncia de Pell P,. As seguintes identidades sdo verificadas, para quais-
quer k, n naturais:

n

. P2n
(i) ZPZk—l— 5>

k=1
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n
3P, +P,_1—1
(iii) Zpk: nT

k=1 2
n
P,P
i) 3 pp = Lol
k=1

Demonstragdo: Salientamos que em todos os itens, pode aplicar a inducdo em n, nesse sentido
apresentaremos apenas o primeiro caso e deixamos os demais ao leitor, assim:

P 2
(1) paran =1 € facil perceber que P; = 72 =5 = 1. Isso garante a validade da sentenca para

n=1.

n

P

Suponha que para algum n > 1 a sentenca Z Py = % seja valida. Devemos mostrar a
k=1

validade para n + 1.

n+1

Z Py = an Poj—1 + Pon+1
k=1

k=1
_ P>y,
2
_ 2Popy1 + Py
B 2
P(ns1)
2

+ Pops1

Isto garante a validade da sentenga para todo n. ]

3 Demonstracao do Teorema 2

Ao observarmos ou estudarmos os divisores de um nimero de Pell, obtivemos uma caracterizacao
acerca dos divisores impares de P,, sendo P, um elemento composto € n € impar. E para isso
usaremos o seguinte resultado auxiliar, cuja demonstracao pode ser consultada em Hefez (2016).

Lema 10 Seja n um niimero natural, com n > 2. Todo divisor impar (positivo) de n*> + 1 é da forma
4k + 1, para algum k natural.

Agora vamos a Demonstracdao: do Teorema 2

Se n é impar, segue da Proposi¢do 7 que P2 = P, 1P, 1 + 1, assim P2 = (2P, + P,_1)P,_1 + 1
e por fim P2 — 2P, P, | = Pﬁ_l + 1. Logo, todo divisor de P, (composto e impar) € divisor de
Przl_1 + 1, consequentemente, pelo Lema 10, todo divisor impar de P, € da forma 4k + 1, e obtemos
o resultado. [ |

4 Recorréncia linear e a formula de Binet

Nesta secdo apresentamos uma expressao que fornece os nimeros de Pell em #,, em funcdo
exclusivamente de n e ndo mais recursivamente pelos elementos anteriores. Paraisso determinaremos
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as sequéncias que sao solucdes da recorréncia a, = a,-1 + a,-», € dentre estas solugdes quais
satisfazem o caso em que ap = 0 e a; = 1. De acordo com Gusmao (2003) uma equagdo na qual a
incégnita é uma sequéncia (a,) que relaciona k termos, a,, d,+1, An+2, - - -, An+k—1 € chamada de
equacao de diferencas. De modo geral uma equacao de diferengas linear possui a forma

Jie(M)xn—k + fio1(M)Xp—g+1 + fie2(M)Xp—ge2 + -+ + fo(n)x, =0,

para todo n € N e fo, fi, ..., fr sao funcdes cujo o dominio € um subconjunto de N (naturais),
dizemos que uma equagao de diferencas possui ordem k quando ( f;);=o.1....x nao sao fun¢des nulas.
Em particular a Equacao (2) € uma equacdo de diferencgas linear de ordem 2. Sendo assim, para
determinarmos uma solu¢do para a equacdo de diferencas apresentaremos seguintes resultados
auxiliares (Lemas), cujas demonstragoes podem ser consultadas em Gusmao (2004), Hefez (2016),
Noronha e Alves (2018), Morgado e Carvalho (2014).

Lema 11 A equacdo de diferenca linear dada por
Xp+2 + PXps1 +qXn =0
comx| =ajexy=ay ay, ay € Ren €N, possui uma tinica solugao.

Lema 12 Se a equacio r> + pr + q = 0 possui raizes ri e ry distintas, as sequéncias a, =
c1(r))"+ca(rp)", emquen € N, ecy, cy €R, sdo solucoes de

Xpi2 + PXpy1 +gx, =0, paran e Nyn > 1.
Veja que a equagao de diferenca associada a Sequéncia de Pell P,, é
Py =2Pu1 — P, =0, 3)

que possui como equacio caracteristica 72 — 2r — 1 = 0 e suas raizes reais sdo r = 1 + V2. Pelo
Lema 12, temos que uma solugao geral para Equacao (3) é da forma

P, =ci(1+V2)" +ca(1 = V2)".
Vamos determinar ¢ e c¢;, considerando que Py = 0 e P; = 1, e obtemos o sistema,

O=ci+c

L=ci(1+V2)+ca(l -V2) .

. 1 1 .
Resolvendo o sistema encontramos ¢; = —— e ¢ = ———. Assim acabamos de mostrar que

2
2V2 2V2
Proposicao 13 (SANTANA; DIAZ-BARRERO, 2006 ) Para todo n natural temos

_ 14V - (1= V)"
n 2\/5

A expressao acima € conhecida como férmula de Binet do nimero de Pell. Combinando com
Proposicao 9 apresentamos uma demonstragao alternativa do seguinte resultado.
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Proposicio 14 (SANTANA; DIAZ-BARRERO, 2006) Seja (Py)is1 um termo da Sequéncia de Pell.
Entdo:

n (1+\/§)n+1+(1_\/§)n+1_2
ZPk = 7 .
k=1

3P, +P, -1
2

n
Demonstracdo: Da Proposicdao 9, item (iii), temos que ZPk =
k=1

, agora da
Proposi¢do 13 segue que

3P+ Py — 1 3(1+V2)" =3(1—-V2)"+ (1+V2)" ! - (1-vV2)"" ! —2V2
2 - 42
_(1+V2)" 1 (6+4V2) - (1 -V2)" ' (4V2 - 6) - 4

8
(V)" (1 +V2)2+ (1 =V2)" (1 - V2)2 -2
B 4
_ (1+ \5)""’1 +(1- \5)""’1 )
= 1 ,
disto obtemos o resultado. [ ]
Uma consequéncia direta da Proposi¢ao 14 € o
4k+1
Corolario 15 (SANTANA; DIAZ-BARRERO, 2006) Para todo k > 0 temos que Z Py = a2, sendo
i=0
a natural.
Demonstragao: Basta considerar n = 4k + 1 e aplicar a Proposi¢ao 14. |

5 Divisibilidade na sequéncia de Pell

Motivados pelos trabalhos Costa e Carvalho (2015) e Costa e Santos (2020) fizemos um estudo,
e apresentamos nesta secao, acerca de propriedades relacionadas a divisibilidade ou multiplicidade
entre dois termos da sequéncia de Pell #,, a exemplo do trabalho de Gusmao (2004) que apresenta
algumas destas propriedades sobre a sequéncia de Fibonacci. Assim apresentaremos parte do
nosso estudo, e resultados que obtivemos, enfaticamente as demonstragdes. Ressaltamos que estes
resultados sdo aqueles sem indicacdo de referéncia, e registramos que ndo 0s encontramos nas
referéncias que dispomos ou consultamos. Por fim, tais resultados conceberam o nosso arcabouc¢o
para demonstrarmos a Proposi¢do 1, objetivo final desta se¢do.

Lembramos que dados dois inteiros a € b, o maior divisor comum (mdc) entre a e b € indicado
por (a, b). Primeiramente, o classico resultado conhecido como algoritmo do maior divisor comum
entre dois nimeros inteiros, um resultado auxiliar cuja demonstragao também pode ser consultada
em Hefez (2016).

Lema 16 Dados os inteiros a, b, com b = aq +r para q e 0 < r < |b| inteiros. O maior divisor
comum entre a e b é dado por
mdc(a,b) = mdc(a,r) .
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Como aplicagdao do Lema 16, temos que
Proposicao 17 Dois termos consecutivos da sequéncia de Pell sdo coprimos, ou seja, (P11, Py) = 1.

Demonstragao: Basta observar que (P, P1) = 1 e pelo algoritmo de Euclides, obtemos que

(Pn+1a Pn) = (Pn’ Pn—l) s

assim recursivamente obtemos o resultado. ]
Em Horadam (1971) mostra que para todo n, tem-se P, | P,. Na verdade este fato pode ser
generalizado no resultado seguinte.

Proposicao 18 Para quaisquer naturais m, n, se n é miiltiplo m entdo P,, é miltiplo de P,,, em que
P, e P, sao elementos da Sequéncia de Pell P,,.

Demonstracdo: Como temos que n = mk, usaremos a inducdo em k. Veja que para k = 1, temos
facil que Py, | Py.

Suponha que para algum n = mk com k > 1 que a sentenca P, | P, seja vdlida. Devemos
mostrar a validade para n + 1. Segue da Proposicao 4 que Pux+m = PmkPm+1 + Pmik—1Pm, como
P, | P, e por hipétese de indugdo P, | P, portanto, este fato mostra validade da sentenca para
n+1. ]

Coroldrio 19 Para todo n > 2 natural, tem-se Py, é composto, multiplo de Py, para todo k.

A Proposi¢ao 21, adiante, seguird diretamente do proximo resultado auxiliar, cuja demonstracao
também pode ser consultada em Hefez (2016).

Lema 20 Seja (a,), = (ao, ai, az, ---) uma sequéncia tal que ay = 0 e para todo m > n,
(am,an) = (ay,a,), sendo r o resto da divisao euclidiana de m por n, entdo tem-se que

(am, an) = d(m,n) -

A reciproca da Proposi¢ao 18 também é verdadeira, mas antes precisamos de um resultado. Este
apresenta uma forma de obter o mdc entre quaisquer dois termos da sequéncia, vejamos:

Proposicao 21 Sejam P, e P, elementos da Sequéncia de Pell P, entdo:
(Pm’Pn) = P(m,n) .

Demonstragdo: Suponha que m > n, assim decorre do algoritmo de Euclides que m = nk +r, com
0 < r < n. Desse modo segue da Proposicao 4 que

Py = Pugsr = Puk Pra1 + Puk—1 Py

Pela Proposi¢dao 18 obtemos que P, | P, disto segue que (P, P,) = (Pu-1Pr, P,). Pela
Proposicao 17 temos que (Ppi—1, Pyr) = 1, consequentemente (Ppi—1, P,) = 1, dai temos que

(P> Pn) = (Py, Py) .

Agora, segue do Lema 20 que
(Pma Pn) = P(n,m) .

n
E interessante observar que alguns nimeros primos fazem parte da sequéncia de Pell, como por
exemplo P, = 2 e P3 =5, denotaremos tais elementos como nimeros primos de Pell, de modo geral
segue da Proposi¢do 21 que:
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Corolario 22 Se P, é primo , entdo n é primo.

No entanto ndo vale a reciproca do Corolario 22, uma vez que n = 7 e n = 17 sdo primos,
e P; =169 e P17 = 1136689 sdo compostos, veja Exemplo (3). Sabemos que para os valores
n=2 3,5, 11, 13, 29, 41, 53 e 59 tem-se que P, é primo. Lembramos que a questiao sobre a
infinitude dos primos de Pell € um problema em aberto. Como alertado por Ribenboim[16] existe
uma dificuldade computacional para a verificacao da primalidade dos nimeros, de Pell ou ndao, com
milhares de digitos.

Agora estamos em condi¢des de apresentar a reciproca da Proposi¢ao 18, qual seja

Proposicao 23 Dados P, e P, termos da sequéncia de Pell P,,, com m > n, se P, divide P, entdo
n divide m.

Demonstragdao: Com Py, | P,,,temos (P,,, P,) = P,, assim pela Proposi¢ao 21 temos que (P,,, P,) =
P (1), disto obtemos que n = (m, n), ou seja, n | m. n
Para finalizar esta secdo apresentamos uma prova alternativa da Proposicao 1.

5.1 Demonstracao da Proposicao 1

P(ns1)

n 2n
P
(a) Segue da Proposi¢ao 9, item (i), que Z Pris1 = , assim Z Priy1 = %. Fazendo
k=0

k=0 =
4n +2 = 2(2n + 1), da Proposi¢do 18 temos que P2,4+1 | Pa(2p+1) = Panso. Agora segue da

Proposicao 21 que (P2,+1, P2) = (Pau+1,2) = 1, € obtemos o resultado.

2n
P
(b) Novamente da Proposi¢do 9, item (i), temos Z P11 = %. Segue da Proposi¢do 13 que:
k=1
P _ (1+V2)" = (1- VD)™
2 2-2V2

(1+V2) + (1 -V2)™
2

(L+V2)* - (1 -N2P" |
22

(1+V2)2 + (1 —«/5)2”]
. .

= Py, X

Disto obtemos o resultado.

6 Forma matricial da sequéncia de Pell

No interesse de despertar outros estudos, apresentamos outra forma de representar e obter os
elementos da sequéncia de Pell (2), a forma matricial

Py P
P= n+ n ’
|:Pn Pn—l]

paran > 1 ecom Py =0, P; =1 e P, =2. Fazendo
2
2 17 _[2 1] 2 1]_[5 2
1 of |1 O 1 of (2 1]°
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Veja que na posicio a; da matriz P? aparece o préximo termo da recorréncia. E mais, as poténcias
da matriz P, na posi¢ao a;, determinam os préximos termos da sequéncia #,. Isto € dado pelo
seguinte resultado, que pode ser consultado em Noronha e Alves (2018).

Proposicao 24 Para todo n € N, temos que

Pn:2 111: Pn+1 Pn
10 P, P,._1|°

Demonstragdao: Aplicaremos a induc¢do em n. Para n = 1 temos que
2 1{ _|P2 P
1 0| |P1 Pol|-

Este fato atesta a validade da sentenga paran = 1.

2 1]"_[Pn+1 P,

10 P, Pn—l] seja valida. Devemos

Suponha que para algum n > 1 a sentenga P" = [

mostrar a validade para todo n + 1. Vejamos
P*li=pP'x P
21 ”X 2 1
(1o 1 0
[P,.1 P, o 2 1
P, P, 1 0

_ 72Pn+1 +Pn Pn+1
2P, + P, Py

— Ppio Puyi
_P n+l1 Py )
Isto garante a validade da sentenga para todo n. ]

7 Consideracoes finais

De acordo com Malcolm (2000), John Pell (1611 - 1685) foi um matematico inglés que tem
seu nome associado aos estudos de equacdes da forma x> — ny?> = 1, equacdes de Pell, em que x
e y sdo inteiros € n € um nudmero inteiro nao quadrado. A associacdo do sobrenome Pell a uma
sequéncia numérica € um processo interessante, visto que os termos pertencentes a sequéncia de Pell
jé faziam parte de um problema classico grego conhecido como a escada de Theon que consiste em
um algoritmo para determinar uma boa aproximacao para raiz quadrada de um niimero inteiro, veja
Campos (2014). Contudo, de acordo com Boyer (2009), coube a Euler a associacdo definitiva de
Pell ao conjunto numérico de termos P, ao atribuir a ele o estudo da solucao da equacao diofantina
x?2 —2y? = (x1), tal equacdo possui como solucdo o par de niimeros inteiros (P,, Q,), paran > 1,
que sdo elementos da escada de Theon para a aproximagdes da V2, como pode ser visto em Roque e
Carvalho (2012) no Problema 3.18. Neste trabalho apresentamos algumas propriedades associadas
a sequéncia de Pell #,, e por este esperamos despertar outros estudos. Em nossos estudos , aqui
apresentado, procuramos novos resultados relacionados a divisibilidade dos nimeros de Pell.
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