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Cotas superiores para o nimero de zeros de uma
combinacao linear de funcées via Teoria de
Chebyshev

Upper bounds for the number of zeros of a linear combination
of functions via Chebyshev Theory

Resumo
O objetivo deste trabalho é apresentar a Teoria de Sistemas de
Chebyshev classica e com acurédcia. Para isto, reunimos os
principais resultados e caracterizamos cada classe de sistemas
de Chebyshev a partir do nimero maximo de zeros de uma
combinacao linear. Um dos principais resultados sobre siste-
mas de Chebyshev com acuricia relaciona a existéncia de uma
cota superior para o nimero maximo de zeros isolados de uma
combinacao linear de fun¢des com os zeros dos Wronskianos
das fungdes deste conjunto. Aqui, demonstramos um resul-
tado que melhora esta cota superior. Por fim, exibimos alguns
exemplos e uma demonstragdo alternativa direta do Teorema
Fundamental da Algebra via teoria de sistemas de Chebyshev.
Este trabalho faz parte da dissertacao de mestrado do primeiro
autor, orientado pelo segundo autor.
Palavras-chave: Teoria de Chebyshev. Teoria de Chebyshev
com Acuricia. Numero de Zeros de Funcoes.

Abstract

We aim to present the classic and current, with accuracy,
Chebyshev Systems Theory. For this, we collected the main
results and characterize each of these classes of systems from
the maximum number of zeros of a linear combination. One
of the main results about Chebyshev systems with accuracy
relates the existence of an upper bound to the maximum num-
ber of isolated zeros of a linear combination of functions to
the simple zeros of the wronskians of the functions of this set.
Here, we proof an improvement in this upper bound. Finally,
we show some examples and an alternative proof of the Fun-
damental Theorem of Algebra by Chebyshev systems theory.
This work is part of the master dissertation of the first author
under supervision of the second author,

Keywords: Chebyshev Theory. Chebyshev Theory with Ac-
curacy. Number of Zeros of Functions.
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1 Introducao

A teoria de espacos e sistemas de Chebyshev (ou “Tchebycheff”) teve inicio a partir de pro-
blemas de interpolacdo, cuja intencdo era aproximar, de maneira 6tima, certas funcdes, em geral
nao suficientemente suaves, tal que a aproximagcao por polindOmios apresentava erros nao desejaveis
(NGRNBERGER, 1989). Na verdade, em intervalos grandes, os polindmios, mesmo possuindo boas
propriedades em relacdo aos seus zeros, ndao apresentam flexibilidade o suficiente para aproximar
uma dada fun¢do. Uma maneira de melhorar, a0 menos um pouco, tal problema, é subdividir o
intervalo em questdo e usar polindmios em cada um individualmente, mantendo a 6tima estrutura
que polindmios apresentam, principalmente em relacdo ao controle de zeros de uma funcao poli-
nomial. No entanto, hd um espago de fun¢des em que seus elementos possuem uma estrutura boa
e propriedades desejaveis, quando relacionado a problemas de interpolacao em pontos arbitrarios
de um certo intervalo. Tais espacos sao conhecidos por espacos de Chebyshev e uma base para tal
espaco €é chamada de sistema de Chebyshev ou, apenas, sistema T.

Sistemas de Chebyshev sao utilizados em vérios ramos e aplicagdes da matemdtica como, em
andlise numérica, na teoria de aproximacgoes, em problemas de valores de fronteira e problemas
envolvendo propriedades oscilatérias de zeros de solucdes de equagdes diferenciais (KARLIN;
STUDDEN, [1966]). Os principais usos da teoria de Chebyshev, atualmente, estdo relacionados
a resultados que versam sobre a quantidade de zeros que uma funcao, escrita como combinacgdo
linear de outras, possui. Na teoria qualitativa de equacoes diferenciais ordindrias, por exemplo, os
sistemas de Chebyshev sdo utilizados no estudo do nimero de ciclos limites de um campo vetorial
planar, por fornecer resultados sobre o niimero de zeros da chamada fun¢ao deslocamento, os quais
correspondem a ciclos limites do sistema diferencial associado. Tal aplicacdo esta relacionada ao
16° Problema de Hilbert (MANOSAS; VILLADELPRAT, 2011).

Aqui, vamos lidar com a Teoria de Chebyshev clédssica (KARLIN; STUDDEN, [1966], NURN-
BERGER, 1989) e atual, com acuridcia (NOVAES; TORREGROSA, 2017), apresentando os princi-
pais resultados sobre a caracterizacao de tais sistemas a partir do nimero de zeros de uma combinagao
linear de fun¢des em um certo conjunto.

Uma destas caracterizagdes afirma que dado um conjunto de fun¢des {go, g1, . - - , g»} suficiente-
mente diferencidveis em um intervalo [a, b], qualquer combinacao linear ndo trivial Zl’.‘zo a;gi, dos
subconjuntos {go, . .., gk}, com k < n, possui, no maximo, k zeros, contando suas multiplicidades,
se, e somente se, paratodo k =0, 1,...,n os Wronskianos, definidos como

go(r) gi(t) -+ gk(?)
1 1 1
g’ (0 gV - g
2 2 2
W(gog1,---.g0)(1) =g () & (1) -+ g2 ()], (1)
k k k
g0 g o g
em que g(.q)(t) denota a derivada de ordem ¢ de g;(¢),com j =0,1,...,keg=1,2,...,k,ndo se

anulam em [a, b]. A teoria atual de Chebyshev com acuricia, ao contrario da classica, permite que
tais Wronskianos possuam zeros simples e, nestes casos, fornece resultados sobre a estimativa do
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nimero de zeros de uma combinacdo linear de funcdes e sobre as possibilidades de realizagao desta
estimativa, ou seja, quando que uma combinacao linear possui, exatamente, a quantidade de zeros
dada pela estimativa.

Até entao, o melhor resultado conhecido era encontrado no artigo de Novaes e Torregrosa (2017),
o qual afirma que dado um conjunto de fungdes analiticas no intervalo [a, b], tal que o Wronskiano
W; = W(go, - .., g:) possui v; zeros simples, parai =0, 1,...,n, entdo o nimero de zeros isolados
de toda combinagdo linear ndo trivial, g = 37 a;&;, ¢ no maximo

N4V + Vo1 +2(Vac2 + Vass o+ Vi +v0) + U3+ + o, (2)

emque u, = min(2v,,vo+---+v,_3), paracadar = 3,...,n— 1. Neste artigo, mostramos o seguinte
teorema, o qual fornece uma cota superior melhor que a do trabalho de Novaes e Torregrosa (2017)
para o nimero de zeros de uma dada combinacao linear de fungdes.

Teorema 1 Sejam go, g1, . . ., gn fungoes analiticas no intervalo [a, b]. Suponha que todos os v;’s
zeros do Wronskiano W; = W(go,...,gi), parai = 0,1...,n, sdo simples. Entdo, o niimero de
zeros isolados de toda combinagado linear ndo trivial, g = 3.i a;g;, é no maximo

N+Vy+ V1 +2vp 0+ Vv 3+ +Vvi+vo+ s+ + ln-1, 3)
em que [y = min(v,,vo+---+v,_0), paracadar =2,3,...,n— 1.

Este artigo € organizado da seguinte forma. Na Secao 2, apresentamos as principais defini¢oes
e resultados da teoria cldssica de sistemas de Chebyshev. Dedicamos a Se¢ao 3 para a introducdo
da teoria atual de sistemas de Chebyshev com acuracia e demonstramos o Teorema 1, o qual € uma
melhora dos resultados encontrados na literatura.

2 Teoria classica de sistemas de Chebyshev

2.1 Sistemas de Chebyshev

O método de interpolagdo € a maneira usual para aproximar func¢des, num certo intervalo, por
outras mais simples e que coincidam em certos pontos. Os espacos de Chebyshev, em particular,
possuem a propriedade de que as interpolacdes de Lagrange e Hermite sdo sempre possiveis para
uma escolha arbitraria de pontos e, ainda, que tal aproximacio é a melhor possivel NURNBERGER,
1989).

Definicao 1 Sejam [a,b] C R um intervalo, G C Cla,b] (Cla, b] denota o espaco de funcoes
continuas definidas no intervalo [a, b)) um subespaco de dimensdon+1, f € Cla, b] e n+1 pontos
a<ty<t <---<ty, <b. O problema de interpolacdo de Lagrange é determinar uma fungdao
g€ Gtalqueg(tj) = f(t;), j=0,1,2,...,n.

Veja que, caso {go,g1,...,&xn} seja uma base do subespaco G, entdo g(t;) = X\ a; g&(t)),
Jj=0,1,...,n, para certos ap,ai, . ..,a, € R. Portanto, a interpolacdo e Lagrange se resume em
obter tais coeficientes ao, a1, . ..,a, € Rde modo que 3\, a; gi(t;) = f(t;). Ou seja, é equivalente
a resolver o seguinte sistema linear nas variaveis a; s,

go(to) g1(to) -+ gulto)\[ao\ (f(20)
go(r1) gi(t1) -+ gu(t) [|ar| |[f(21)

: : .. : o : ) S
gO(tn) gl(tn) ce gn(tn) dan f(tn)
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Considerando o determinante

go(to) gi(to) -+ gnl(to)

80-815---,8n\ _ | 80(1) gi(t1) -+ ga(t1)
D(l‘o,tl,...,tn)_ L > (5)

gO(tn) gl(tn) e gn(tn)

entao o sistema (4) possui solucdo Unica se, € somente se, D ( L ;
0stlse--sln

gO’gl"' -,gn) ;t 0
Definicao 2 Um espaco G C Cla, b], de dimensdo n + 1, é chamado espaco de Chebyshev! se

t07t15-- -»tn
em |a, b]. Tal base é denominada sistema de Chebyshev ou, simplesmente, sistema T.

existe uma base {go, g1, - . .,&n} de G tal que D go,g1,.-.,gn) #0,Va<ty<t)<---<t, <b

Sendo assim, dizemos, simplesmente, que um conjunto {go, g1, -..,&n} de funcdes continuas,
definidas em um intervalo, é um sistema T se o determinante (5) € nao nulo. Pois, neste caso, o
conjunto {g;}{j € LI e gera um espago de dimensédo n + 1.

Como veremos, os principais resultados da Teoria de Chebyshev, aqui exibidos, concentram-se
na caracterizacao dos sistemas de Chebyshev a partir da quantidade de zeros, contando ou nao suas
multiplicidades, que uma fungao pertencente ao espago gerado por tal conjunto possui. Portanto, a
menos de mencao, nao estamos interessados em espacos de Chebyshev, mas sim em sua base.

Como mencionado, em espagos de Chebysheyv, temos a unicidade de solugdes do problema de
interpolacao de Lagrange.

Teorema 2 (NURNBERGER, 1989) Sejam go, g1, - - -, 8n € Cla, b]. Entdo, {g;} é um sistema T
se, e somente se, para toda funcao f € C|a,b] e todas as escolhas de pontos ty,t1, . . . ,t, distintos
em |a,b], o problema de interpolacdo de Lagrange tem solugdo uinica no espaco gerado pelas

fungdes (g},

O resultado a seguir, fornece uma interessante caracterizacao dos sistemas de Chebyshev. Muitas
vezes, tal resultado é usado como defini¢cado para sistema T.

Teorema 3 (KARLIN; STUDDEN, [1966]) Sejam go,g1,...,g, € Cla,b]. Entao, {g,-}g é um
sistema T se, e somente se, toda combinagado linear ndo trivial g = 3. a;g;, isto é, com 3 ai2 #0,
tem no maximo n zeros distintos em [a, b].

2.2 Sistemas estendidos de Chebyshev

Dada uma fungdo diferenciavel, a interpolacao de Hermite é conhecida por interpolar, também,
algumas de suas derivadas. E isto estd relacionado a uma escolha de pontos que permite repeti¢oes,
ao contrdrio da interpolacdo de Lagrange.

Assim como a interpolacao de Lagrange € tinica e sempre possivel em espacos gerados por siste-
mas de Chebysheyv, era desejado, no desenvolvimento da teoria, que para a interpolacao de Hermite
isto também ocorresse. Mas, para isto, € necessario definir um espaco diferente a partir de um outro
conjunto de fungdes, o qual chamaremos de sistema estendido de Chebyshev. Além disto, uma vez
que a interpolacao de Lagrange é um caso particular de Hermite quando nao existem repeticoes de
pontos, esta nova classe de sistemas representa uma extensao da apresentada anteriormente.

ITambém chamado de espago de Haar no inicio do desenvolvimento da teoria.
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Definicao 3 Sejam G C C"[a, b], f uma funcao de classe C" definida no intervalo [a, b] e pontos
a<to<ti<---<t, <b Paraj=0,1,...,n tomemosd; =max{q :t; =---=t;_4}, para
0 < g < j. O problema de interpolacdo de Hermite consiste em determinar uma funcdo g € G tal
que g(df)(tj) = f(df)(tj), isto é, quando as fungoes g e f e suas derivadas de ordem d; sdo iguais
nos pontos t;.

Uma outra maneira equivalente de expressar essa definicao € a seguinte. Dados os pontos
a <ty <t £---<t, < b, existem pontos so < s1 < --- < S, tais que {so, S1,...,85p} =
{to,t1,...,t,}, s, aparece m, vezes em {to,t1,...,t,},r =0,1,...,p, e Zf:o m, =n+ 1. Dai, o
problema de Hermite se resume a determinar uma funcio g € G tal que g9 (s,) = £ (s,), para
q=0,1,....m.—1l,er=0,1,...,p.

Se {g0,&1,--.,8n} for uma base de G, entdo dado um elemento g € G, escrevemos
g(tj) = XL, a; gi(t;). Usando a notagdo acima, podemos reescrever como g(s,) = 2" a; &i(s,),
para todo valor s, € {so,s1,...,5,}. Dai, o problema de interpolacdo de Hermite € equivalente

a obter os coeficientes a;’s tal que X\, a; gl.(q)(s,) = f(@(s,). Ou seja, encontrar a solu¢do do

seguinte sistema

8o0(s0) 81(s0) " 8n(s0)
O BRI BRI A
g (s0) & G0) g (s0) FO(50)
gV (so) g™V (s0) o gV so) | fag) | £ (s0)
go(s1) gi(sy) -+ gn(s1) ai f(s1)
gV (s1) gi”(so R G I | IS el AL I & ©)
g(()Z)(Sl) 812)(S1) g () an P sn)
gé’”l"”(so gi’"“'”m) e gm () / (ml_.l)(“)
m _: m _: h m _: (mp_‘l)
g(() p 1)(Sp) gi p 1)(Sp) gi p 1)(Sp) f (SP)
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D)
o qual possui solucao dnica se, e somente se,
go(s0) g1(s0) gn(s0)
g (s0) g\ (s0) gs' (s0)
257 (50) g\ (s0) gt (s0)
g™V (so) g™ (s0) 5707 (s0)
go(s1) g1(s1) gn(s1)
* gOagl""7gn _
(t t t )_ ) ¢V ) #0. (7)
0>015--51n g, (s1) (s1) gn (51)
857 (s1) g\? (s1) gs” (s1)
g Vs g™V () g™V (s1)
my,—1 my,—1 my—1
g V() g (sp) g (sp)

No caso em que os n + 1 pontos tomados sdo iguais, isto é, t = o = t| = - - - = t,;, 0 determinante
em (7) nada mais € que o Wronskiano das fun¢des {go, g1, - - -, gx }» 0 qual denotamos por (1).

Definicao 4 Umespaco G C C"[a, b], de dimensdo n+1, é chamado espaco estendido de Chebyshev
se existe uma base {go, g1,...,8n} de G com W(go,...,g,)(t) #0, Vt € [a, b]. Chama-se sistema
estendido de Chebyshev ou, apenas, sistema ET, uma base de tal espaco.

Assim como para espacos de Chebyshev e sistemas T, também podemos caracterizar os espagos
estendidos de Chebyshev e sistemas ET a partir da unicidade de interpolagao e zeros de uma dada
combinacao linear.

Definicdo 5 Seja f € C¥[a, b]. Dizemos quet € [a, b] é um zero de multiplicidade k se f9 (1) = 0
paraq=0,1,...,k—1.

Teorema 4 (NURNBERGER, 1989) Sejam go, g1, ...,8gn € C"[a, b]. Entdo, {gi}g é um sistema
ET se, e so se, para qualquer funcdo f € C"[a, b] e qualquer t em [a, b], a solucdo do problema
de interpolagdo de Hermite é tinica no espago gerado pelas fungoes {g;};.

Teorema S (KARLIN; STUDDEN, [1966]) Sejam go, &1, - -.,8n € C"[a,b]. Entdo, {g;}y é um
sistema ET se, e somente se, toda combinagdo linear ndo trivial g = ¥ a; g; tem no maximo n
zeros, contando suas multiplicidades.

GUSSON, V. H. L.; PESSOA, C. G. Cotas superiores para o nimero de zeros de uma combinacao linear de fun¢des via Teoria de Chebyshev. C.Q.D.—
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 22, n. 3, p. 116-129, dez. 2022.
DOI: 10.21167/cqdv22n32022116129 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

121



" of
=
=)

2.3 Sistemas completo e completo estendido de Chebyshev

Definicao 6 Um espaco G C C"[a, b], de dimensdo n + 1, é dito espaco completo de Chebyshev se
existe umabase {go, g1, ..., 8&n} de G talque paratodok =0,1,...,n, span(go, g1, .- ., 8k) (istoé, o
espago gerado pelas funcoes {g j}g ) € um espago de Chebyshev. Além disso, se span(go, g1, - - - &k)
Jorum espago estendido de Chebyshev, entdao G é chamado espaco completo estendido de Chebyshev.
Tal base é chamada de sistema completo de Chebyshev ou, apenas, sistema CT no primeiro caso e
por sistema completo estendido de Chebyshev, ou sistema ECT, no segundo.

Uma vez que estamos interessados nas bases de tais espacos de Chebyshev, dizemos, simples-
mente, que um conjunto {go, g1, . . - , &n}, de fungdes suficientemente diferencidveis, é um sistema
CT se {go, &1, - - - » g} for um sistema T, para todo k =0, 1, .. .,n. Da mesma forma, tal conjunto é
um sistema ECT se {go, g1, - - -, g« } for sistema ET, paratodo k =0, 1,...,n.

Assim como foi visto para sistemas T e ET, também € possivel caracterizar sistemas CT e ECT a
partir do nimero méaximo de zeros, simples ou ndo, que combinagdes lineares ndo triviais de funcoes
diferencidveis podem ter.

Teorema 6 (KARLIN; STUDDEN, [1966]) Sejam g, g1,-..,8n € Cla,b]. Entdo {gi}g é um
sistema CT se, e somente se, para todo k = 0,1,...,n, qualquer combinacdo linear nao trivial,
g= Zl]fzo a;g;, possui no maximo k zeros simples.

Teorema 7 (KARLIN; STUDDEN, [1966]) Sejam go,g81,--.,8: € C"[a,b]. Entdo {g;}; é um
sistema ECT se, e somente se, para todo k = 0,1, ...,n, qualquer combinacdo linear nao trivial,
g = Z{'{:O a;gi, possui no maximo k zeros, contando suas multiplicidades.

As demonstragdes dos teoremas acima seguem diretamente da defini¢ao de sistemas CT e ECT,
junto aos Teoremas 3 e 5.

O resultado a seguir fornece uma caracterizacao de sistemas ECT a partir de Wronskianos. Esta
caracterizagdo, muitas vezes, € usada como defini¢do para tais sistemas por seu uso recorrente em
aplicacoes.

Teorema 8 (KARLIN; STUDDEN, [1966], NURNBERGER, 1989) Sejam go, g1, - - ., g» € C"[a, b].
Entao, {g,-}g ¢ um sistema ECT se, e somente se, para todo k =0,1,...,n, etodot € |a, b], temos
Wi(t) = W(go,8&1,---,8k)(t) # 0.

Em alguns casos, quando queremos ja partir com um sistema ECT, podemos usar o proximo
resultado, que mostra como construir um conjunto de fungdes, que é um sistema ECT, a partir de
funcdes nao nulas e diferencidveis.

Teorema 9 (KARLIN; STUDDEN, [1966], NURNBERGER, 1989) Sejam g, g1, - . . , g» € C"[a, b]
Sfungoes que satisfazem a condi¢do gJ(.Q)(a) =0,paraqg=0,1,...,j—-1lej=1,2,...,n O conjunto

{gi}y € um sistema ECT se, e somente se, existirem fungoes auxiliares w; € C"™'[a, b], que nunca
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se anulam em [a, b], de modo que podemos escrever as fungcoes como
go(1) = wo(2),

¢1(1) = wol?) / wi(n) dy1,
t Y1
¢2(1) = wol?) / wi() / wa(y2) dyadyr, ®

t Y1 Yn-1
gn(t) ZWO(l)/ Wl(yl)/ wa(y2) / Wn(Yn) dyndy,-1...dyady;.

Observacao 1 Caso a hipotese gj(.q) (a) = 0 do teorema acima ndo seja satisfeita, ainda é possivel
construir, a partir de combinagoes lineares de {g;}, um outro conjunto de fungoes {h;};, de modo

-1 .
que ho = go, h1 = g1 — %ho ehj =g;— gzodqj(a)hq, para j = 2,3,...,n com dgj(a)

coeficientes reais que sao dados por combinagoes das fungoes g;’s e suas derivadas, o qual satisfaz
as hipoteses necessarias e, ainda, preserva os Wronskianos.

Até este momento, apresentamos os resultados que caracterizam sistemas T, ET, CT e ECT pelo
nimero maximo de zeros que uma combinagdo linear ndo trivial de suas funcdes pode ter. Na
realidade, ainda podemos dizer que sempre existe um elemento do espaco gerado pelas fungdes do
sistema tendo, exatamente, esse nimero maximo de zeros isolados. Quando isto acontece, dizemos
que a cota, isto €, o nimero maximo de zeros, € realizdvel. A proposicao adiante, encontrada em
Llibre e Swirszcz (2011) valida tal afirmagdo, uma vez que se { gi}y € um sistema T, ET, CT ou ECT,
entdo suas fungdes sao linearmente independentes.

Proposicao 1 Sejamgo, g1,...,8, € Cla, b]. Setais funcoes sao linearmente independentes, entdo
existem pontos distintos to,ty,...,t,—1 € |a,b] e constantes ag, a1, ...,a, € R, ndo todas nulas,
tais que

g(t)) = Z argi(t;) =0,
=0

paratodo j =0,1,...,n—1.

3 Teoria atual de sistemas estendidos de Chebyshev com acuracia
e demonstracao do Teorema 1

Como visto, sistemas de Chebyshev sao completamente caracterizados a partir de determinantes
nao nulos. Para sistemas ET e ECT, os respectivos determinantes sao definidos pelo Wronskiano.
Vimos, ainda, que isto proporciona outra caracteriza¢ao via nimero de zeros, simples ou nao, que
uma combinagao linear ndo trivial das funcdes do sistema pode ter. Além disso, é sempre possivel
obter um elemento do espaco gerado que tem, precisamente, tal quantidade de zeros isolados, como
mostra a Proposicao 1.

Agora, considerando {go, g1, . - . , €2} um conjunto ordenado qualquer de fun¢des suficientemente
diferenciaveis, demonstramos nosso resultado que proporciona uma melhor cota superior para o
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nimero de zeros de elementos do espaco gerado pelas n+ 1 func¢des, quando alguns dos Wronskianos
Wi (t) = W(go,...,gx)(t), kK =0,...,n, se anulam. Tratamos, ainda, da realizacdo de todas as
possiveis configuracdes de zeros de um sistema deste tipo.

Defini¢ao 7 Sejam go, g1, .. .,8n € C"[a,b],r > n. Diremos que o conjunto ordenado {g;}; é um
sistema estendido de Chebyshev com acurdcia k se toda combinagdo linear ndo trivial, g = 3, a;8i,
possui no maximo n + k zeros, contando suas multiplicidades, sendo k > 1 o menor inteiro positivo
tal que a condigcao acontece.

Vamos, agora, demonstrar o Teorema 1. Mas, primeiramente, faremos algumas consideracoes.
Este resultado € baseado nos trabalhos de Nadler e Yakovenko (1998), Novaes e Torregrosa (2017)
e Novikov e Yakovenko (1996), em que os autores fornecem cotas distintas para o ndmero de zeros
de g = >3 aigi- Em Novikov e Yakovenko (1996), uma cota é obtida assumindo a diferenciabilidade
das funcdes g;’s e depois, em Nadler e Yakovenko (1998), outra cota é obtida, mas assumindo a
analiticidade. O artigo de Novaes e Torregrosa (2017) traz uma combinacdo destes outros dois
trabalhos mencionados e consegue exibir uma cota superior melhor que a dos artigos citados.
Contudo, procedendo de maneira mais conveniente, € possivel melhorar as estimativas mostradas
nos ultimos dois trabalhos mencionados, de 1998 e 2017. Desta maneira, foi possivel estabelecer
uma melhora na estimativa da cota superior destes trabalhos, a qual acreditamos ser a mais eficaz
encontrada na literatura, até o presente momento.

Observamos, inicialmente, que todo elemento g € span(go, . . . , g») satisfaz a seguinte féormula,
conhecida por Férmula de Frobenius, encontrada em Pélya (1922),

W'%la Wi 0 awzawgal —k 9
WaW,o WuWz T WaWy Wy ’ ©)

com k uma constante. Introduzindo o operador A; = Wl.zat(W,-)_l, isto €, A;j(¢) = Wl.zﬁ,(tp/ W),
podemos reescrever a equagao (9) como
1 1

1
A Ay, A—z...Mp—A1A = kW,W,_». 10
an_s 2y A zWo 1A0 g 2 (10)

Vamos assumir que k # 0, pois caso contrdrio a ordem da equacao diferencial pode ser redu-
zida. Agora, construimos uma sequéncia de fungdes, tomando Fy = g, F1 = AoFo, Fr = A1F1 e
F; = Aj_l(Wj_g)_le_l, para j = 3,4,...,n. Logo, a equagao (10) € escrita como

F, = kW,W,_,. (11)

Note que, as fungdes Fy, F; e F> podem admitir apenas zeros nos seus intervalos de defini¢do,
enquanto as fungdes F;, para j > 3, podem possuir tanto zeros quanto pdlos. Aqui, para fungoes
reais, polos sdo assintotas verticais. Sendo v; o nimero de zeros de cada Wronskiano W;, entao o
nimero maximo de polos que F;, j > 3, podeter é vo+ vy +---+Vv,_3

O artigo de Novikov e Yakovenko (1996) traz, como os autores se referem, uma modificagao do
Teorema de Rolle, dando uma estimativa para o nimero de zeros de uma fungao, a partir de sua
aplicagao em um operador diferencial, contando os zeros do Wronskiano associado e a quantidade
de pdlos. Mais precisamente, sendo 4: I € R — R uma func¢ao suave, exceto em uma quantidade
finita p de polos, entdao

N(h) < N(Aih)+vi+p+1, (12)
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em que N(-) indica a soma do nimero de zeros e p6los da fungdo.
Aplicando a desigualdade (12) as fung¢des F; e observando que N(Fy) < N ((Wk_z)‘le),
k=2,3,...,n, obtemos as seguintes estimativas de N(-) para as fungoes F;,

N(Fp) < N(AgFp) +vo + 1,

N(F)) < N(AFy) +v) +1,

N(Fy) < N(Ay(Wo) ' Fo) +vg +va + 1,
N(F3) < N(As(W)'F3) +vo +vi +v3 + 1,

N(Fn—l) < N(An—l(Wn—3)_1Fn—l) +Vvo+Vvi+--+V 3+ V1 + 1.
Lembrando que AgFp = Fi, A\Fy = Fae Aj_(W;_3)"'F;_| = F}, para j > 3, entdo
N(F1) 2 N(Fp) —vo -1,
N(F2) 2 N(F1) —vi — 1,

N(F3) 2 N(F2) —va2 —vo — 1,
N(Fj) 2 N(Fj-1) =vj-1 = (vo+vi+---+v;3) =1, paraj>4.

(13)

Sendo F,, = kW,W,_,, segue que N(F,) < v, +v,—2. Como Fy = g € span(go,...,&n),
somando todas essas desigualdades, concluimos que

N(g)<n+v,+v, 1 +2v, 0+ 2v, 3+ 3va+---+(n=2)v + (n— 1)vy. (14)

Em Nadler e Yakovenko (1998), assumindo a analiticidade das funcdes g;, os autores obtiveram
uma outra cota para o nimero de zeros. No trabalho, foi feito uso das chamadas desigualdades de
Rolle-Vorhoeve (RV). Elas estabelecem que, dadas fungdes f, h: I € R — R analiticas, exceto num
ndmero finito p de pdlos, temos

N(f) < N@3f)+1,
IN(f) = N(h)| < N(fh) < N(f) +N(h),
N(1/f) =N(f).

Aqui, procedemos de maneira diferente dos trabalhos mencionados para obter uma nova esti-
mativa para o nimero de zeros. Sendo N(Fy) < N (WLOFO), pela primeira desigualdade de RV,
temos

N(Fp) < N(WLOFO) <N (at (WLOFO)) +1.

Dai, subtraindo N (Woz) em ambos os lados, segue que
1
N(Fo) -N(W3) <N (at (WFO)) - N(W}) +1.
0
Pela segunda desigualdade de RV, e observando que Wgat (WLOFO) = F1, obtemos

1 1
N (a, (WOFO)) ~-N(W3) <N (Wga, (WOFO)) = N(F)).
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Desta forma, temos que
N(Fp) = N(Wg) < N(F1) +1,

ou seja,
N(F1) 2 N(Fp) —2vo -1,

uma vez que N(Wg) < N(Wp) + N(Wp). Da mesma forma, observando que N(F;) < N(WLlFl) e
W%@t (WLIF 1) = F», e subtraindo N (W]Z) em ambos os lados como acima, obtemos
N(F;) > N(F;) —2vi — 1.

Agora, para j > 3, sendo N(F;_;) < N(W
RV, que

W F;_1), temos, pela primeira desigualdade de
J-

1 1
N(F N(————F;j—-1) < N\|0;| =———F;-1|]| + 1.
(Fio0) < NGy = 8 (0| ==

Subtraindo N (W?_l) em ambos os lados, segue que
J

1

N(Fi_{)=N(W?* )< N|o|——
(o) =N V) <V (0

Fj_l)) - N(W;_)+1.

Usando a segunda desigualdade de RV, como W 10 (WF ) = F;, obtemos

1 1
N|6,|——F; || -NW2 )< N[W2 6,|——F; || =N(F).
( t(Wj—BWj—l / 1)) (W) < ( J-1 [(WJ'—3WJ—1 ’ 1)) (F7)

Logo,
N(Fj1) - N(W:_)) < N(Fj) +1,
e, portanto,
N(Fj) > N(Fj-1) =2vj_1 =1,
ja que N(W}_l) < N(W;_1) + N(W;_y).
Desta maneira, obtemos as seguintes novas estimativas,
N(F1) 2 N(Fo) —2vo - 1,
N(F;) > N(Fy) - 2vi — 1, (15)
N(Fj) > N(Fj-1) =2vj_1—1, paraj > 3.
Assim, somando todas as estimativas acima, como Fy = g e N(F,) < v, + v,—, podemos

concluir que
N(g) <n+3vy2+2(vy+Vpot +Vp_3 + -+ v +Vp). (16)

Finalmente, temos as ferramentas e resultados necessarios para provar o Teorema 1.
Demonstragao Teorema 1. Sendo {g; }; um conjunto de fun¢des analiticas, entdo todas as construgdes
feitas acima sdo validas. Consideremos os dois grupos de estimativas, dados por (13) e (15).
Tomando, paracada k = 1,2,...,n, amelhor estimativa de N (F%), isto é, a maior cota inferior entre
os dois grupos, obtemos um novo conjunto de estimativas para N (F;), dado por

N(F1) > N(Fp) —vo — 1,
N(F2) 2 N(Fy) —vi - 1, (17)
N(F;) 2 N(Fj_1) —vjo1 —pjo1— 1, paraj=3,4,...,n,
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emque u, = min{v,,vo+vi+---+v,_o},parar =2,3,...,n—1.Por fim, somando as desigualdades
em (17),e como N(F,) < v,+v,_3, obtemos a seguinte cota superior para o nimero de zeros isolados
de uma combinagdo linear ndo trivial, g = Fp, das fungdes {g;},

N(g) Sn+vy+vy_ 1 +2vy 0+ vy 3+ -+vi+vo+up+- -+ Uy1. (18)
O

O teorema a seguir traz um exemplo realizdvel em que a cota estabelecida no Teorema 1 é
atingida.

Teorema 10 (NOVAES; TORREGROSA, 2017) Dados n, k e € inteiros ndo negativos, existem um
conjunto ordenado de polinomios {uy, . . . ,u,}, tal que todos os Wronskianos nao se anulam, exceto
W,—1 e Wy, os quais téem k e € zeros simples, respectivamente, e um elemento em span(uy, . . ., U,)
tendo, exatamente, n + k + € zeros simples.

Definicao 8 Chama-se configuragdio de m < n zeros, de uma fun¢do u, um ponto
(P1,P2, s Pm> 21,225 -+ -5 2Zm) € R X ZI tal que 3" z; = n, em que cada p; é um zero de u
de multiplicidade z;,i = 1,,...,m.

Teorema 11 (NOVAES; TORREGROSA, 2017) Seja {go, - . - , &n } um conjunto ordenado de funcéoes
de classe C*, definidas em (a, b), tal que existe & € (a,b) com W,_1(&) # 0.

1. Se W, (&) # 0, entdo para cada configuracdo de m < n zeros, levando em conta as multipli-
cidades, existe um elemento em span(go, . . ., gy) com essa configuragao.

2. Se W, (&) =0e W) (&) # 0, entdo para cada configuragao de m < n + 1 zeros, levando em

conta as multiplicidades, existe um elemento em span(go, . . ., &) com essa configuragao.

4 Exemplos e aplicacoes da teoria de Chebyshev

Exemplo 1 Seja P, = {p € Cla,b] : p(t) = X ya; t', a; € R} 0 espago de polindmios de grau n
definidos em [a,b] C R e gerado pela base {1,t,t%,...,t"}. Note que, para qualquer escolha de
pontosa <ty <t; <---<t, <b, temos

D 1’t,[2’...,ln _ 1 5] ll tiil
tO’tl,tz,...,tn : _ :
que nada mais é que o determinante de uma matriz de Vandermonde. Logo,
Lt,12,...,1" n
(f mo )= ] w-wso
05015125 ...451lp 0Si<jgn

Portanto, P, é um espago de Chebyshev de dimensdo n + 1 e sua base é um sistema de Chebyshev,
ou seja, um sistema T.
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Como aplicacio do Teorema 3, podemos provar o Teorema Fundamental da Algebra. De
fato, conforme vimos no Exemplo 1, o espago P, € um espaco de Chebyshev tal que sua base
{1,¢,¢2,...,¢"} é um sistema T. Logo, um polinémio u(t) = Zz,'l:o a;t' tem no mAaximo 7 zeros reais.
Além, pela Proposi¢do 1, é possivel encontrar um polindmio de grau n com, exatamente, n raizes
reais.

Exemplo 2 O conjunto {1, cos(t), sin(t)} é um sistema ECT no intervalo (0, ). De fato, calculando
os Wronskianos, temos

Wo(1) =1,
Wi(t) = —sin(z),
Wy(t) = 1.

Como sin(t) # 0 no intervalo (0, rr), entdo os Wronskianos ndo se anulam e, portanto, o conjunto
{1, cos(?),sin(t)} é um sistema ECT. Assim, dada uma funcao f(t) = acos(t) + bsin(t) + ¢, com
a, b, c € R ndo todos nulos, o nitmero maximo de zeros dessa funcao, no intervalo (0, ) é 2. Ainda,
é possivel encontrar coeficientes a, b e ¢ de modo que f tenha, exatamente, 0, 1 e 2 zeros.

Exemplo 3 O mesmo conjunto {1,cos(t),sin(t)} é um sistema ET com acuracia 1 no intervalo
[—7, ). Segue dos Wronskianos calculados no exemplo anterior que W (t) = —sin(t) se anula em
t =0, o qual é um zero simples. Logo, o niimero maximo de zeros de uma combinagao linear nao
trivial f(t) = acos(t) + b sin(t) + ¢ é igual a 3. Portanto, o conjunto é um sistema ET com acurdcia

1.
Exemplo 4 Em Gusson (2022), é mostrado que o conjunto {g1, g2, g3}, em que

g1(y) =1,

2, .2 2 .2
gz(y):u 37 + 2 arctan d—y ,
y 2dy

(@ + ab)c? — a*y? 1 Va2 +abc + ay
n )
y Va2 +abc — ay
coma,c,d > 0ea*+ab > 0, é um sistema ECT para pontos positivos préximos de 0 e é um sistema
cVa? +ab
ad

g3(y) =

ET com acuracia 1 no intervalo (0, @), com a =

5 Conclusoes

Neste artigo, reunimos resultados sobre a teoria cldssica e atual de Chebyshev. Tais resultados
contribuem para diversas teorias e ramos da matematica que necessitam e utilizam resultados sobre
o controle do numeros de zeros de certas fun¢des, uma vez que mostram, principalmente, como
caracterizar diferentes classes de sistemas de Chebyshev, os quais possuem resultados sobre zeros
de combinagdes lineares de fungdes, a partir de determinantes e Wronskianos nao nulos.

Além disso, apresentamos um resultado incremental sobre o nimero de zeros de uma combinagao
linear de func¢des quando alguns dos Wronskianos associados ao conjunto de fun¢des possuem zeros
simples.
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Como perspectiva futura, podemos buscar um resultado de extensao do Teorema 1 que inclua,
também, a possibilidade de algum dos Wronskianos possuir zeros com miiltiplos, isto é, zeros com
multiplicidade maior que um. Ainda, uma vez que existem alguns trabalhos da Teoria Qualitativa das
Equacgoes Diferenciais Ordindrias, encontrados na literatura, que utilizam esses resultados da Teoria
de Chebyshev para encontrar estimativas para o nimero de ciclos limites em um sistema diferencial,
podemos procurar melhoras para tais estimativas, fazendo uso do Teorema 1 aqui apresentado.
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