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Comparacao entre alguns modelos discretos de
dinamica populacional

Comparison between some discrete models of population
dynamics

Resumo

A escolha de um modelo para o estudo do comportamento
de uma determinada populacdo depende de caracteristicas
intrinsecas da mesma. Neste trabalho apresentamos alguns
modelos discretos de dinamica populacional cujas taxas de
crescimento dependem da propria populacdo e possuem as-
pecto semelhantes, ou seja, sao decrescentes a medida que a
populacdo aumenta. A existéncia de ponto de equilibrio bem
como sua estabilidade dependem dos parametros envolvidos e
assim, uma analise da estabilidade € realizada.
Palavras-chave: Ponto de equilibrio. Estabilidade. Modelos
discretos

Abstract

The choice of a model for the study of the behavior of a certain
population depends on its intrinsic characteristics. In this work
we present some discrete population models whose growth
rates vary according to the population itself and have a similar
appearance, that is, they decrease as the population increases.
The existence of an equilibrium point as well as its stability
depend on the parameters involved and thus, a stability analysis
is performed.
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1 Introducao

O estudo de modelos de dinamica populacional e a interacdo entre espécies € bastante conhecido
na literatura. Enquanto um modelo continuo nos leva a equagdes diferenciais, um modelo discreto
pode ser mais adequado para espécies cujas geragdes nao se sobrepdem e se propagam em intervalos
bem definidos.

Além do estudo do comportamento das interacoes entre populacoes, as equacoes de diferencas
tém sido utilizadas na modelagem dos mais diversos fendmenos, como sistemas de controle fi-
sioldgicos, doencgas cardiacas e neuroldgicas [1], [2], dentre outros.

O estudo do comportamento de modelos para uma tnica populacao é baseado essencialmente
no fato que a taxa de crescimento da populacdo em estudo depende de alguma forma, da propria
populacao, nos levando a equagdes nao lineares, para as quais dificilmente teremos solucao analitica.
Assim, técnicas matematicas sao necessdrias para a andlise do comportamento desses modelos.

Apresentamos nesse trabalho alguns modelos onde as hipdteses sobre a taxa de crescimento sao
similares mas o que os diferem sao as escolhas das fung¢des que representam as taxas de crescimento
da populacao em estudo. Uma comparacdo entre os mesmos € realizada. As figuras presentes no
texto foram criadas pelos autores utilizando os softwares Geogebra e Gnuplot.

Inicialmente, apresentaremos os resultados principais que serdo necessarios para a descri¢ao e
andlise dos modelos que serdo apresentados.

2 Preliminares

As equacoes de diferenga sao usadas, geralmente, para descrever a evolu¢dao de um dado fendomeno
ao longo do tempo, em periodos discretos. Seja x o tamanho de uma certa populacdo, que cresce
ou decresce em um tempo discreto e n um instante arbitrario. Se o tamanho da n-ésima geracao
depende de uma funcao referente ao tamanho da geracao anterior, podemos expressar por

Xn+l = f(xn)~

Tal fun¢do representa a mudanca que ocorre com essa populag@o entre uma geragao e a seguinte.
Se xo € o ponto inicial de observacao desse fendmeno, a sua evolugado se dard pela sequéncia:

X0, X1, X2, X3 .« vy s Xy Xpt1s - - »
X0, f(xO)’ f(xl)’ f(x2)a s ’f(xn—l)’ f(xn)’ CIEI
x0, f (x0), £ (f (x0)), f(f (f(x0))), ...

Por conveniéncia, adota-se a notagao

f2(x0) = f(f(x0)), £ (x0) = fF(f(f(x0))), ete.

Chama-se f"(xg) de n-ésima iteragdo de xop em f e o conjunto de todas as iteracdes onde
f%(x0) = xo é chamado de érbita de xo, denotada por O (xp). A sequéncia de evolugio do fendmeno
¢ dada por

x0. f (x0), £2(x0), 3 (x0), - - .. £ (x0) [ (x0). . ..

E fundamental no estudo de equacdes de diferencas (e também de equagdes diferenciais) a nocao
de ponto de equilibrio, uma vez que, na maioria das vezes, ndo é possivel obter solu¢ao analitica.
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Definicao 1 Dizemos que um ponto x*, pertencente ao dominio de f é chamado de ponto de
equilibrio da equagao de diferenca x,+1 = f(x,) se ele for um ponto fixo de f, ou seja, se f(x*) = x*.

Em outros termos, se xo = x* entdo x* é uma solucdo constante de x,+; = f(x,) pois x; =
f(&x*) =x",x2= f(x1) = f(x*) = x* e assim por diante.

Graficamente, o ponto de equilibrio da equacao de diferencas € a coordenada x do ponto onde
o grafico de f intersecta a reta y = x. Para obtermos os pontos de equilibrio resolvemos a equagao
f(x*) =x*.
Exemplo 2 Para a equagio x,,1 = x. temos que f(x) = x3. Resolvendo a equagio x* = x
encontramos trés pontos de equilibrio: x; = —1, x, = 0 e x3 = 1, que podem ser observados na
Figura 1.

=0 =1 T

Figura 1: Pontos de equilibrio de x,,;1 = x>.

Exemplo 3 Para a equagéo de diferengas x,41 = x2 — x,, + 1, temos f(x) = x> —x + 1. Resolvendo a
equagdo x> — x + 1 = x encontramos um iinico ponto de equilibrio, x* = 1, que pode ser observado
na Figura 2.

1

' =1 Tn

Figura 2: Ponto de equilibrio de x,+| = xﬁ —x, + 1.
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Um dos principais objetivos no estudo de sistemas dindmicos € analisar o comportamento de
suas solugdes préximo a um ponto de equilibrio, tendo em vista que na maioria das vezes uma
solugdo analitica nao € possivel. Como os modelos trabalhados no texto sao exemplos de sistemas
dinamicos, apresentamos algumas defini¢oes basicas da teoria de estabilidade. Nas Figuras 3 e 4
que serao apresentadas os pontos estardo unidos por segmentos de reta para facilitar a visualizagao
do comportamento das solu¢des, embora a solucao seja discreta.

Definicao 4 (a) O ponto de equilibrio x* de x,+1 = f(x,) é dito estavel se, dado um € > 0, entdo
existe 6 > 0 tal que |xo — x*| < & implica em | f"(xo) —x*| < & para todon > 0. Se x* ndo é estavel,
entdo ele é chamado de instavel (Figuras 3a e 3b).

Tpi1

mll+1
x* +e
o § / \ P " +e N

N4 N TN S

x* Tog~ \

. v \ <"
"t —48 v P \ /( \
Tt —¢ e / \\

| | [ | [ | [ | [ | [ | [ | [ | | | | _l \/
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 0 1 2 3 4 Bl 6 7 8 9 10
(a) x* estavel. (b) x* instavel.

Figura 3: Estabilidade de x*.

(b) Diz-se que o ponto x* esta atraindo ou é atrator se existe n > 0 tal que |xo — x*| < n temos
lim x, = x*. Se isso ocorre para qualquer n, x* é denominado atrator global.

X—00

(c) O ponto x* é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel se ele for estavel e atrator. E,
se isso ocorre para qualquer n, x* é denominado globalmente assintoticamente estavel, conforme
ilustram as Figuras 4a e 4b, respectivamente.

Tnt1
Tpt1

x2(0)

" +n

12(0)\\\\_’\~_~
21(0)’//_‘/—(/

Tt —n

] n n n n n n n n n n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n z1(0)
(a) x* assintoticamente estavel. (b) x* globalmente assintoticamente estdvel.

Figura 4: Estabilidade assintdtica de x*.

A seguir apresentamos alguns critérios (ver por exemplo [3] ) que nos permitem concluir sobre
a estabilidade de um ponto de equilibrio x* da equacao x,+1 = f(x,).
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Teorema 5 Seja x* um ponto de equilibrio de x,,1 = f(x,), onde f é uma funcéo de classe C' em
x*. Entao:

(i) Se | f'(x*)| < 1, x* é assintoticamente estavel;

(ii) Se | f'(x*)| > 1, x* é instavel.

No entanto, se |f/(x*)| = 1 o teorema anterior nao nos permite concluir sobre a estabilidade do
ponto de equilibrio, sendo necessério informagodes das derivadas de ordem superior.

Teorema 6 Seja x* um ponto de equilibrio de xp41 = f(x,), onde f é uma funcdo de classe C* em
x*. Se f'(x*) = 1, temos o seguinte critério:

(i) Se f”(x*) # 0, entdo x* ¢ instavel.
(ii) Se f”(x*) =0e f"”(x*) > 0, entdo x* é instavel.

(iii) Se f”(x*) =0e f""(x*) < 0, entdo x* é assintoticamente estavel.

Teorema 7 Seja x* um ponto de equilibrio de x,+1 = f(x,), onde f é uma funcdo de classe C2 om
x*. Se f’(x*) = —1, calcule S(x) = _2f///(x) _ 3[f”(x)]2 e:

(i) Se S(x*) > 0, entdo x* é instavel.
(ii) Se S(x*) < 0, entdo x* é assintoticamente estavel.

As demonstragdes desses resultados podem ser encontradas em [3].

3 Modelos discretos em dinamica populacional

Utilizados com o intuito de realizar previsoes, os modelos discretos de dinamica populacional
sao uma das ferramentas fundamentais nos planejamentos de desenvolvimento sustentdvel. Em
geral esses modelos surgem na Biologia, uma vez que as populagdes se reproduzem em intervalos
de tempo bem determinados.

Segundo [4], os modelos discretos de dinamica populacional geralmente sao formulados por
equacoes de diferencas na forma

Pn+1:f(Pn):PnF(Pn)’ (D

onde, a funcdo f(P,) quase sempre € ndo linear. Se o modelo pode ser descrito por P+ = P, F(P,)
temos que P* = 0 € sempre um ponto de equilibrio.

Segundo [5], a habilidade em modelar um crescimento populacional especifico estd em deter-
minar a forma apropriada de f(P,) para refletir observacdes ou fatos conhecidos sobre a espécie
em questdo. Devido ao processo de auto-regulacdo, espera-se que a fungdo f(P,) atinja um valor
maximo em Py, e decresca para P, > Py, (Figura 5).”

Dessa forma, apresentamos a seguir alguns modelos discretos de dindmica populacional cléssicos,
comparando as fungdes f(P,) que os determinam e observaremos, através da andlise dos pontos de
equilibrio, o comportamento das solugdes.
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Figura 5: Aspecto da fungao f(P,).

O modelo discreto mais simples, que relaciona a populacao no instante n + 1 com a populacdo no
instante n € obtido supondo que a populacao no instante n + 1 é proporcional a populacdo no instante
n, ou seja, quando a fungdo F(P,) = r > 0. Assim, temos o modelo conhecido como modelo de
Malthus discreto, ou seja,

Ppi1 =r1Py, ()

cuja solugdo € dada por P(n) = r"Py. A populagao ird crescer de modo exponencial, se r > 1 ou
ird a extincdo se r < 1. Este modelo nao tem se revelado util para populagdes analisadas por um
longo periodo de tempo e assim, diversas modificagdes na taxa de crescimento foram propostas na
constru¢do de outros modelos.

3.1 Modelo de Verhulst

Na tentativa de incorporar fatores inibidores na populacao, uma modificacdo do modelo de
Malthus considera a taxa de crescimento nao mais constante, mas dependente da prépria populagao,
de modo que, a medida que a populagao aumenta, a taxa de crescimento diminui. A fungao F(P,)
considerada é F(P,) =r(1 — P,/K),onde r > 0 e K > 0 é chamada capacidade suporte do meio.
Este modelo é considerado como andlogo ao modelo logistico continuo. No entanto, o0 comportanto
dos modelos continuo e discreto sao bem diferentes quando comparados em relacdo aos parametros,
além de P, se tornar negativo caso P, > K.

Este modelo € representado pela equacao de diferenga nao linear de primeira ordem

Py = Pyr(1 = Py/K), 3)
cujos pontos de equilibrio P* sdo tais que
P* = P*r(1 - P*/K).
Note que P* = 0 € uma solugdo possivel. Caso P* # 0, teremos que r(1 — P*/K) = 1, ou seja,

« _ K(r=1)
pr = KD,
que s6 existe, do ponto de vista bioldgico, se r > 1.
Da equacao (3) temos que f(x) = rx(1 —x/K) e portanto, f'(x) =r —2rx/K. Assim, f'(0) =r
e, se r > 1, podemos concluir que o ponto de equilibrio P* = 0 é instdvel e se 0 < r < 1 ele é
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assintoticamente estavel. Para o caso r = 1, como f”(x) = —2r/K, usando o Teorema 6 temos que
P* =0 ¢é instavel pois f”(0) # 0.

Para o ponto de equilibrio P* = @ temos f’ (@) =2 —r. Assim, se |2 —r| < 1, ou seja,
se 1 <r < 3, esse ponto de equilibrio € assintoticamente estavel e se r > 3, ele € instavel (Figuras 6
e7).

Py P,

200

150

100

0 50 100 150 200 250 p_3g 0 P, 0 2 4 6 8 n

(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugd@o do modelo.

Figura 6: Comportamento do modelo de Verhulst parar =2 e K = 300, com Py = 280.

| S
Pn
250
250
200
200 |
150
150
100: 100 H
50. 50
0 50 100 150 200 ZSOH —9280 300 Pn 0 10 20 30 40 50 60 70 "
(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugé@o do modelo.

Figura 7: Comportamento do modelo de Verhulst parar = 3,5 e K = 300, com Py = 280.

Para o caso r = 3 € preciso analisarmos utilizando o Teorema 7 pois f” (@) =2-3=-1.
Assim, f”(x) = =2r/K e f”(x) = 0. Como S* = S(P*) = =2f""(P*) = 3[f”(P*)]?, temos

S* = -3[-2r/K]? < 0. 4)
Portanto, se r = 3, o ponto de equilibrio P* = @ ¢ assintoticamente estavel. Concluimos
K(r-1)

que, se r > 1 o ponto de equilibrio P* = 0 é sempre instdvel e o ponto de equilibrio P* =
existe e € assintoticamente estavel para 1 < r < 3 e instavel se r > 3.
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Os valores de r = 1 e r = 3 sdo chamados de valores de bifurcacdo. Para valores de r > 1
passamos a ter dois pontos de equilibrio com mudanga do tipo de estabilidade de P* = 0. E, para

. ) K(r—1 . .o . ,
valores de r > 3, o ponto de equilibrio P* = # continua existindo, mas passa a ser instavel.

Py P,

200 250 F

200 |
150

150 |1
100

100

50
50

0 20 40 60 80

0 50 100 150 200 250 P= 280300 P
0= n

(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugéo do modelo.

Figura 8: Modelo de Verhulst parar = 3 e K = 300, com Py = 280.

Na Figura 8 podemos observar o comportamento do modelo de Verhulst para o valor de bifurcacao
r = 3, para o qual o ponto de equilibrio P* = @ ¢ assintoticamente estavel. No entanto, a
convergéncia para o ponto P* sé € possivel perceber se realizarmos milhares de iteragdes (superior
a 6000), diferentemente do que ocorre para 0s outros casos.

Para um estudo mais detalhado do modelo de Verhulst, no caso r > 3, onde comportamentos
como caos e existéncia de solugdes periddicas podem surgir, consulte [5].

3.2 Modelo de May (1975)

Em 1975, May apresentou um modelo mais realista daquele apresentado na se¢ao anterior, pois
considera que se a populacao P, for muito grande, a taxa de crescimento também sofre reducao,
mas P, permanece sempre positiva. O formato para f(P,) é semelhante ao grafico apresentado
na Figura 5 e o modelo € dado pela equagao

Py = Pner(l_P_[?)a (5)

onde r e K sdo constantes positivas, sendo K a capacidade suporte. A expressao F(P,) = (1=
indica que a taxa de reprodugao € dependente da densidade populacional. Note que, tratando F(P,)
como uma fung¢do de P,, a populagdo s6 ird continuar a crescer se P, < K.

Analisando os pontos de equilibrio, temos

P = prer(-%).

Note que P* = 0 é uma solucdo possivel. E, caso P* # 0, teremos que er1-%) = 1, ou seja,
P* =K poisr > 0.
Da equacio (5) temos f(x) = xe”(!I"%) e portanto,

F(x) = sU-3) _ X -5 _ -5 (1 _ Q) (6)
K K
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Assim, f’(0) = ¢". Como r € uma constante positiva, podemos concluir que ¢” > 1. Portanto,
| f(0)] > 1, ou seja, o ponto de equilibrio P* = 0 € instavel.

Para o ponto de equilibrio P* = K temos f/(K) = e"(1-%) (1-2K) =91 -r)=1-r.Se
|l —r| > 1, ou seja, se r > 2, o ponto de equilibrio P* = K ¢ instdvel e se 0 < r < 2, o ponto de
equilibrio P* = K € assintoticamente estavel.

Para o caso onde r = 2 € preciso utilizar derivadas de ordem superior pois f'(K) = 1 —r =
1-2=-1.

Calculando as derivadas de segunda e terceira ordem, temos:

o (r?x = 2rK

f”(x) — er(l—E) (%) (7)
o (3r2K — 13

f///(x) — er(l—?) ( r K3 r x) (8)

Consequentemente, para r = 2 temos:

f”(K) — er(l—%) (rzKIEZZrK) — r(rI;Z) — 2(21(—2) =0

fm(K) — er(l—% (3r2[;<—3r3[() — r2(3-r) _ 4(3-2) — 4

K2 K2 K2

S(P*) = =2f"(P*) = 3(f"(P"))?
S(K) = =2/"(K) = 3(f"(K))* = =2y =30 =~

Como S(K) < 0, podemos afimar que, quando r = 2, o ponto de equilibrio P* = K € assintoti-
camente estavel.

Portanto, concluimos que o ponto de equilibrio P* = 0 € sempre instdvel e o ponto de equilibrio
P* = K ¢€ assintoticamente estdvel se 0 < r < 2 e instavel se r > 2. Temos assim que r = 2 € um
valor de bifurcacdao. As Figuras 9, 10 e 11 ilustram o comportamento do modelo para alguns valores
der.

Pop1 P,
600
500 |-
400

400

300 -

200
200

100

0 100 200 300 600 700 P,

400 500
R =450

(a) Pontos de equilibrio. (b) Soluga@o do modelo.

Figura 9: Comportamento do modelo de May (1975) parar = 1,5 e K = 300, com Py = 450.
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(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugé@o do modelo.

Figura 10: Comportamento do modelo de May (1975) parar = 2,5 e K = 300, com Py = 450.

Py

P,
500 "

400

500

300

300

200

200
100

100

P=-150"° &0 P, 0 20 40 60 80 n

0 100 200 300 400

(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugé@o do modelo.

Figura 11: Comportamento do modelo de May (1975) parar =2 e K = 300, com P( = 450.

Na Figura 11 observamos oscilacao da populacao quando r = 2, sendo que j4 mostramos que o
ponto de equilibrio P* = K é assintoticamente estdvel. No entanto, esse comportamento € semelhante
ao modelo de Verhulst e também sdo necessarias milhares de iteracOes para perceber a convergéncia
assintética ao ponto de equilibrio.

3.3 Modelo de Hassel (1975)

Um modelo de dindmica populacional proposto por Hassel em 1975 (veja [6]) € dado pela
equagao
Pust = APy(1+aPy)™, ©)

onde A, a e b sdo constantes positivas. Note que, reorganizando a equacao, temos que a taxa de

crescimento populacional € F(P,) = m.

Analisando os pontos de equilibrio, temos a equagao

* _ A *
P —WP.
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Note que P* = 0 € uma solugdo possivel e portanto, um ponto de equilibrio. Caso P* # 0,
teremos que

4 —
Traryp =1
A= (1+aP*)

InA =In(1+aP*)?
InA=>bIn(1+aP")

InA
eb =1+aP*

aP*=e'v -1
P =(e'% )i = -1)/a.
Observe que P* s6 existe do ponto de vista bioldgico se 4 > 1.
Como f(x) = Ax(1 + ax)~?, temos

£ (x)=A[(1 +ax)™" —abx(1 +ax)™"7]. (10)

Logo, f/(0) = A[(1+0)™ —=0-(1+0)™""'] = 2. Assim, se A < 1, entdo o equilibrio nulo é
assintoticamente estdvel (Figura 12) e se 4 > 1 € instdvel (Figuras 13 e 14). Analisando o ponto de
equilibrio nao nulo temos

FAF =) ja)=1-b (1 - ﬁ) .
Ap6s alguns célculos, obtemos que P* = (/l% — 1)/a € assintoticamente estdvel se e somente se,

0<b(l-21"1) <2, (11)

Portanto, concluimos que o ponto de equilibrio P* = 0 € instdvel se 4 > 1 e assintoticamente
estivel se 0 < A < 1. J4 o ponto de equilibrio P* = (1'% — 1)/a, que s6 existe se 1 > 1 serd
assintoticamente estdvel se satisfizer a relagdo dada por 11.

P,
Py

100

100 |

50
50 |-

] - . .

150 P, n
Py = 150 0 2 4 6 8

(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugéo do modelo.

Figura 12: Comportamento do modelo de Hassel (1975) parad =0,5;a=0,02e b = 1,5.
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Pn+1‘ P,

250 |-

200
200 -
150

100 Ve
100
50 -

0 100 200 PD — 250 300 Pn 0 1 2 3 4 5 n
(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugéo do modelo.

Figura 13: Comportamento do modelo de Hassel (1975) parad =6;a =0,02e b =1,5.
Pun P,

100
150 [

100 |

50

Py=150 0 20 40 60 80 n

(a) Pontos de equilibrio. (b) Solugéo do modelo.

Figura 14: Comportamento do modelo de Hassel (1975) parad =16;a =0,02e b = 4.

Hassel ressalta que, experimentos em laboratorio podem fornecer condi¢des para que uma
populacao fique isolada de outras espécies e assim, modelos de uma tnica populagdo sao mais
adequados para a interpretacao desses dados [6].

4 Comparacao das taxas de crescimento

Cada um dos modelos apresentados anteriormente estdo descritos na forma
Ppy = F(Pn)Pna

ou seja, utilizam a taxa de crescimento F(P,) dependente da prépria populacdo e decrescente a
medida que a populacdo aumenta. No entanto, cada uma dessas fungdes tem formatos distintos, com
caracteristicas especificas e que dependem de certas constantes, podendo descrever diferentes tipos
de populagao.

As distingdes na forma como cada um taxa modela o crescimento da populagdo podem ser
observadas mais facilmente de forma grafica. Vejamos alguns exemplos das fun¢des F(P,) para
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cada um dos modelos estudados, ilustrados na Figura 15 e, na Figura 15d, apresentamos uma

comparacao entre as taxas dos trés modelos.

F(R:)

(a) F(P,) para o modelo de Verhulst, com r = 2 ¢
K =300.

F(P)k

500

Rl

F(F,)

100 200 300 400 500 Pn.

(b) F(P,) para o modelo de May, com r = 1,5 ¢

K =300.

F(F,)

A

(¢) F(P;) para o modelo de Hassel, com 1 = 6, a =

100

0,02eb=1,5.

200

300

400

500

1:'11

100 200 30 400 500 13“

(d) Comparacao entre as taxas apresentadas nas Figuras
15a, 15b e 15c.

Figura 15: Taxas de crescimento dos modelos de Verhulst, May e Hasssel.

De um modo geral, os modelos sdo parecidos em termos de nimero de pontos de equilibrio e
estabilidade dependente dos parametros, mas cada um incorpora caracteristica peculariares na forma

de considerar os fatores inibidores no crescimento populacional.

E possivel encontrar na literatura diversos outros modelos onde a fungio F (P,,) tem caracteristicas
peculiares, como o modelo de Ricker, Maynard, Marotta, dentre outros [6].
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