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Abstract

Mathematical modeling of natural phenomena is an important
alternative and can help in decision making for the preserva-
tion ecosystems. The objectives of this work were to study the
interactions between tuna (predator) and sardine (prey) popu-
lations, via Lotka-Volterra mathematical model, to search for
real data on the species to estimate the parameters, to computa-
tionally implement Euler’s method and determine the impact of
marine eutrophication on these populations. Numerical simu-
lations of scenarios were performed using the Python language.
The results showed that water eutrophication affects the tuna
and sardines populations (even if they have a planktophagous
habit), as well as harming the entire aquatic environment.
Keywords: Mathematical Modeling. Predator-Prey. Eutrophi-
cation. Euler Method.

Artigo recebido em ago. 2022 e aceito em nov. 2022

Este artigo esta licenciado com uma Licenga Creative Commons Attribution 4.0 International, podendo ser usado,
BY distribuido e reproduzido, sem restri¢des, desde que o trabalho original seja devidamente citado.



" of
=
=)

1 Introducao

A Matemdtica Aplicada € uma drea responsavel por difundir modelos que, em suma, possibilitam
a visualizacao de provaveis cendrios para diversas situacdes. O conjunto de termos e expressoes
matemadticas empregados em acontecimentos, muitas vezes presentes no cotidiano, permite um vis-
lumbre do futuro, se obedecer a determinados principios propostos. A Biomatemaética, recentemente
incluida como subdrea da Matematica Aplicada, na plataforma Carlos Chagas do CNPq (Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico), estd em constante expansao, sendo alvo de
pesquisas para muitos cientistas que buscam compreender, analisar e modelar diferentes problemas
bioldgicos.

A modelagem matematica ¢ uma ferramenta utilizada para descrever fendmenos do mundo real e
suas tendéncias, no decorrer do tempo. Para Bassanezi (2010), trata-se de uma técnica adotada para
se obter alguma explica¢do ou entendimento de determinadas situacoes reais. Nesta perspectiva, as
equacoes diferenciais e os métodos computacionais de implementagao se destacam, por viabilizarem
estudos e simulagdes de diferentes fenomenos, inclusive bioldgicos, podendo auxiliar em processos
de tomadas de decisoes.

O presente trabalho foi motivado por estudos realizados pelo primeiro autor deste artigo, sob
orientacdo da segunda autora, relacionados a modelagem matematica de problemas via equacoes
diferenciais. Durante um levantamento bibliogréfico, foi encontrada a referéncia Gonzales (2008),
cujo assunto abordado envolve a modelagem da dinamica entre as espécies de atum (predador),
cavala (predador) e sardinha (presa). A eutrofizagao foi mencionada como algo que interfere no
ambiente e na vida das espécies, mas esta nao foi incorporada ao sistema desenvolvido.

A eutrofizacao das dguas significa seu enriquecimento por nutrientes, principalmente nitrogénio e
fosforo, levando ao crescimento excessivo de plantas aquéticas (algas ou fitoplanctons), causando de-
sequilibrio do ecossistema aqudtico e progressiva degeneracio da qualidade da dgua (FIGUEIREDO
et al,2007). O ambiente passa a se tornar indspito para diversas espécies de animais e plantas, visto
que a grande quantidade de fitoplanctons dificulta a entrada de energia luminosa solar dentro do
meio aquatico, tal como propicia a diminui¢ao do nivel de oxigénio disponivel, indispensdvel para
a sobrevivéncia. Outra consequéncia € a proliferacao de cianobactérias em detrimento de outras
espécies aquaticas e estas por sua vez, quando submetidas a determinadas condi¢cdes ambientais,
podem produzir toxinas que chegam a ser fatais aos animais e aos seres humanos.

Neste sentido, o propdsito principal desta pesquisa foi desenvolver e analisar dois modelos
matematicos do tipo presa-predador, envolvendo o atum (Thunnus albacares) e a sardinha (Sardinella
brasiliensis). O primeiro deles € a versao classica do modelo de Lotka-Volterra, que representa a
dindmica de interacdo que ocorre entre as duas espécies. O segundo modelo que serd discutido
foi elaborado pelos autores deste artigo e incorpora o fendmeno da eutrofizacdo, expondo suas
interferéncias diretas nas populagdes de peixes e no meio aquatico. Para ambos, informagdes reais
sobre as espécies estudadas foram coletadas e auxiliaram no cédlculo dos pardmetros usados no
processo de modelagem matematica.

De modo mais especifico, os objetivos foram estudar o modelo presa-predador de Lotka-Volterra;
compreender o comportamento das populagdes de atuns e sardinhas ao longo do tempo e como essas
duas populagdes interagem entre si, sem e com a eutrofizacdo no meio aquatico; levantar dados
reais sobre as espécies e estimar os parametros da modelagem; realizar simula¢des numéricas via
método de Euler e plotar graficos capazes de auxiliar no entendimento do fendomeno. A linguagem
de programacao escolhida foi Python.

Nas proximas secoes serdo explicitados os detalhes do problema investigado, dos modelos
matemadticos elaborados e dos resultados obtidos.
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2 Exposicao do tema

O Thunnus albacares, também conhecido como albacora-laje € uma espécie de atum epipelagica
(ver Figura 1), isto é, que vive em uma camada superior do oceano e sua distribui¢do ocorre em
aguas tropicais e subtropicais dos oceanos Atlantico, Indico e Pacifico (COLLETE; NAUEN, 1983),
sendo ausente no mar Mediterrdneo (GARCIA, 1994). E possivel observar sua presenga nos limites
geograficos 59°N - 48° S. Estes peixes, por sua vez, possuem uma predilecdo por aguas quentes,
buscando viver em um intervalo de temperatura de 15°C - 31°C, e em uma profundidade, usualmente,
de 1 a 100 metros.

Em geral, o peso médio desta espécie de atum € de aproximadamente 110kg, chegando a uma
idade maxima reportada de 9 anos (ALTMAN; DITTMER, 1962). Sua alimentagdo é composta por
pequenos peixes, sendo a sardinha o mais usual.

Figura 1: Atum ou Albacora-laje (Thunnus albacares).
Fonte: jhttp://www.klimanaturali.org/2011/05/albacora-de-lage-thunnus-albacares.html;. Acesso em 16 ago. 2022.

A Sardinella brasiliensis, também conhecida como sardinha-verdadeira € uma espécie de sardi-
nha que reside nos oceanos subtropicais (ver Figura 2), sendo possivel observar sua distribui¢dao nos
limites geogréficos 31°N - 36°S. A profundidade habitada por esta espécie € de 5 a 60 metros (GI-
GLIOTTI et al, 2010), sendo encontrada principalmente na costa brasileira. A sardinha-verdadeira
€ um peixe que se alimenta de plancton em sua fase inicial de crescimento, e apds este periodo,
alimenta-se de fitoplancton.

Figura 2: Sardinha-verdadeira (Sardinella brasiliensis).
Fonte: jhttps://caraguablog.blogspot.com/2015/07/termina-hoje-proibicao-da-pesca-de.html;. Acesso em 16 ago.
2022.

Neste estudo, um modelo matematico do tipo presa-predador foi considerado, em que a sardinha-
verdadeira € a presa e o albacora-laje o predador. No entanto, existe um fator que interfere diretamente
na condi¢ao de vida destes animais, que € a eutrofizacao.
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A eutrofizacdo € um processo que pode ser natural, mas em muitos casos € provocado direta
ou indiretamente por a¢do humana, via lancamento de residuos domésticos nas aguas, residuos
industriais e da agricultura. Trata-se do crescimento excessivo de fitoplanctons (algas), o que gera
consequéncias visto que a expansao destas populagdes faz com que a dgua se torne turva, com niveis
criticos de oxigénio e com auséncia de luz solar. A Figura 3 apresenta uma ilustracao.

AMBIENTE NORMAL AMBIENTE EUTROFIZADO

Figura 3: Ilustragao com ambiente normal (a esquerda) e ambiente com eutrofizacdo (a direita).

Fonte: Elaborado pelo autor.

No inicio da eutrofiza¢do, ocorre um aumento de plancton e fitoplancton, podendo significar
um acréscimo interessante para animais heterétrofos, entretanto com o passar do tempo, o nivel
de oxigénio comeca a cair drasticamente. O crescimento de algas também interfere diretamente
na passagem de energia luminosa proveniente do sol para dentro da dgua, causando dificuldades e
comprometendo a realizacao de fotossintese por parte das plantas mais profundas, que necessitam
de luz solar.

Em geral, de acordo com Santos (2017), a eutrofizacao transcorre da seguinte forma:

* O aumento de nutrientes (organicos ou minerais) disponiveis na dgua, leva a um crescimento
acelerado no nimero de algas na superficie.

» Existem predadores naturais das algas (como a sardinha), mas que sdo incapazes de conter o
avanco dos fitoplanctons.

* Algas mais profundas morrem, devido a falta de luz do sol.

» Surgem as bactérias decompositoras aerdbias, que usam oxigénio para efetuar a decomposicao.
» Ha redugdo drastica de oxigénio no meio.

* Como consequéncia ha morte de peixes, outros animais e plantas.

* Surgem entdo as bactérias anaerdbias, para decompor a fauna e a flora mortas.

* Residuos toxicos sao liberados na dgua.
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Com base nas informagdes apresentadas, evidencia-se a importancia de pesquisas relacionadas
a essa questao, cada vez mais presente nos corpos hidricos das dreas urbana e rural, assim como nos
mares e oceanos.

3 Modelagem matematica

3.1 Modelo presa-predador

As equagdes diferenciais ordindrias que representam o modelo de Lotka-Volterra ou presa-
predador sao dadas por (BOYCE; DIPRIMA, 2017):

@ = ax — ax

dr Y

., , (1)
y

=~ = _p

o7 y + Bxy

em que x representa a populacdo de presas em um ambiente no qual hd condigdes suficientes
para o crescimento das presas, a uma taxa representada por a; y € a populacdo de predadores
que se alimentam de x e por essa razao se beneficiam do encontro entre x e y, representado pela
multiplicacao xy, limitando o crescimento indefinido de x. O coeficiente a € a taxa de crescimento
das presas, na auséncia de predadores. Logo, a > 0. O parametro b (b > 0), € a taxa de mortalidade
dos predadores, a a taxa de mortes no encontro entre x € y, e por fim, 8 a taxa com que o alimento
influencia no crescimento de y.

O sistema de equagdes (1) foi desenvolvido em artigos manuscritos por Alfred J. Lotka (1880-
1949), um biofisico americano, em 1925 e por Vito Volterra (1860-1940), um importante matematico
italiano, em 1926. Na modelagem de problemas bioldgicos, o modelo presa-predador passa por
diferentes adaptacdes e mudancas para que seja possivel transmitir um vislumbre de situagdes que
podem ocorrer.

Durante a anélise do modelo, € usual determinar trés representacdes graficas: a de variacdo da
populacao de presas em relagdo ao tempo; a de variagao da populacao de predadores em relacio ao
tempo e a variacao da populacado de presas em relag@o a populacao de predadores. Para compreender
o comportamento e as interacoes entre estas duas populacdes, supondo a principio a ndo interferéncia
de outros fatores, tem-se:

1. Se a populacdo de predadores esta crescendo, consequentemente a populacao de presas tendera
a cair. Haverd um momento em que a populacdao de predadores encontrard seu dpice, pois
nao haverd alimento (presas) suficiente para todos. Isto ocasionard a morte de parte dos
predadores.

2. Em decorréncia, a populacdo de presas volta a crescer, levando a nova disponibilidade de
alimento para os predadores, cuja populagcdo volta a aumentar. E o ciclo se repete, ou seja,
chegara um ponto em que a populagao de presas caird e a de predadores chegara ao seu épice,
resultando no inicio de uma nova queda no nimero de predadores.

3.2 Método de Euler

Considere um Problema de Valor Inicial (PVI), ou problema de Cauchy, definido por:
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§:f(t,x), telcR
! : )
x(0) = xg

emque f:IXR — R éuma fungdo conhecidae x =x(¢), x : I — R, € afuncido a ser encontrada
(RUGGIERO; LOPES, 1996).

Neste trabalho optou-se por resolver numericamente os modelos propostos, via método de Euler,
com a seguinte discretizacdo. Considere um PVI como em (2), definido para ¢ € [O, t_f] c R. Seja

I1 ZO=t0<t1<...<Z‘N=l‘f

uma particdo regular de [0, 77] com N subintervalos e espacamento i = (¢y — t9)/N. Quando
for possivel, denota-se a solugdo exata em um ponto ¢t =¢;, i =0,...,N, por x; = x(t;) e por
& a solugdo aproximada, que € fornecida por algum esquema numérico especifico (SILVEIRA;
GARCIA, 2020).

No esquema numérico explicito de Euler (de primeira ordem), a solucdo aproximada &4 €
definida por

§i+1:§i+hf(ti’§l’)7 iZO""aN_l' (3)

O intervalo de estabilidade absoluta J de um método numérico pode ser obtido ao aplica-lo em
um PVI (2), cuja fungdo f € definida por f(f,x) = Ax(t), com 4 < 0. Se a solu¢do numérica
encontrada satisfaz a condicao limé&, = 0 para Ah € J, entdo J € o intervalo de estabilidade do
método em questao. Para o método de Euler tem-se J = (-2,0) (BUCHANAN; TURNER, 1992).

Adaptando o Sistema (1) para o método escolhido, obtém-se:

{ Xi+l = X + h(axi - a/xi)’i) (4)
Yis1l = Yi + h(=by; + Bx;y;)

Como reportado anteriormente, dois modelos matemaéticos do tipo presa-predador foram consi-
derados neste trabalho, para estudar as interagdes entre as espécies de peixes albacora-laje ou atum
(predador) e sardinha-verdadeira (presa).

O primeiro deles € a versdo classica do modelo de Lotka-Volterra e serd tratado na Secao 4. Jana
Secdo 5 encontra-se o segundo modelo matematico, proposto pelos autores deste artigo e no qual foi
inserido um parametro em cada equagao para representar a eutrofizacao, que pode estar em um nivel
ideal, acima ou abaixo deste, com o objetivo de analisar a evolugao temporal das populagdes frente
a esse processo. Para as duas abordagens, uma pesquisa foi feita com o intuito de se obter elementos
e caracteristicas importantes das espécies, essenciais para a defini¢do dos valores dos parametros do
sistema.

Para fins de simplificacao da escrita do texto, daqui em diante, vamos nos referir as duas espécies
(de predadores e presas), respectivamente como atum e sardinha.

4 Modelo matematico sem eutrofizacao

4.1 Estimacao dos parametros

As primeiras resolugdes numéricas do Sistema (1), via formulagado (4), foram executadas supondo
auséncia de eutrofizacdo, portanto, considerando somente o modelo matematico de Lotka-Volterra.
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A ideia desde o principio foi levantar dados reais sobre as espécies, que fundamentassem as
escolhas de valores para os parametros do sistema de equagdes, a saber, a, b, @ e . Além das
referéncias bibliograficas que serdo indicadas ao longo desta secdo e das demais, a base de dados
online denominada Fish Base! foi utilizada. Trata-se de um sistema global de informagdes sobre
a biodiversidade de peixes, disponivel na internet e que conta com milhares de colaboradores, que
somente podem divulgar dados ji publicados e validados, de modo a preservar a veracidade dos
mesmos.

Dessa maneira, para o atum uma massa média de 110kg foi tomada e para a sardinha, uma massa
média de 50g. De acordo com Roubach et al (2002), na alimentacido didria um peixe consome,
aproximadamente, 3% de sua massa. Portanto, para o atum isto equivale a 3,3kg. Supondo neste
caso que a alimenta¢@o do atum €, em sua maioria, composta por sardinhas, adotou-se um consumo
de 3kg didrios, enquanto o restante provém de outras fontes. Logo, sao necessarias 60 sardinhas por
dia.

Outro elemento importante esta relacionado com o tempo de duplicacao das espécies. O tempo
médio de duplicacdo da populacdo de atuns estd em 2 a 5 anos, com tempo maximo de 8 anos
(FROESE et al, 2016). Portanto, seja T; o tempo médio de duplicacao da populacdo de atuns; os
célculos foram feitos supondo 4 anos e também 5 anos.

Se um atum se alimenta de 60 sardinhas em um dia, entdo para 4 anos tem-se 87.600. Ou seja,
para T; = 4, um atum ird necessitar de 87.600 sardinhas para gerar um outro individuo. Ja para
T; = 5, obtém-se que um atum precisa se alimentar de 109.500 sardinhas, at€é que seja capaz de
produzir um novo individuo.

Assim, o parametro S do Sistema (1), foi determinado. Se 7; = 4, entao

B=2,3%x107° 5)
Analogamente, para Ty = 5, segue que:
B=1,8x107° (6)

Para encontrar uma estimativa do parametro « do Sistema (1), os seguintes dados foram obser-
vados: o peso médio de uma sardinha € de 50g e em um cardume existem, pelo menos, 10 toneladas
de sardinhas. Logo, sao ao menos 200.000 sardinhas.

Por conseguinte, se em um dia um atum se depara com um cardume de sardinhas e o mesmo
consome 60 sardinhas, em um ano, tem-se @ = 0, 1095. Entretanto, as simulagdes revelaram que
esse valor para a ndo € suficiente para sustentar uma populacao de atuns. A conclusio obtida foi
que a populagao de predadores necessita encontrar mais de um cardume por dia, para que a mesma
possa prosperar. Portanto, supondo que um atum possa encontrar, por exemplo 10 cardumes em um
dia, o parametro resultante fica @ = 0,01095.

Quanto ao parametro b do Sistema (1), tem-se:

@ _ —by = y(1) = ce”. (7
dt

Sabendo que a populagdo de predadores leva em média 7; = t, — t; anos para duplicar, na
expressao (7), calculando

y(t2) =2y(11), ®)
chega-se a b =0,1732, se T; = 4 anos.

thttps://www.fishbase.de/home.htm
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De modo anélogo, para um tempo de duplicacao da populagdo de atuns igual a 5 anos, o valor é
b =0, 1386.

Por fim, uma aproximacgao para o valor do coeficiente a do Sistema (1) ocorreu de modo seme-
lhante ao que foi feito para b. De acordo com as referéncias consultadas, o tempo de duplicagdo da
populagao de sardinhas é menor do que 15 meses (FROESE ez al, 2016). Simula¢des foram realiza-
das para diferentes tempos de duplicacao da referida populagdo e os resultados serao apresentados
escolhendo-se a = 0, 8, supondo portanto o tempo de 10 meses para a ocorréncia da duplicagao da
populagao de presas.

Isto posto, considerando o tempo de duplicagdo da populacio de atuns como 4 anos, o sistema
resultante fica:

dx

- = 0, 8x — 0,01095xy

9
dy
- = -0,1732y + 0,0000023xy

Se adotar 5 anos como o tempo de duplicacao da populacdo de predadores, entdo o sistema sera
dado por:

d
d_’; = 0,8 - 0,01095xy

(10)
dy
— = —0.1386y + 0,0000018xy

4.2 Simulacoes e resultados

As simulagdes computacionais dos sistemas de equagdes diferenciais, descritos em (9) e (10),
foram implementadas via método de Euler, utilizando a linguagem Python com cddigos préprios
elaborados. O espacamento admitido foi # = 0,01, obtido a partir da quantidade de subintervalos
N = 10.000 e do tempo total avaliado de 100 anos. As condi¢des iniciais (ou quantidades iniciais
de individuos) estabelecidas para as duas populagdes foram x(0) = 300.000 sardinhas e y(0) = 50
atuns.

A seguir alguns resultados serdo apresentados.

1. Simulacoées do sistema (10), para 7; = 5 anos e um tempo total de 100 anos
As Figuras 4 e 5 mostram a evolugao temporal das populagdes de predadores (atuns) e presas

(sardinhas), respectivamente. A Figura 6, por sua vez, ilustra a trajetéria no plano de fase entre estas
duas populagdes de peixes.
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Figura 4: Evolucao temporal da populagdo de atuns.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 5: Evolugao temporal da populagdo de sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 6: Plano de fase para as populacdes de atuns e sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Nota-se nas Figuras 4 e 5 a presenca de funcdes periddicas, o que demonstra o cardter ciclico
das populacdes de predadores e presas. Para o atum, existe um apice acima de 140 individuos
e uma populacdo minima abaixo de 40 individuos. Ja para as sardinhas, ocorre uma populagdo
maxima acima de 300.000 individulos (que foi a populacao inicial considerada) e pontos minimos
extremamente pequenos, situando-se proximos a zero.

A representagao grafica do plano de fase das solucdes do sistema esta na Figura 6 e confirma o
ciclo de interacdes que acontece entre as duas espécies estudadas.

2. Simulacoes do sistema (9), para 7; = 4 anos e um tempo total de 100 anos

Neste cendrio, mantendo as condi¢des iniciais definidas para os predadores e as presas, € possivel
observar na Figura 7 picos superiores para a populacdo de atuns, que alcancaram a marca de 160
individuos, enquanto seu vale permaneceu préximo ao resultado encontrado na primeira situacao
simulada (ver Figura 4).

Para a populagdo de sardinhas, a Figura 8 mostra uma queda em seu dpice, quando comparado ao
resultado atingido na simulag@o anterior, porém seu ponto de minimo € extremamente semelhante
(ambos préximos a zero). No plano de fase (conferir Figura 9) as populacdes mantiveram o
comportamento ciclico, o que significa que, caso nao ocorram interferéncias externas, ao longo do
tempo tal padrao permanecera.

Outro fato constatado é que ao diminuir 7; de 5 para 4 anos, a periodicidade dos ciclos foi
reduzida. Na Figura 4 tem-se um periodo superior a 20 anos, enquanto que na Figura 7 esse tempo
decresceu para 20 anos.
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Figura 7: Evolucao temporal da populagdo de atuns.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 8: Evolugao temporal da populagao de sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 9: Plano de fase para as populacdes de atuns e sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.

De modo geral, foi possivel verificar que o modelo do tipo presa-predador de Lotka-Volterra
consegue representar, de modo satisfatorio, as interagdes entre as duas espécies pesquisadas, de
atum e sardinha, levando-se em conta dados reais destes peixes. Entretanto, esta € uma abordagem
que a principio nao considera fatores externos que podem ser decisivos na manutencao ou nao das
populacoes.

5 Modelo matematico envolvendo eutrofizacao

Como visto anteriormente, a eutrofiza¢ao consiste no crescimento desenfreado de fitoplanctons
(algas), na superficie de corpos d’dgua, como rios, lagos e reservatdorios, mas também nos mares e
oceanos. Em muitos casos, decorre de atividades humanas que despejam residuos nas dguas e como
consequéncia, impacta todo o ecossistema aquatico.

Neste estudo, um segundo modelo matematico do tipo presa-predador foi elaborado pelos autores,
onde um parametro foi incluido em cada equagdo do sistema para representar a eutrofizacao.

5.1 Equacoes e parametros

Um fator eutrofizante fj, por suposicao, ird alterar o parametro a, através da expressao (a — f1)
e um fator eutrofizante f>, vai modificar o parametro b, via expressao (—b - f>).
Desse modo, o sistema de equagdes diferenciais torna-se
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Para o parametro a, relacionado a populagao de sardinhas, foi incluido um fator f; obedecendo
as seguintes hipdteses, considerando ¢ a densidade de fitoplanctons:

* Se ¢ estiver muito abaixo do ideal, a populacao de sardinhas (presas) sofrerd impacto, uma
vez que os fitoplanctons sao alimento para esta populagcdo. Individuos vao perder a vida em
virtude da menor oferta de alimento.

» Se ¢ estiver abaixo do ideal, ocorre uma diminui¢do na nutricao das sardinhas, o que implica
que a populagdo crescerd menos.

* Caso ¢ esteja um pouco acima do ideal, a populacdo de sardinhas crescerd em menor velo-
cidade, devido ao processo de eutrofizacao e interferéncia do fitoplancton no meio ambiente
aquatico.

 Caso ¢ esteja muito acima do ideal, a quantidade de O, reduzird drasticamente, o que resultara
em niveis altos de morte para a populacao de sardinhas.

Supondo, para efeito dos célculos, & = 1 a densidade ideal de fitoplanctons para a populacao
de sardinhas, ¢ = 0 a auséncia total de fitoplanctons e & = 2 sendo uma grande quantidade de
fitplanctons, tem-se:

—

flz{—§+1, se &< (12)

E-1, se 1 <&KL

A
(O]

O gréfico do fator f; encontra-se na Figura 10.

1.0 1

o o o
F-Y =] (=]
L L

=
(¥
.

Fator de interferencia do plancton

0.0 1

000 025 050 075 100 125 150 175 200
Densidade de plancton

Figura 10: Grafico do fator f;.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para a equacao que representa a populacao de atuns, um fator f> foi introduzido, de acordo com
as seguintes hipdteses:

* Se ¢ estiver abaixo do ideal, a populagao de atuns nao sofrerd influéncia direta do fitplancton,
pois a mesma nao se alimenta de algas e permanecera sendo impactada pela auséncia de presas
para se alimentar.

» Se £ estiver acima do ideal, a populacdo de atuns sofrerd interferéncia uma vez que o processo
de eutrofizacdo ird comprometer 0 meio aquitico, € consequentemente, a sobrevivéncia da
populacao de atuns.

Portanto, a funcao definida para o fator f, é dada por:

1, se &<
fz_{f, se 1<é&<2” (13)

A Figura 11 mostra a representacao grafica do fator f;.
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Figura 11: Gréfico do fator f;.

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2 Simulacoes e resultados

Nesta se¢ao as simulacOes computacionais efetuadas serdao apresentadas, para diferentes situacoes
de eutrofizagdo, com um tempo de duplicacdo da populacdo de predadores (atuns) tomado como 5
anos e tempo total de teste igual a 100 anos. De modo andlogo, o método de Euler foi implementado
em linguagem Python, adotando-se 7 = 0,01 e N = 10.000. As condig¢des iniciais foram mantidas,
isto é, x(0) = 300.000 e y(0) = 50.

De posse dos valores dos pardmetros calculados na se¢do anterior, o modelo presa-predador
considerado é:
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Ao longo deste estudo foram executados varios testes, pressupondo diferentes possibilidades
e circunstancias compreendendo o processo de eutrofizagdo. Na sequéncia tem-se destacados
os resultados de quatro simulacOes realizadas, onde alteram-se os fatores eutrofizantes para cada
situacdo e cada populacdo de individuos. Os demais testes e resultados sdo também comentados ao
longo do texto que se segue.

1. Densidade de fitoplancton um pouco abaixo do ideal, ¢ igual a 0,9

Com base nas hipoteses estabelecidas e nas funcoes definidas na Subsecao 5.1, segue que neste
cendrio os fatores de eutrofizacdo sao f1 =0,1¢e f, = 1.

As Figuras 12, 13 e 14 exibem a evolugdo temporal alcancada para as populagdes de atum,
sardinha e o plano de fase, respectivamente.
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Figura 12: Evolugdo temporal da populacao de atuns.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 13: Evolugdo temporal da populacao de sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 14: Plano de fase para as popula¢des de atuns e sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Com os resultados obtidos, observa-se uma influéncia direta da eutrofizagcao nas populagoes de
presa e predador. Para o albacora-laje (atum), € visualizado na Figura 12 um decréscimo no dpice da
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populacao, semelhantemente ao ocorrido para a sardinha-verdadeira (sardinha), verificado na Figura
13. Com isto, ja € possivel ver que uma pequena alteracdao no fator eutrofizante afeta diretamente
as duas espécies. A Figura 14 apresenta o retrato de fase para o atum e a sardinha, que se mantém
ciclico.

Para a densidade de fitoplancton um pouco acima do ideal, os resultados foram semelhantes,
mantendo valores equivalentes para os picos e vales.

2. Densidade de fitoplancton abaixo do ideal, ¢ igual a 0,5

Para esta situagao, os fatores de eutrofizacao sao f; = 0,5e f, = 1. Os resultados das simulag¢des
estdao nas Figuras 15, 16 e 17.
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Figura 15: Evolugao temporal da populacao de atuns.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste caso, houve um maior impacto do fator eutrofizante diretamente no crescimento da
populagio de predadores (atuns). E possivel observar na Figura 15 uma grande queda no dpice
da populacgao de atuns, atingindo um valor préximo a 80 individuos.

Para a populacdo de presas (sardinhas) visualiza-se na Figura 16 um apice préximo a 350.000
individuos, mas que ocorreu posteriormente a uma queda inicial considerdvel. A densidade de
fitoplancton abaixo do ideal provoca falta de alimento para a populagdo de sardinhas, entretanto,
como o0 meio ambiente aquético ainda nao estd comprometido pelo excesso de algas, ha possibilidade
de recuperacao na natalidade da populacdo de sardinhas por meio da obtencdo de outras fontes
alimentares e de nutri¢ao.

A Figura 17 apresenta o plano de fase envolvendo as duas populagdes, retratando ainda um
comportamento ciclico.
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Figura 16: Evolugdo temporal da populacao de sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 17: Plano de fase para as popula¢des de atuns e sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.

3. Densidade de fitoplancton acima do ideal, ¢ igual a 1,5
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Os fatores de eutrofizacdo sao f1 =0,5¢e fo = 1,5.
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Figura 18: Evolucao temporal da populagdo de atuns.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 19: Evolu¢do temporal da populacao de sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 20: Plano de fase para as populagdes de atuns e sardinhas.
Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 18 retrata uma queda ainda mais acentuada no dpice da populacdo de atuns (preda-
dores). Com o aumento da densidade de algas ou fitoplanctons, o fator eutrofizante intensifica-se,
ocasionando um decréscimo de individuos pertencentes a populacio de atuns.

Para as sardinhas, pode-se observar na Figura 19 um acréscimo no nimero de individuos,
ultrapassando a marca de 350.000 seres. Este acréscimo, vale ressaltar, se da devido a diminuicao
de predadores e aumento de alimento para as sardinhas (presas).

O plano de fase, exibido no grafico da Figura 20, mostra que ainda ha manutencdo do compor-
tamento ciclico caracteristico das interagdes entre estas espécies de peixes.

4. Densidade de fitoplancton muito abaixo do ideal, ¢ igual a 0,2

Diante destas condicdes, os fatores de eutrofizacdo calculados e que foram utilizados no sistema
de equacoes diferenciais sao dados por f1 =0,8¢ f, = 1.

Neste caso, com o passar do tempo se sucede a extingdo das populagcdes de predadores (atuns)
e presas (sardinhas), conforme fica evidenciado nas Figuras 21 e 22, respectivamente. Como
a densidade de fitoplanctons atinge nivel demasiadamente abaixo do ideal, ndo ha alimentacdo
suficiente para a populacdo de sardinhas e como decorréncia, intercorre o declinio de ambas as
populacdes, até que se atinja o fim.

Tal fendmeno também pode ser visualizado no plano de fase exposto na Figura 23. Nota-se a
auséncia de um comportamento ciclico, até entao alcangado nos contextos anteriores, o que torna a
existéncia do sistema insustentavel ou inviavel.
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Figura 21: Simula¢do do comportamento de albacora-laje.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 22: Simulag@o do comportamento de sardinha-verdadeira.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 23: Retrato de fase para populagcdes de albacora-laje e sardinha-verdadeira.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Para o cenario em que a densidade de fitoplancton estd muito acima do ideal, assim como no
caso precedente, o sistema torna-se insustentavel. O processo de eutrofizagao acentuado provoca a
extin¢ao da populagdo de atuns. As sardinhas também sofrerdo de maneira intensa com a eutrofizagao
e sua populagdo atingird niveis extremamente baixos. Nao ha comportamento ciclico.

Se a densidade de fitoplancton é considerada extremamente abaixo do ideal, como esperado nao
ha um sistema sustentavel tampouco comportamento ciclico entre as populagoes.

Finalizando a sequéncia de testes, com um cendrio cuja densidade de fitoplancton seja extrema-
mente acima do ideal, novamente comprova-se que o sistema € insustentavel, com as populacoes
de presas e predadores sendo extintas. Pelo fato de supor um fator eutrofizante extremamente alto,
a queda numérica € mais intensa em ambos 0s casos. Além disso, o plano de fase nao é capaz de
completar um ciclo.

6 Consideracoes finais

A modelagem matemdtica de problemas bioldgicos, inclusive de fendmenos ligados a natureza,
constitui-se numa alternativa importante para se analisar cendrios e aferir conclusdes, podendo
auxiliar no processo de tomada de decisao por parte de 6rgaos e governos.

Os propdsitos iniciais deste trabalho foram estudar o modelo presa-predador de Lotka-Volterra,
implementar computacionalmente um método numérico para a resolu¢ao (método de Euler) e aplicar
em um problema real, envolvendo o predador atum e a presa sardinha. Pesquisas foram realizadas
com o intuito de se obter as principais caracteristicas destas duas espécies, a fim de estimar os
parametros presentes no sistema de equacoes diferenciais. Ao aprofundar na busca por informacoes,
a eutrofizacao surgiu como um problema grave que afeta os peixes assim como toda a fauna e a flora
que habitam o meio aquético.

ARAUIJO, G. X.; SILVEIRA, G. P. Modelos matematicos para dindmica populacional entre espécies de atum e sardinha sob interferéncia da
eutrofizacio marinha. C.Q.D.- Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 22, n. 3, p. 2548, dez. 2022. Edi¢do Iniciacdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdv22n3ic2022025048 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

46



" of
=
=)

Altos niveis de fitoplancton, mesmo que indique um aumento na oferta de alimento para a
populacdo de sardinhas, a consequéncia é a queda na oxigenagcdao da dgua e o ambiente vai se
tornando indspito para todos os seres vivos.

O processo de eutrofizacdo, de forma natural, ocorre ao longo de grandes periodos de tempo,
para a evolucao dos ecossistemas. Entretanto, tem se difundido cada vez por conta de intervencoes
humanas. O despejo de materiais organicos e minerais nas adguas favorece o inicio da eutrofizagao,
podendo causar a intoxicacdo e morte dos animais, das plantas e tornar a 4gua imprépria para o uso
humano.

Neste sentido, um novo objetivo deste estudo passou a ser o desenvolvimento de um modelo
matematico que inclui a eutrofizacdo. As simulacdes de cendrios mostraram que o equilibrio
¢ essencial. Densidade de fitoplancton abaixo do ideal comecar a atingir as populagdes que se
alimentam das algas, como € o caso da sardinha. Mas se a densidade ultrapassa e fica acima do
ideal, entdo as espécies que se alimentam dessas algas nao sdo capazes de controlar o crescimento
acelerado das plantas aquaticas, o que compromete todo o corpo aquético.

Portanto, conclui-se que hd uma grande necessidade de se combater praticas que possam oca-
sionar a eutrofizacdo, tais como a pesca ilegal de peixes diretamente ligados a planctéfagos ou o
despejo de materiais ndo tratados, ricos em nutrientes organicos e/ou minerais proximos a lagos,
rios e mares. Em trabalhos futuros, almeja-se inserir outros fatores no sistema de equagdes para
torna-lo mais abrangente, bem como aprimorar a pesquisa sobre eutrofizacao.
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