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Estabilidade para sistemas impulsivos
quase-lineares com impulsos em tempos
variaveis
Stability for quasi-linear impulse systems with variable time
impulses

Resumo

O presente artigo tem por objetivo abordar as equagdes di-
ferenciais impulsivas (EDIs) no aspecto de comportamento
assintético, de modo especifico, este trabalho apresenta re-
sultados sobre estabilidade em sistemas quase-lineares com
impulsos em tempos varidveis. Tais impulsos sdao de carac-
teristica varidvel, pois dependem da solucao do sistema em mo-
mentos especificos, determinados de acordo com o problema
considerado. O estudo das EDIs € recente e composto, pre-
dominantemente, por trabalhos na literatura estrangeira, dessa
forma, os resultados apontados neste texto trazem uma sintese
do tratamento de solugdes para estes sistemas impulsivos. A
principio, algumas defini¢des significativas a respeito de estabi-
lidade serao descritas para enfim enunciarmos e demonstrarmos
teoremas de estabilidade para o sistema proposto.
Palavras-chave: Estabilidade. Sistemas impulsivos quase-
lineares. Impulsos em tempo varidvel.

Abstract

This article aims to address the impulsive differential equati-
ons (EDIs) in the aspect of asymptotic behavior, specifically,
this work presents results on stability in quasi-linear systems
with impulses in variable times. Such impulses have a variable
characteristic, as they depend on the solution of the system at
specific moments, determined according to the problem consi-
dered. The study of EDIs is recent and consists predominantly
of works in foreign literature, thus, the results indicated in this
text bring a synthesis of the treatment of solutions for these
impulsive systems. At first, some significant definitions regar-
ding stability will be described so that we can finally state and
demonstrate stability theorems for the proposed system.
Keywords: Stability. Quasi-Linear impulsive systems. Impul-
ses at variable times.
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1 Introducao

No contexto das equacoes diferenciais, alguns fendbmenos nao se comportam de modo continuo,
assim, tém como caracteristica a mudanca abrupta de estado em determinados momentos de tempo
durante seu desenvolvimento [1]. Tais mudancas resultam de perturbagcdes cujo tempo de duragao é
insignificante se comparado a duragao do fendmeno como um todo, e podem ser entendidas como
instantaneas, provocando os efeitos denominados impulsos. As defini¢des e resultados apresentados
neste trabalho sao encontrados em [2], [3] e [4].

Sistemas com impulsos em tempos varidveis sao aqueles em que os impulsos ocorrem quando
a curva integral cruza determinadas superficies no espaco de fase estendido, entdo, definimos uma
sequéncia {Sy} de superficies, taisque S : t = (x),x e Rre R, k=1,2,---,em que

Te(x) < Treg1(x) € klim T (x) = oo.

Consideremos o sistema impulsivo quase-linear a seguir:

dx
— =A(t)-x+2(t,x), t+T1,
AX:B,'-)C+IZ'()C), t=1,
sendo A(f) uma matriz limitada com entradas continuas para t > ty, para algum ty > 0 fixo, B;
matrizes com entradas constantes, as fung¢des g(z,x) e I;(x) definidas parat > tg, ||x|| < h, h > Oe,
g (2, )|l < a(z) - ||xI], 1: (N < Bi - [l 2)
paratodot > tg, x, ||x|]| < h,i=1,2,---,a € Ll]OC, a(t) > 0,8 > 0.

Suponhamos que as superficies ¢ = 7;(x) satisfazem as condi¢des de Lipschitz:

|7i(x1) = 7i(x2)| < L~ [lxr = x2fl, 3)
paratodoi = 1,2, .-, ||x1]| < A, ||x2]| < h e também satisfaz a desigualdade:
7i(x) > mi(x + L;(x)), )

além disso, as superficies sdao separadas umas das outras uniformemente em relacdo a x, com
|lx|| < A, ou seja, para algum 6 > 0,

sup | min 741 (x) — max 7;(x)| > 6. 5)
i \llxll<h Ix||<h

Associado ao sistema (1), consideramos o sistema impulsivo linear homogéneo:

dx
—=A t) - ’ t is
7 () -x T ©)
Ax = B; - x, =1,
em que os tempos 7; sa0 tais que:
7i(x) = 7 (0)] < A, O]

com A = A(h), ||x|]| = h e ainda A(h) — 0 quando & — 0, dessa forma, a solug¢ao nula nao sofre
impulso e a fun¢do é continua.
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2 Preliminares

A dificuldade no estudo de estabilidade para estes sistemas € apresentada pela possibilidade de
ocorréncia do fendmeno de batimentos, ou seja, a solugcdo atinge a mesma superficie vérias vezes,
em virtude disso, apresentamos uma definicao de estabilidade para as solucdes com certa restricao
se comparada a definicao cldssica.

Definicao 1 Solugdo estavel
A solucao x(t) do sistema (1) definida para todo t > ty é chamada estavel se, para € > 0
arbitrario e n > 0, existe um 6 = §(&,n) tal que para qualquer solucdo y(t) do sistema (1) vale:

lx(z0) =y(r0)ll <6 = [lx(1) =yl <&,

para todo t > to, tal que |t — t;| > n, sendo t; os momentos em que a solugcdo x(t) intersecta as
superficies t = T;(x).

Definicao 2 Solucao assintoticamente estavel
A solugao x(t) é chamada assintoticamente estavel se é estavel conforme a Definicdo 1 e se existe
6o > 0 tal que para qualquer outra solucdo y(t) do sistema, satisfazendo

llx(70) = y(20)1l < o,
tem-se,
lim [lx(z) = y(0)|| = 0,
t—o0
para todo t > ty, tal que |t — t;| > n, sendo t; os momentos em que a solugcdo x(t) intersecta as
superficies t = 1;(x).
Definicao 3 Solucdo exponencialmente estdvel
A solucdo x(t) é dita exponencialmente estavel, se existem a, 5, A > 0 tais que:

Ix(10) = y(t0)l <6 = |Ix(1) =yl < allx(r0) = y(D)lle™,

para todo t > to, tal que |t — t;| > n, sendo t; os momentos em que a solugdo x(t) intersecta as
superficies t = T;(x).

Além disso, dois lemas serdo importantes para os teoremas apresentados e estao demonstrados
em [4].

Lema 4 Suponha que uma fungdo u(t) continua por partes e ndo negativa satisfaz parat > t,
t
u(t) <C+ / v(s)u(s)ds + Z Biu(t;). (8)
To to<t;<t
sendo C > 0, B; > 0, v(t) é uma funcao continua e positiva e t; sdo os pontos de descontinuidade

de primeira espécie da funcdo u(t). Entdo, a seguinte estimativa é valida para u(t):

uny<c- [] (1+ Byt "% 9)

to<t; <t
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Lema 5 Seja x(t) uma solucdo qualquer do sistema linear impulsivo homogéneo (6) e t > to, entdo
é valida a desigualdade:

"Ao)d " Ao)d
[T 2 b ol < el < [T A eho ™4 ol (10)

t0<Ti<t to<ti<t

~ 1
sendo A(t) e A(t) o menor e o maior autovalor da matriz A(t) = > (A(t) + AT(t)) respectivamente,

AT(1) é a matriz transposta da matriz A(1), /11_2 e Al.2 sdo, respectivamente, 0 menor e o maior
autovalor da matriz (I, + BL-T)(I,, +B),i=1,2,¢|x||* = (x,x).

3 Resultados

Em geral, o problema de estabilidade de determinada solucao do sistema (1) pode ser reformulado
em termos da estabilidade da solugdo trivial de algum outro sistema impulsivo. Mas o procedimento
de reducao a outro sistema € mais complicado comparando com sistemas de equagdes diferenciais
ordinarias (EDOs).

A partir disso, enunciamos o teorema a seguir para solucdes exponencialmente estaveis e, na
sequéncia, teoremas a respeito de solucao assintoticamente estavel.

Teorema 6 Considerando que para o sistema (1) estdo satisfeitas as condicoes (2) e (5) e a desi-
gualdade
7i(x) = 7 ((Iy + B)x + [;(x)) , (11

mantida para todo x, ||x|| < h, i =1,2,---.

Se para algum t; que satisfaca (7), as solucoes do sistema (6) sdo estaveis ou exponencialmente
estaveis, entdo a solugao trivial do sistema (1) sera, correspondentemente, estavel ou exponencial-
mente estavel se a(t) e B; satisfazem as condigoes:

/ la(t)lldt <00 e [ [(1+8) < oo, (12)

ti>1o

Demonstragdo. Seja x(t) uma solucdo arbitraria de (1) por xg, com ||xo|| < 7y < hemt = 1.
Lembremos que

t =1(x(1)). (13)

Como a desigualdade (11) é considerada vélida, entdao (13) tem tnica solu¢do para todo Z, pelo
menos para aqueles valores de 7, para os quais a solugdo x(¢) ndo sai da vizinhanga 4 da solugao
trivial.

Para estes valores de 7, x(¢) também satisfaz o sistema (1) e, entdo, x(¢) pode ser escrita pela
forma integral:

x(1) :X(t,to)xo+/IX(t,0')g(a',x(0'))d0'+ Z X(t, 1) (x(1y)), (14)

em que X(z,7p) é a matriz fundamental do sistema (6) com X(tg,%)) = I,, sendo [, a matriz
identidade de ordem n.
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Se as solugdes de (6) sdo estaveis, X (¢, ) € limitada por uma constante K > 0, e usando (2),
segue que:

eIl < [1X(, t0)xoll +

/l X(t,o)g(o,x(o))do

|| D X Ti(x(x)

o<t <t
t
< Kol + / Ka(@)x(@)lldo+ Y Kpillx(w)l.
fo to<T; <t
Aplicando o Lema 4, obtemos
tKCXO'dO'
@Il <K - ol - [ ] (1+KB) - el . (15)

10<Ti <t
Uma vez que ||x|| < A, se h; < h é suficientemente pequeno de modo que
Kb [Ja+Kp)- oho Katdr
T >0
a partir da condicao (12) e a desigualdade (15) temos

(@)l < .

E ainda por (5), concluimos que x(z) é definida para todo r > ¢y e intersecta cada superficie
t = 7;(x) apenas uma vez. Visto que tomamos arbitrariamente x(z), segue que a solugio trivial de
(1) é estavel.
Se as solugdes do sistema (6) sao exponencialmente estaveis, entdo para todo ¢t > o, a matriz
X (t,tp) admite:
I1X(t,t0)| < K-, K>1, y>0. (16)

A partir de (14) temos:
t
el < K - Ilxoll - €777 + / Ke " Da(o)|x(o)lldo+ > Ke T i|lx()]l.
fo to<T;<t
Novamente, pelo Lema 4:

fr; Ka(o)do

@l < K- e ol - [ ] (1+KBi) - e

o<t <t
Sendo Ay < h suficientemente pequeno tal que:
K- e [ ]+ KBy - eho Ke(@dr
T >t

Entao:
Ix(0)|| < h- 7,

e a solugdo trivial de (1) é exponencialmente estavel.
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Teorema 7 Consideremos o sistema (1) em que as desigualdades (5) e (11) sdo validas, e, aléem
disso,
g, 0l < a- x|l 1)l < a-[lx]|. (17)

Se a matriz X(t,ty) do sistema (6), com X (to,ty) = I, satisfaz (16), entdo a solu¢do nula do
sistema (1) é assintoticamente estavel para um valor suficientemente pequeno da constante a.

O teorema a seguir também apresenta resultados sobre estabilidade assintética, com o diferencial
de trabalhar hip6teses acerca dos autovalores envolvidos para estudo de estabilidade.
Consideremos o caso em que as matrizes A(f) e B; em (1) sdo matrizes constantes, isto €,

% =A-x+g(t,x), t#71(x),
Ax = B - x + I;(x), t=7i(x).

(18)

Teorema 8 Suponha que as funcoes g(t,x) e I;(x) satisfazem as desigualdades
g (2, )1l < a-|lxll, 1) < a-lx]l. (19)
e as superficies t = 1;(x) satisfazem a desigualdade (3) e
7i(x) = 7i((In + B)x + 1;(x)),
para todoi =1,2,---, ||x|| < h, o limite

. i(t,t+9)
lim —= =

5o O (20)

existe e é finito, e y = max Red;(A), o’ = max A;((1, + BD)x + I;(x)). Se a desigualdade
J J

v+ p-Ina <0 évdlida, entdo a solugdo nula do sistema (18) é assintoticamente estavel enquanto
a constante a em (19) é suficientemente pequena.

Demonstragdo. Considerando x(¢) uma solu¢ao qualquer do sistema (6), a partir do Lema 5 e
das hipéteses assumidas, temos:

t
ydo
Ol <[] oo ol

o<t <t

< a,2~i(t,t+(5) . ey(t—to) < lxoll. (21)

Podemos encontrar K > leu >0 < u < ||ly+p-Inal|),queparatodot > tges > ty, t > s,
a matriz X (¢, s), X(s, s) = I, do sistema (6), pode ser estimada por:

1X(,5)|| < K- e 09,

As solugdes do sistema (1) sdo expressas na forma:

x(t) = X(¢,t9)xp + /IX(t, o)g(o,x(o))do + Z X(t, 1) ;(x(1y)).

to<ti <t
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A partir de (16) e (19), e aplicando o Lema 4, obtemos:

U x(0)l < K- lxoll [ (1+Ka)- el

o<t <t
Sendo i(z, 7 + §) o nimero de pontos 7;(x) no intervalo [¢,7 + d], temos

Ix(O]] < K- |lxo]l - (1+ Ka)i(t,t+6) . eKali=t0) | ,=p(1=10)

= K- |xo| - el (t1+0)In(1+Ka) -, (Ka—p)(1t9)

(1,1
Como lim M

] 5 = p e ¢ € a variagdo do intervalo observado (7 — (), segue que
—00

Xl < K - [lxo|| - 5 n(14Ka)  ,(Ka=p)(t=t0)
< K- ||xoll . o=10)-pn(1+Ka)  ,(Ka—p)(i—to)
= |Ix@®)] < K- |lxoll . o~ (H=Ka=p-In(1+Ka))(1—to)
Supondo valores de a suficientemente pequenos, de modo que:
u—Ka—p-In(1+Ka) >0,

e ainda, ||xo|| satisfaz a condi¢@o K - ||xg|| < h, entdo a solugdo x(#) permanece na vizinhanca i da
solugdo nula, para todo ¢ > fg, assim a solug@o nula é assintoticamente estavel.

3.1 Exemplo: Aplicacao do Teorema 8

Consideremos o sistema:

X=-x+Yy, t # 1;(x)
’ bx

y=Tex- (t+1)2
(Ax,Ay) = B; - x + I;(x), t=1(x),

-y, t#7(x)

sendo a e b constantes reais, ||x|| < &, a matriz B; € a matriz nula e |[;(x)| < |b| - ||x]].
De forma matricial escrevemos:

)02 20002 o))

Assim, conforme notacao do Teorema 8 obtemos:

ao=(e 4
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Notemos que a fungdo g(z, x, y) possui duas componentes que escrevemos g (¢, x, y) e g2(t, x, y),
tais que:

bx
t,x,y) =0, LX,y) = —————.
g1(t,x,y) g2(2,x,y) e
E assim,
|b|
ta ) :O7 t’ ) = T .
g1 (2, x, y)ll llg2(z, x, Y| (HI)ZIIXII

Desse modo, observando o limite em ambas componentes, podemos concluir:
lim [lg1(£,x, )| =0 e lim|gi(z,x,y)[| = 0.
t—o00 t—0

lim g2, )l =0 e lim flga(t,x )| = 1] lll

Logo |lg(z,x, )l = [[(g1(2,x,¥), g2(z,x, )|l < (0, [blllx[]), llx|l < &
Os autovalores da matriz A(¢) podem ser determinados de forma que:

A0 -1 1 A+1 -1
det(Al, — A) —det( 0 1 ‘—‘ 2 1 ‘) —det(‘ 2 A+l D =0
det(Al, —A) = A>+21+1+4d>=0
= A=-1=|ali
Assim, obtemos y = max Red;j(A) = —1, além disso, sendo B; a matriz nula, segue que
J

a* = max A;((I, + B)x + [;(x)) = L.
J

A p'artir disso, as hipdteses do Teorema 8 sao satisfeitas e
vy+p-lna <O0.

Portanto, a solucao nula do sistema € assintoticamente estavel.
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