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’/ﬁ ’4 Distributive lattices with an adjunction

Resumo
Neste trabalho, propomos a jun¢do de dois topicos algébricos
bastante conhecidos, de modo independentes, e como eles
se relacionam com sistemas 16gicos subjacentes. Os topicos
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Abstract

In this work, we propose the junction of two well-known alge-
braic topics, independently, and how they relate to underlying
logical systems. The algebraic topics are distributive lattices
and Galois pairs. As there are several Galois pairs, we chose to
deal with one of these pairs, the adjunction. As is known in the
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models for positive logic, a propositional logic system that does
not have the negation operator. Conjunction, disjunction and
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the overlap of the two algebraic structures.
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1 Introducao

Esta contribui¢io estd numa interseccio entre Algebra e Légica, drea conhecida como 16gica
algébrica ou modelos algébricos para logicas.

Destacamos duas abordagens algébricas relevantes para o artigo, os reticulados distributivos e
os pares de Galois.

Para deixarmos o artigo bem auto-contido, fazemos duas secoes sobre estes dois temas algébricos,
entdo incluimos uma se¢ao sobre a l6gica positiva e o seu modelo algébrico, dado pelos reticula-
dos distributivos, mais especificamente, sobre reticulados relativamente pseudo-complementados.
Apresentamos os topicos de modo breve e remetemos a boa literatura sobre o tema.

Nossa contribuicao original, que estd nas ultimas se¢des, serd a constru¢do de um sistema
16gico, com a motivagao algébrica dada pelo acréscimo de operadores modais a 16gica proposicional
positiva, elementos esses motivados pelos pares de Galois, neste caso, uma adjuncao.

2 Reticulados distributivos

Apresentamos, nesta se¢ao, algumas nog¢des algébricas iniciais sobre reticulados.
Os resultados essenciais deste tema podem ser encontrados em Birkhoft (1948), Dunn e Harde-
gree (2001), Miraglia (1987), Rasiowa (1974) e Rasiowa e Sikorski (1963).

Definicao 1 Uma relagdo binaria < definida sobre um conjunto A é uma ordem parcial sobre A se
para todos os elementos a, b, c € A, a relacdo satisfaz as seguintes condicoes:

(i)a < a;

(ii))sea <beb < c, entdo a < c;

(iii)) sea < beb < a, entdo a = b.

Estas trés condi¢coes indicam que a ordem < €, respectivamente, reflexiva, transitiva e antis-
simétrica.

Definicao 2 Um conjunto parcialmente ordenado é um par (A, <) em que A é um conjunto ndo-vazio
e < é uma ordem parcial sobre A.

Como € usual, por economia, também chamamos um conjunto parcialmente ordenado de poset
(partial order set).

Definicao 3 Um elemento a de um poset (A, <) é um limitante superior (inferior) de um subconjunto
Bde Aseb <a(a<b) paratodob € B.

Definicao 4 Se o conjunto de todos os limitantes superiores (inferiores) de B contém o menor
elemento (maior), entdo esse elemento é denominado o supremo de B (infimo de B).

A seguir, denotaremos o supremo de {a, b} por sup{a, b} e o infimo de {a, b} por inf{a, b}.
Seguem outras no¢oes sobre supremo e infimo conforme Rasiowa (1974).

Definicao 5 Sejam (A, <) um poset e a,b € A. O supremo do par {a, b}, caso exista, é o elemento
¢ € A que satisfaz:

(i)a<ceb <c,

(i)a<deb<d=c<d.
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As duas condic¢oes da definicdao acima garantem que ¢ € o menor limitante superior do conjunto

{a, b}.

De modo dual temos o seguinte.

Definicao 6 Sejam (A, <) um poset e a,b € A. O infimo do par {a, b}, caso exista, é o elemento
e € A que satisfaz:

(i)e<aee<b,

(i) f<aef<b=f<e

Definicao 7 Se (A, <) é um poset de modo que para todos a,b € A existem em A oinf{a,b} e o
sup{a, b}, entdo denominamos de reticulado a estrutura algébrica determinada por (A, A, V), em
que a ANb =inf{a,b}eaV b =sup{a,b}.

Deste modo, temos que as operacdes bindrias A e V sdo apenas novas notagdes para as operacoes
de infimo e supremo para conjuntos com dois elementos.

Definicao 8 Se (A, A, V) é um reticulado, entdo, para todos a, b, c € A, as seguintes equacoes sao
satisfeitas:

DaAnb=bANaeaVb=>bV a[comutatividade];

(iaA(bAc)=(aAb)AceaV (bVc)=(aVb)V cassociatividade];

(iii) (a Ab)Vb=bea A (aV b)=a [absor¢do].

Mais resultados que podem ser encontrados em Birkhoff (1948), Miraglia (1987) ou Rasiowa
(1974).

Proposicao 9 Se (A, A, V) é um reticulado e a, b, c € A, entdo:
Darnb=asS aVb=b;
(ii))a < b & aANb=alordem];
(ili) a ANa =a ea V a = a [idempoténcia];
(ivia<aVvbeaAhb<a;
Wb<avbeaAb<b;
(vja<ceb<c=aVb<c
(vi)c<aec<b=c<aAlb;
(vil)a<ceb<d=aVvVb<cVvd,
(ix)a<ceb<d=aAb<cAd.

Demonstracdo: Ver Rasiowa (1974, p. 39). ]

Definicao 10 Um reticulado (A, A, V) é distributivo quando para todos a, b, c € A:
Dan((bVec)y=(aAb)V(aAc),
(i)av(bArc)=(aVb)A(aVec).

Definicao 11 Se (A, <) é um conjunto parcialmente ordenado que tem o maior (menor) elemento,
entdo ele ¢ denominado a unidade (o zero) de (A, <) e é denotado por 1 (0).

Como todo reticulado € um conjunto parcialmente ordenado, entdo apenas dizemos que ele € um
reticulado com O e 1.
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Definicao 12 Em todo reticulado com 0 e 1, temos que:
)a<leO<a
(iavli=leanl=a
(iiM)avO=aean0=0.

Definicao 13 Seja (A, <, A, V,0, 1) um reticulado com 0 e 1. Se para cada a € A existe o elemento
—a=max{y € A:a ANy =0} emA, entdo dizemos que —a é o pseudo-complemento de a.

O pseudo-complemento tem a intencdo de formalizar uma nocdo de negacdo no reticulado, a
negacao intuicionista.
A préxima defini¢dao € motivada por uma outra negagao, a negagao booleana ou cléssica.

Definicao 14 Seja (A, <, A, V,0, 1) um reticulado com 0 e 1. Se a € A, entdo um elemento a’ € A
é um complemento de a em A se:

Dana =0

(ii)ava =1.

Todo complemento € um pseudo-complemento, mas nao vale a reciproca.
Como temos interesse em reticulados distributivos, mas sem alguma negac¢do, entao estas notas
jé sdo o bastante para os proximos passos.

3 Pares de Galois e a adjuncao

Nesta secao apresentamos os pares de Galois. Textos introdutérios sobre os pares de Galois ou
conexOes de Galois podem ser vistos em Areces, Bernardi e Moortgat (2004), Erné, Koslowski,
Melton e Strecker (1993), Oriowska e Rewitzky (2010) e Smith (2010).

Estes pares sdao definidos entre duas estruturas de ordem, e as combinacdes possiveis dos pares
vao além da conexao de Galois, de maneira que o par da adjuncao € uma delas.

Mostraremos algumas propriedades da adjungao que serdao usadas, posteriormente, para realcar
alguns aspectos de ordenagao dados pelo acréscimo de operadores modais a l6gica positiva.

Criador da teoria dos grupos, Evariste Galois (1811 - 1832) foi uma figura importante para a
Matematica em desenvolvimentos algébricos. Dentre suas contribuigdes, para este artigo, trataremos
das Conexodes de Galois.

Numa versao algébrica e generalizada, estas fungdes realcam alguns aspectos de ordenagao e
uma certa correspondéncia entre conjuntos parcialmente ordenados.

O conceito de ordem € bastante usual na Matematica e também na Ldgica. Assim, entendemos
ser pertinente trazermos algumas caracterizacoes das conexdes de Galois para este trabalho, ja que
precisaremos mostrar alguma relacdo de ordem para os novos operadores modais.

Definicao 15 Se (A, <) e (P, <) sdo posets, coma € A e p € P elementos quaisquer,ese f : A — P
e g : P — A sdo funcoes, entdo:

(i) o par (f, g) é uma conexao de Galois se: a < g(p) © p < f(a);

(ii) o par (f, g) é uma conexdo dual de Galois se: g(p) < a < f(a) < p;

(iii) o par [ f, g] é uma adjuncao se: a < g(p) & f(a) < p;

(iv) o par [ f, g] é uma adjuncdo dual se: g(p) < a < p < f(a).
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Dunn e Hardegree (2001) denominam o par da adjuncao de residuado, mas para este trabalho
manteremos o nome adjuncao.
Destacamos o item (iii) da defini¢do anterior.

Adjuncao: Dados dois posets (A, <) e (P,<) e as fun¢des f: A > Peg: P — A, oparde
Galois [ f, g] € uma adjuncdo quando paratodoa € Aetodo p € Pvalea < g(p) & f(a) < p.

Proposicao 16 Dados dois posets (A, <) e (P,<) e as funcoes f : A —> Pe g : P — A, para
a,be Aep,q e P. Opar |f,g]| é uma adjuncio de Galois se, e somente se, valem as seguintes
condicoes:

(i) a < g(f(a)), ou seja, g o f é inflacionaria;

(i1) f(g(p)) < p, ou seja, f o g é deflacionaria;

(i) a < b = f(a) < f(b), ou seja, a funcdo f preserva a ordem;

(iv) p < g = g(p) < g(q), ou seja, a funcao g preserva a ordem.
Demonstracdo: Seja [ f, g| uma adjuncao. Vamos mostrar que [ f, g| satisfaz as quatro condicoes
do enunciado.

(i) Como f(a) < f(a) e [f,g] € adjuncao, entdo a < g(f(a)).

(it) Como g(p) < g(p) e [f, gl é adjungao, entao f(g(p)) < p.

(iii) Se a < b, como por (i), b < g(f(b)), entdo a < g(f(b)). Sendo [f,g]| uma adjuncao,
entdo, a < g(f(b)) & f(a) < f(b). Portanto, f(a) < f(b).

(iv) Se p < q, desde que por (ii), f(g(p)) < p, entdo f(g(p)) < q. Sendo | f, g]| uma adjuncao,
temos que f(g(p)) < g & g(p) < g(q). Logo, g(p) < g(q).

Agora mostramos que as quatro condicoes garantem uma adjun¢do.

Se a < g(p), por (iii), f(a) < f(g(p)) epor (ii) f(a) < p. Poroutro lado, se f(a) < p, entdo,
por (iv), g(f(a)) < g(p) e por (i) a < g(p).

Portanto, a < g(p) © f(a) < p. [

Proposicao 17 Se o par [ f, g| é uma adjuncdo para (A, <) e (P, <), entdo valem:

@ f(a) = f(g(f(a)));

(ii) g(b) = g(f(g(D))).
Demonstragcdo: Pela proposicdo anterior, item (i), a < g(f(a)) e, por (iii), f(a) < f(g(f(a))).
Por outro lado, de (ii), f(g(f(a))) < f(a). Logo, f(a) = f(g(f(a))).

Pela proposicao anterior, item (ii), f(g(b)) < b e, por(iv), g(f(g(b))) < g(b). Por outro lado,

em (i), g(b) < g(f(g(b))). Logo, g(b) = g(f(g(bh))). L

Proposicao 18 Se o par [f, g| é uma adjuncao para os reticulados (A,V,N) e (P,V, ), entdo
valem:

@ fxVvy)=fx)V fy);

(i) g(x A y) = g(x) A g(y).

Demonstragdo: (i) Comox <xVyey<xVy, entdo f(x) < f(xVy)e f(y) < f(xVy). Logo,
JE)V f(y) < fxvy).

Do outro lado, f(x) < f(x)V f(y)e f(y) < f(x)V f(y). Como [f,g] é uma adjuncdo, entdo
x<g(f(x) <g(fx)Vf(y))ey<g(f(y) <g(f(x)Vf(y). DaixVy<g(f(x)V[f(y)e
entdo f(xVy) < f(g(f(x)V f(¥)) < fx)V f(y).

(ii) Como x Ny < xex ANy <y, entdo g(x Ny) < g(x) e g(x Ay) < g(y) e, portanto,
glxny) <g(x) Agy).

FREITAS, R. A.; FEITOSA, H. A. Reticulados distributivos com uma adjungio. C.Q.D. Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23,
n. 1, p. 61-81, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023061081 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

65



" of
=
=)

Do outro lado, de g(x) A g(y) < g(x) e g(x) A g(y) < g(y), segue que f(g(x) A g(y)) <
flgx) < xe f(gx) Ag(y) < f(g(y) <y Assim, temos f(g(x) Ag(y)) < xAy. Logo
g(f(g(x) Ag(y) < g(x AY) e, finalmente, g(x) A g(y) < g(x Ay). =

Proposicao 19 Se o par [ f, g| é uma adjungdo para (A, <) e (P, <), entdo:

(i) f(a) =min{p e P:a < g(p)};

(i) g(p) = max{a € A : f(a) < p}.
Demonstracdo: (i) Se a € A, como pela Proposicao 16, a < g(f(a)), entdo f(a) € {p € P :
a < g(p)}. Agora, se c € {p € P :a < g(p)}, entdo a < g(c) e dai f(a) < f(g(c)). Como
f(g(c)) < ¢, pela Proposigao 16, f(a) < c. Logo f(a) =min{p € P:a < g(p)}.

(i) Dado p € P, como pela Proposicao 16, f(g(p)) < p, entdo g(p) € {a € A : f(a) < p}.
Agora, se c € {a € A : f(a) < p}, entdo f(c) < pedai g(f(c)) < g(p) e, portanto, c < g(p),
pois pela Proposicdo 16, ¢ < g(f(c)). Logo, g(p) = max{a € A: f(a) < p}. n

4 A logica positiva

Nesta secao apresentamos a logica positiva, uma logica implicativa e sem negacao (RASIOWA,
1974).
A ldgica positiva € determinada sobre a linguagem proposicional:

L = {/\7 V’ —)aplapzap?)’ ""pl’l}'

Apresentamos uma versao axiomatica para a légica positiva, que denotaremos por L.

Axiomas esquemas:

(Ax) ¢ = (¥ — ¢)

(Ax2) (¢ = (W = 0)) = ((¢ = ¥) = (¢ > 7))
(Ax3) (p AY) — ¢

(Axg) (¢ NY) =

(Axs) (¢ = ¥) = ((¢ = o) = (¢ = (Y A 0)))
(Axg) ¢ — (¢ V)

(Ax7) Y — (¢ VY)

(Axg) (¢ = 0) = (W = o) = (¢ VYY) — 0)).

Regra de inferéncia:
(MP) De ¢ — ¢ e ¢, deduz-se .
Escreveremos assim: ¢, ¢ — ¢ / .

Definicao 20 Seja I' U {y/} um conjunto de formulas de L. A formula ¥ é deduzida ou derivada
em L, do conjunto de formulas T, o que é denotado por I + , se existe uma sequéncia ¢, ¢, ...,
¢n de formulas de maneira que para cada 1 < i < n, ¢; é um axioma, ou ¢; € I', ou ¢; é obtida
de formulas que ocorrem anteriormente na sequéncia, por aplicacdo da regra de inferéncia (ou
deducao) do sistema L, e ¢, é .
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Esta sequéncia € uma deducgao de i a partir de I'. Os membros de I sdo as premissas ou hip6teses
e ¥ € a conclusao da deducao.
Quando I' = @ dizemos que ¢ € teorema de L.

Teorema 21 (Teorema da dedugdo) Seja T'U{p, ¥} um conjunto de formulas de L. SeT'U{¢} + i,
entaol' + ¢ = .

Demonstracdo: Ver Feitosa e Paulovich (2005). A demonstracdo precisa apenas dos axiomas (Axy),
(Ax;) e da regra MP. [

O operador de bicondicional <, como usualmente, € definido por:

oo U =q (@ =>Y) AW — ).

Proposicao 22 Em L, valem:
De—-yey >0 /¢—o0(SH)
(i) ¢ =» (Y > o) /¥ — (¢ — o) (Troca de premissas)
(i) ¢ = ¢, ¢ — ¢ [ ¢ & ¥ (BIC).
Demonstracdo: Ver Rasiowa (1974). [

Os teoremas e demais formulas validas de £, podem ser encontrados em Rasiowa (1974, p.
216) e (Ibid., p. 241).

Dada a versao axiomatica de £, veremos a seguir as propriedades e definicdes para seu modelo
algébrico, como em Rasiowa (1974) ou Rasiowa e Sikorski (1963).

Definicao 23 Algebra implicativa positiva é uma estrutura algébrica (A,1,—), em que 1 é uma
constante, 1 € A e — é uma operagdo binaria tal que para todos a, b, c € A:

)a— (b—oa)=1;

(i) (@a > (b—c) = ((a—=b) = (a—>c)=1

(iii)sea >b=1eb —> a=1,entdoa =b;

(ivia—>1=1.

Definicao 24 Se (A, 1, —) é uma dalgebra implicativa positiva, entdo definimos uma relacdo de
ordem sobre A por:
a<bsea—-b=1.

Proposicao 25 Se (A, 1, —) é uma algebra implicativa positiva, entdo para todos a,b,c € A:
(i)sea—>b=1ea=1,entdob=1;
()a—oa=1;
(iii)sea >b=1eb—>c=1,entdoa — c = 1.
Demonstracdo: (i) Se a — b =1, entao a < b. Sendo a = 1, temos que 1 < b. Sendo 1 o maior
elemento, entdo b = 1.
(ii) Como pela reflexividade da ordem temos que a < a, entdo pela definicdo acima a — a = 1.
(iii) Pela transitividade da ordem < e Defini¢do 24. ]

Segundo Rasiowa (1974), uma estrutura algébrica (A, 1,—) em que valem 25 (ii), (iii), 23
(ii1) e (iv) € uma algebra implicacional. Logo, toda dlgebra implicativa positiva é uma dlgebra
implicacional.
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Certamente temos uma ordem bem definida em (A, <), pois por 25 (ii), 23 (iii) e 25 (iii) vemos
que a relacdo < € reflexiva, antissimétrica e transitiva, respectivamente. Além disto, o item (iv)
garante que 1 é um elemento maximo para esta ordem.

O item 25 (1) indica que esta dlgebra preserva a regra MP. O item 25 (ii1) indica, além da
transitividade, que esta dlgebra também preserva a regra (SH).

A regra (BIC) também € preservada, poissea — b =1e b — a = 1 e, pela Definicao 24, temos
que a < b e b < a, respectivamente, e, portanto, a = b.

Definicao 26 Uma dlgebra (A, 1,—, A, V) é um reticulado relativamente pseudo-complementado
se (A, 1,—>) é uma algebra implicativa positiva e valem as condicoes:

i) (anb) s a=1;

(i) (aAb) > b=1;

(iii) (a = ¢c) > ((a—>c) > (a— (bAC)))=1;

(ivia — (aVvb)=1;

V)b —>(aVvb)=1;

(vi)(a—>c)—> ((b—c)—> ((avb) —>c))=1.

Os itens (1) - (vi), da definicao acima, garantem que A € um infimo e V € um supremo. Logo,
temos uma ordem com o maior elemento 1 e com supremo e infimo para todo par {a, b}.

Definicao 27 Se (A, A,V) é um reticulado, entdo (A,—,A,V) é um reticulado relativamente
pseudo-complementado se, e somente se, para todos a, b, x € A vale a seguinte condicdo:

aANx<box<a—b.

Proposicao 28 Todo reticulado relativamente pseudo-complementado é distributivo.
Demonstracdo: Ver Rasiowa e Sikorski (1963, p. 59). n

Teorema 29 Todo reticulado distributivo é isomorfo a um reticulado de conjuntos.
Demonstracdo: Pode ser vista em Rasiowa e Sikorski (1963, p. 50-51) e mencionada em Rasiowa
(1974, p. 44). n

Este teorema € a versdo do isomorfismo de Stone para reticulados distributivos. Na versao
original, ele é demonstrado para algebras de Boole e nos textos mencionados temos a versao para
reticulados distributivos.

Proposicao 30 Em todo reticulado relativamente pseudo-complementado valem:
()a<b-—>a;
(il)a A (a — b) < b;
(iii)a = (b —c¢) < (a—>b) — (a—>c);
iv) (a > c)AN(b—>c) < (aVb)—>c
V) (a—>b)A(a—c)<a— (bAc).
Demonstracdo: Ver Rasiowa e Sikorski (1963, p. 59-60). n

Um reticulado relativamente pseudo-complementado nao precisa ter o menor elemento 0. Cer-
tamente tem o 1, mas como nao temos uma negacao, o elemento minimo nao € essencial.

Os modelos algébricos da l6gica positiva £, sdo exatamente os reticulados relativamente pseudo-
complementados = (P, 1, —, A, V).
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Definicao 31 Uma valoracao v : For(L,) — P é um modelo para um conjunto I' C For(L,) se
v(p) =1, para toda ¢ € T.

Definicao 32 Uma formula ¢ € For(L,) é valida em P se toda valoracdo v : For(L,) — P é
modelo para .

Definicao 33 Uma formula ¢ é L,-valida se ela é valida em todo reticulado pseudo-complementado

P.
Como usualmente, denotamos que ¢ € vélida por E ¢.

Teorema 34 (Correcdo) Os reticulados relativamente pseudo-complementados P = (P, 1, —, A, V)
sdo modelos corretos para a logica L.
Demonstracdo: Em Rasiowa (1974). [

Teorema 35 (Completude) Se ¢ € For(L,) e ¢ é valida, entdo ¢ é demonstravel em L..
Demonstracdo: Em Rasiowa (1974). [

Corolario 36 A logica L. é consistente.
Demonstracdo: Em Rasiowa (1974). [ ]

5 A légica positiva acrescida de uma adjuncao

Nesta se¢dao buscamos um sistema 16gico modal que sintetize a justaposi¢dao dos reticulados
pseudo-complementados com uma adjungao.

A légica positiva L servird de sistema de base, com uma relacdo de ordem, para acréscimo
de operadores modais, como o O, mais conhecido na literatura por representar o conceito de
necessidade, e o ¢, representando o conceito de possibilidade. Como a nossa constru¢dao tem
motivagdo algébrica, num primeiro momento, os operadores O e ¢ nao devem ser pensados como
usualmente, como operadores aléticos.

Estes operadores modais, com frequéncia, sao interdefiniveis, isto é, podemos definir um a partir
do outro:

Todavia, neste caso, os operadores modais serdo inseridos a l6gica positiva sem esta caracteristica
de interdefinicao, ja que nao temos em £, o operador para a negacao.

O que temos em mente € que com estes operadores modais sobre a 16gica positiva tenhamos um
par de Galois, uma adjuncao.

5.1 Sistema axiomatico

A ldgica positiva acrescida de uma adjunc¢do serd denotada por L.
Ela serd construida sobre a linguagem proposicional de £, acrescida dos operadores modais
{0, ¢}, de modo que:
L={AV,—,0,0,p1,p2,P3, ..., P}
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O sistema formal de £ consiste nos seguintes itens:
(1) o conjunto das variaveis proposicionais de L .: Var(L) = {p1, P2, P3s-oos Pu}s

(i1) o conjunto das férmulas de £, definido indutivamente:
-seieNep;eVar(Ly),entdo p; € For(Ly);

-sepey € For(Ly),entio o Ay, o Vb, ¢ — ¢ € For(Ly);
-se @ € For(L,),entao0¢p e ¢y € For(Ly).

Além desses itens, temos o conjunto de axiomas e regras de inferéncia, dados abaixo.

Axiomas:

(Ax) ¢ = (¥ — ¢)

(Ax2) (¢ = (W = 0)) = (¢ = ¥) = (¢ — 7))
(Ax3) (¢ AY) — ¢

(Axg) (¢ ANY) =

(Axs) (¢ = ¥) = ((¢ = ) = (¢ = (Y A0O)))

(Axg) ¢ — (¢ V)

(Ax7) ¥ — (e V§)

(Axg) (p = 0) = (Y = 0) = (¢ V) — 0))

(Axg) 00 — ¢

(Ax10) ¢ — 0O¢.

Regras de inferéncia:

(MP) ¢ — o, 9/ ¢
RMO) k@ = Y [+ 0@ — Oy
(RMD)F @ = ¥ /+0Op — OY.

Agora podemos mostrar alguns dos teoremas e férmulas derivéveis da légica £ .

Proposicao 37 ¢ — oy / Op — ¢

Demonstracao:
1. ¢ = Y p-
2. Op — O RMo em (1)
3000 = ¢ Axg
4. 00—y SH em (2) e (3).
]
Proposiciio 38 Op — ¢ / ¢ — Oy
Demonstracao:
1. Op — ¢ D-
2. 00¢ — Ou RM¢ em (1)
3. ¢ — 00p Axio
4 ¢ — o SH em (2) e (3).
]
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Proposicao 39 O par [0, 0] é uma adjungao.
Demonstracdo: Segue de 37 e 38.

Proposicao 40 + 0p V oy — 0(@ V ¥)
Demonstracdo:
Lo = (eVy)
2. 0p = 0@ V)
3 ¥ = (pVy)
4.0y = (e V)
5 (> 0) > (W —0o)—((eVy) —0))
6. (0 = 0(@ Vi) = (0 = 0(e VY)) —
(0 VoY) —= 0@V ¥)))
7. (0 = 0@ Vi) = ((0p VoY) — 0(¢ Vi)
8. 0oV oY = 0(@ V)

Proposicao 41 + O(p A y) — Op A OY
Demonstracao:

(eAY) o

O(¢ Ay) — Dp

(eAy) -y

O(e AY) — oy

(o= Y) =2 (> 0) = (0= W A0)))

- (Ble AY) = Op) = ((A(e A Y) — OY) —
(B(e AY) — (Op ATW)))

7. (e Ay) —» Oy) — (B(e Ay) — (Op AOY))
8. O(e ANyY) — Op A OY

LA W~

N

Ax6

RM¢ em (1)

AX7

RM¢ em (3)

Axg

Substituicao em (5)

MP em (2) e (6)
MP em (4) e (7).

Axj

RMo em (1)

AX4

RMO em (3)

AX5

Substituicao em (5)

MP em (2) e (6)

MP em (4) e (7).
n

Os resultados das Proposi¢des 42 a 49 surgem naturalmente desde que o par [O,¢] € uma
adjuncdo. Porém, a demonstracdo de cada proposi¢ao € dada logo abaixo.

Proposicao 42 + ¢0(@ AY) — 0@ A QU
Demonstracdo:

(enY) -

O AY) > Op

(ony) =y

O(@ AY) — Y

(o= Y) > (> 0) = (0= (W A0)))
- (Ol AY) = 0p) = (0@ AY) = 0Y) —
(Ole AY) = (0@ A OY)))

7. (0l Ag) = o) = (0(@ AY) = (0 A OY))
8 (e AY) = 0o A OY

~

QAN Wb

Proposicao 43 + Op v oy — O(e V ¢)
Demonstracao:

Axj

RM¢$ em (1)

AX4

RM¢$ em (3)

Axs

Substituicao em (5)

MP em (2) e (6)
MP em (4) e (7).
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1o — (V) Axg
2. 00— 0O(e V) RMtoem (1)
3y —(eVy) Axy
4. 0y — O(e V) RMO em (3)
5(p—0)=> (Y —0o)—>(eVy) —0)) Axg

6. (Op = O(p VY)) — ((OY — D(e V¢)) —
((Op v oY) — o(e Vv ¢)))

Substituicao em (5)

7.(oy — o(eVy)) — ((Op VoY) - dle Vy)) MP em (2) e (6)
8. OpVvoy —o(eVy) MP em (4) e (7).
[
Proposicao 44 + 0o A Oy — O(@ AY)
Demonstracao:
L (pAY)— ¢ Ax3
2. (0o AOY) — Op Substitui¢ao em (1)
3. 0(0p A OY) — O0p RMDO em (2)
4. O0p — ¢ Axg
5000 A) = ¢ SH em (3) e (4)
6. (9 AY) = ¥ Axy
7. (09 A OY) — Oy Substitui¢ao em (6)
8. O(0p A Q) — O RMoO em (7)
9. 00 — ¥ Substituicao em (4)
10. OO A OY) = ¢ SH em (8) e (9)
11 (¢ = ) = (¢ = ) = (¢ > W A ) Axs
12. (O(0@ AOY) — @) = (OO0 AOY) — ) — Substituicdo em (11)
(@0 A oY) = (¢ A Y)))
13. (@0 AOY) = ) — (OO A OY) = (@ AY)) MP em (5) e (12)
14. (0 A OY) — (@ AY) MP em (10) e (13)
15. 00(0p A OY) — O(@ AY) RM¢$ em (14)
16. ¢ — 0O Axqo
17. 0 A Oy — 00(0p A OY) Substituicdo em (16)
18. o A OY — O(@ AY) SHem (15) e (17).
n

Proposicao 45 + O(¢ V¢) — Op V O¥
Demonstracdo:
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¢ — (VYY)

Op — (Op vV OY)

O0p — o(Op vV OY)

¢ — 00¢p

¢ — 0(Op vV OY)

Y= (e V)

Oy — (O V OyY)

8. ooy — o(O¢ vV Oy)

9. ¢y — o0y

10. ¥ — O(Op vV OY)

11. (p > 0) = (Y = 0) = (¢ Vi) = 0))

12. (¢ = 0(Oe vV Oy)) — ((y — o(Op vV Oy)) —
((p V) — 0(0p v Oy)))

13. (¢ = 0(@e v Oy)) — ((¢ V) = (0 v Oy))
14. o vy — o(Op vV Oy)

15. O(e Vi) — 00(0p vV Oy)

16. 00 — ¢

17. oo(Oe vV Oy) — (Op V Oy)

18. o(e Vy) — O¢ VOy

NS R BN~

Proposicao 46 + (o A ) & 0o A OY
Demonstracao:

1. 0(e AY) — 0o A OY

2. 00 AP — 0(p AY)

300 AP o 0o AY)

Proposicao 47 + O(¢ V ¢) < Op V OY
Demonstracdo:

1.opvoy —o(e V)

2. 0(eVy) —OpVoy

3. 0(eVy) o OpVoy

Proposicao 48 + Op < O00O¢
Demonstracao:
1. ¢ — 00O
Oy — O0O¢
00 — @
O00p — O
Op < 000

LR W

Proposicao 49 + 000¢ < 0p
Demonstracao:

Axg

Substituicao em (1)
RM¢$ em (2)

Axyo

SH em (3) e (4)
AX7

Substituicao em (6)
RM¢ em (7)
Substituicao em (4)
SH em (8) e (9)
AXg

Substituicao em (11)

MP em (5) e (12)
MP em (10) e (13)
RMO em (14)

Axg

Substitui¢do em (16)
SH em (15) e (17).

Prop. 42
Prop. 44
BICem (1) e (2).

Prop. 43
Prop. 45
BIC em (1) e (2).

Axyo

RMoem (1)

A)C9

Substituicao em (3)
BIC em (2) e (4)
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1. ¢ — 00¢p Axyo

2. 0p — 000y Substituicao em (1)
3. O00p — ¢ Axg

4. 600p — Op RM¢ em (3)

5. Op & O0Ogp BIC em (2) e (4)

5.2 Reticulado relativamente pseudo-complementado com adjuncao

Como fizemos uma justaposicao no sistema logico dedutivo, também fazemos agora uma
justaposicao das estruturas algébricas investigadas.
Por simplicidade, vamos chamar esta nova estrutura algébrica de reticulado adjunto.

Definicao 50 Um reticulado adjunto é algebra A, = (A, 1,—, A, V, f,g) tal que (A, 1,—,A,V) é
um reticulado relativamente pseudo-complementado e [ f, g| é uma adjungdo sobre A.

Em A, temos a ordem natural a < b & a — b =1 e com a adjuncio [ f, g], se a, p € A entdo
a<g(p) e fla) <p.

Assim todas as propriedades algébricas vélidas para os reticulados relativamente pseudo-
complementados e para as adjuncdes valem para os reticulados adjuntos.

Teorema 51 Todo reticulado adjunto é isomorfo a um reticulado adjunto de conjuntos.

Demonstracdo: Se A, = (A, 1,—,A,V, f,g) é um reticulado adjunto, entio (A, 1,—, A, V) éum
reticulado distributivo e pelo Teorema 29, ele é isomorfo a um reticulado de conjuntos P(A). Se
h: A, — P(A) é tal isomorfismo, entdo para B, P € P(A), o par de funcoes | f, g| definidas por
f(B) = h(f(b)), tal que h(b) = B e g(P) = h(g(p)), tal que h(p) = P determina uma adjuncdo
sobre P(A). [

Vejamos alguns conceitos de l6gicas algébricas que nos ajudardo a alcancar a completude forte
para o nosso sistema.
Usualmente, encontramos na literatura a seguinte definicao de logica.

Definicao 52 Uma logica abstrata é um par (E,C) em que E é um conjunto nao-vazio e C é um
operador de consequéncia sobre E.

Ao adentrarmos em um ambiente algébrico o par (E, C) passa a ser (A, F), tal que A define
um modelo algébrico para uma certa 16gica £ e ¥ um filtro sobre A.

Definicao 53 Uma logica algébrica é um par (A, F), em que A é um modelo algébrico para L e
F é um filtro sobre A.

Para a nossa légica, denotaremos o par como (A, ¥), em que A, é um reticulado adjunto,
modelo algébrico de L, e ¥ € um filtro sobre A,.

Definicao 54 Um conjunto A C E é trivial em (E,C) se C(A) = E.
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Sendo assim, um conjunto A C E € ndo trivial no caso em que C(A) # E.

Veremos, a seguir, que no ambiente algébrico, esta definicdo de nao trivial coincide com a
defini¢ao de filtro proprio. Segundo Feitosa e Soares (2017), em muitos dos textos sobre l6gica
universal encontramos os conjuntos nao triviais denominados de consistentes, exceto na tradicao
das l6gicas paraconsistentes. L.ogo, se conseguirmos mostrar que nosso filtro ¥ é préprio, entdo
mostraremos que a teoria correspondente € consistente. Ademais, se mostrarmos que ¥ € maximal,
entdo a teoria € completa.

Definicao 55 Seja A, = (A, 1,—>, A, V, f,g) um reticulado adjunto. Um filtro em A, é um sub-
conjunto ¥ de A tal que, para todos p,q € A:

i) 1eF;

(ii)sepeFeqeF,entdopNqgeF;

(iii))sepe F ep < q,entioq € F.

Definicao 56 Sejam A, = (A, 1,—,A,V, f, g) um reticulado adjunto e ¥ C A um filtro de ‘A,. O
filtro F é proprio se ¥ + A.

Definicao 57 Sejam A, = (A, 1,—,A,V, f, g) um reticulado adjunto e ¥ C A um filtro. O filtro
F é maximal se ele é proprio e:
(1) para todo filtro ¥ de A, se F C ¥, entdo F* =F ou F* = A.

Definicao 58 Sejam A, = (A, 1,—, A, V, f,g) um reticulado adjunto e ¥ C A um filtro. O filtro
F é irredutivel se ele é proprio e para dois filtros quaisquer Fi e F>:

() seF =FANFy entioF =F1 ouF = 5.

Proposicao 59 Se A, = (A, 1, >, A, V, f, g) é um reticulado adjunto, entdo as seguintes condigcoes
sdo equivalentes para todo filtro ¥ C A:

(1) F é filtro maximal;

(ii) F é filtro irredutivel.
Demonstracdo: (i) = (ii): Seja F um filtro maximal. Da defini¢cdo de filtro maximal segue que F
¢ ainda um filtro proprio. Se ¥ = F1 N Fp, com Fy e F, dois filtros, entdo F = F1 ou F = T e,
portanto, F é irredutivel.

(i) & (ii): Seja F um filtro irredutivel. Da definicdo de filtro irredutivel, temos que F é também
um filtro proprio. Se F é irredutivel, entdo F so pode ser subfiltro dele mesmo e de A. Logo, ¥ é
maximal. =

Lema 60 Sejam A, = (A, 1,—,A,V, f, g) um reticulado adjunto e I1 uma cadeia de filtros em A,..
Entdo:

(1) UII é filtro de A,

(ii) se x € F, para todo elemento F de 11, entdo x ¢ UII.

Proposicao 61 (Lema de Zorn) Seja (A, <) um conjunto ordenado. Se toda cadeia em (A, <) tem
um limitante superior, entdo (A, <) tem um elemento maximal.
Demonstracdo: Ver Dunn e Hardegree (2001, p. 30). |
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Proposicao 62 Sejam A, = (A, 1,—,A,V, f,g) um reticulado adjunto e ¥ um filtro de A,. Se
x & F, entdo existe um filtro irredutivel F* tal que ¥ C F e x ¢ F".
Demonstracdo: Seja 11 o conjunto ordenado pela inclusdo de conjuntos C de todos os filtros sobre
A, que contem F ex & F.

Como 11 é ordenado pela inclusao, entdao 11 possui um limitante superior UIl e como x ¢ F,
para todo elemento F de 11, entdao x ¢ UIL.

Dai, pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal ¥ em I1.

Pela Proposicao 59, se ¥ é maximal, entdo é irredutivel.

Logo, ha um filtro irredutivel ¥~ tal que ¥ C F* ex ¢ F~. m

6 Adequacao entre o sistema logico e o modelo algébrico

Nesta secao, mostramos o resultado principal do trabalho, que identifica os reticulados relati-
vamente pseudo-complementados com adjuncgio, isto €, reticulados adjuntos A,, como modelos
algébricos da logica L.

A seguir, A, denota um reticulado adjunto.

Definicao 63 Uma valoracao restrita é uma funcdo v : Var(Ly) — A,, que interpreta cada
variavel de L. em um elemento de A,.

Definicao 64 Uma valoracdo é uma fungdo v : For(Ly) — A, que estende v, natural e unica-
mente, por:

v(p) =v(p);

vie AY) =v(e) Av(y);

vie Vi) =v(p) Vv(y),

vie = y¥) =v(p) = v(Y);

v(0g) = f(v(e);

v(0g) =g(v(p)).

Definicao 65 Uma valoragdo v : For(Ly) — A, é um modelo para um conjunto I' € For(L,)
sev(p) =1, para cada ¢ € T.

Definicao 66 Uma formula ¢ € For (L) é valida em um reticulado adjunto A, se toda valoracdo
v:For(Ly) — A, é modelo para ¢.

Teorema 67 (Correcao) Reticulados adjuntos sao modelos fortemente corretos para a logica L,
ou seja, se ' U{o} C For(Ly), entaoT'+ o =T k0.

Demonstracdo: Seja A, = (A, 1,—, A, V, f,g) um reticulado adjunto. De acordo com o Teorema
da Correcdo de L., basta mostrarmos que os axiomas Axg e Axyg sao validos em A, e que as
regras RM¢$ e RMO preservam validade em A, :

(i) Axg : Certamente, g(v(¢)) < g(v(¢)) e como o par [ f, g| é uma adjungao, entiao g(v(¢)) <
gv(p)) © f(gv(p))) <v(p). Dai f(g(v(p))) < v(p) e, portanto, o esquema O — ¢ é valido
na A,.

(ii) Axio - Como f(v(¢)) < f(v(¢)) e [f.g] é uma adjuncao, entdof(v(e)) < f(v(p)) &
v(p) < g(f(v())). Daiv(p) < g(f(v(p))) e, entdo, o esquema ¢ — OO é valido em A,.

(iii) RM¢ : Se + ¢ — , entdo v(p) < v(¥). Masv(p) < v(y) © v(ip) Avy) =v(p) =
g(v(p) Av(y)) = g(v(¢)). Da Proposicao 18, item (ii), g(v(e) Av(¥)) = g(v(gp)) A g(v(¥)).
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Logo, g(v(p) Av(y)) = g(v(@)) © g(v(e)) Ag(v(y)) = g(v(e)) & g(v(p) < g(v(¥)) &+
O — Y.

(iv) RMO : Se + ¢ — , entdo v(¢) < v(¥). Porém, v(p) < v(¥) @ v(ip) V) =v(y) =
F(p) Vv(y)) = f(v(y)). Da Proposicao 18, item (i), f(v(e) Vv(¥)) = f(v(e)) vV f(v(¥)).
Logo, f(v(p) Vv(y)) = fF(v(¥)) © fv(p) vV Fv(¥)) = fFv(¥)) © fv(p) < fFOv(Y)) &+

Op — OyY. u

A meta seguinte é a obtencao do teorema da completude, que € a reciproca do teorema da

correcao.
Para tanto, definiremos a 4lgebra de Lindenbaum para £, .

Defini¢ao 68 ParaI' C For (L), relacdo binaria = é definida sobre For(L.) X For(Ly.) por:

sy olrp—-yel HYy — o

Arelacdo = é de equivalénciaese 'U{y} € For(L..), denotamos por [¢|r = {y € For(L,) :
vy = ¢} aclasse de equivaléncia de  médulo=eT.

Definicao 69 A dlgebra de Lindenbaum para L., denotada por Ar(L..), é a algebra quociente
definida por Ap( L) = (For(Ly)=, 1=, —>=, A=, Vs, f5, g=), de modo que:

=[] = [¢ — ¢]

[e] A< [¥] =[eAy]

V= [Y] = [ VY]

—= [yl =l¢ >yl
1=
1=

Er—w

[Oe]
[Op].

m

|
¢
|
[¢
[¢

oo
I}

Em geral, por simplicidade, omitiremos o simbolo de equivaléncia =.
Quando I" = () denotaremos a dlgebra de Lindenbaum para £ apenas por A(L).

Proposicao 70 Em Ar(L..) asseguramos que [¢] < [¥] © T F o — .
Demonstracdo: De fato, pelo Teorema 9 itens (i) e (ii) temos que [¢] < [¥] © [¢] V [y¥] = [¥].
Da Defini¢do 69, [¢] V [y] = [y] & [e VY] =[y]. Porfim [eVvy]=[y] T re—y. =

Proposicao 71 A dlgebra Ar(L..) é um reticulado adjunto.
Demonstragdo: (Axo) : [DW] o] = f([0¢D) < [¢] = f(g([e]) < [e];
(Axi0) : [¢] < [00¢] = [¢] < g([O¢]) = [¢] < g(f([e])):
(RMO) : [¢] < [y] &+ 90 - lﬁ = Fop = 0 & [0¢] < [0y] & g(le]) < g([¥]);
(RMO) : [p] <[yl ore -y =trDp - 0Oy & [O¢] < [Oy] & f([e]) < f(IYD. u

Definicao 72 A dlgebra Ar (L) é o modelo canénico de I' C For(Ly).

Denotamos uma valoragao no modelo candnico por vq : For(L4) — Ar(Ly).
Quando I'" = 0, temos vq : For(Ly) = A(Ly).
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Proposicao 73 Sejam ¢ € For( L) e A(L,) o modelo candnico para L. Entdo ¢ é um teorema
de L se, e somente se, [¢] = 1.
Demonstracdo: Consideremos que + ¢:

1. ro Hipotese

2.re— (-9 Ax

3= ((¢—9) — o) Substituigdo em (2)
2 r(@p—>9) >0 MP em(1)e(3)

Segue que 1 = [¢ — ¢] < [¢]. Logo, [¢] = 1.

Agora, se [¢] = 1, como [¢ — @] < [¢], entdo + (¢ — ¢) — ¢. Desde que v+ ¢ — ¢, por
Modus Ponens temos que + .

Assim, para cada formula ¢ temos que:

[¢] =1 se, e somente se, + . m

Teorema 74 Se ¢ € For(L,.), entdo os seguintes itens sdao equivalentes:

(i) F

(i) £ ¢;

(iii) a formula ¢ é valida em todo reticulado adjunto de conjuntos B, = (P(B), B, —,N, U, f, g);

(iv) vo(@) = 1, para a valoragcao candnica de Ar.

Demonstracdo: (i) = (ii): segue do teorema da corregao.

(it) = (iii): se ¢ évalida, entao vale em todo reticulado adjunto e, em particular, no reticulado
adjunto de conjuntos B,.

(iii) = (iv): A algebra de Lindembaum Ar é um reticulado adjunto. Pelo teorema do
isomorfismo, ela é isomorfa a um reticulado adjunto B,. Como do item (iii) ¢ é valida em qualquer
reticulado adjunto de conjuntos, entdo ela é valida em B, e, pelo isomorfismo h, ela é valida em
Ar-.

(iv) = (i): sevo(p) =1, entdo [¢] = 1 e o resultado segue da proposicdo anterior. n

Coroldrio 75 (Completude) Se ¢ € For(L..), entdo + ¢ se, e somente se, £ .

A correcdo do Teorema 67 € forte, no sentido de que I' F ¢ = I' E ¢. Esta versao da completude
€ fraca, pois equivale teoremas e formulas validas. A seguir, buscamos a completude forte.

Definicao 76 A estrutura A, é um modelo fortemente adequado para I" quando: T'+ ¢ & T E .

Usualmente, para a correcao forte, usamos a definicdo de conjunto consistente que deve estar
incluso em um conjunto consistente maximal.

Um conjunto I' € For (L) € consistente se ndo hd alguma féormula o, talque I' - o e I' + =0
Mas em £, ndo temos uma negacao —. Entdo precisamos de outro caminho para a completude
forte.

Defini¢ao 77 Seja (E,+) um sistema dedutivo. Dado A C E, o fecho dedutivo de A é o conjunto
A={xeFE:A¥rx}

Definicao 78 Uma teoria A é um conjunto ndo vazio de formulas que é fechado para a deducao,
isto é, ¢ € A se, e somente se, A + .

Definicao 79 Uma teoria A de L. é maximal se para qualquer teoria ¥ de L., se A C X, entdo
YX=AouX=For(Ly).
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Seja T o conjunto de todas as teorias maximais da l6gica £, .
Definicao 80 Para ¢ € For( L), sejallp|| ={A €T : ¢ e A}.

Proposicao 81 Para ¢,y € For(Ly), ||l¢l|l C ||¢]| se, e somente se, + ¢ — .
Demonstracdo: (=) Se ¥ ¢ — , entao existe A € T tal que ¢ — ¢ ¢ A. Uma tal teoria deve ser
tal que A+ o e A¥ , isto é, ||o|| € |||

(<) Se A € ||¢]||, entdo A+ ¢. Como ¢ — Y, entdo A+ ¢ — Y e, por MP, A + . Logo
A€ [ly]l. -

Definicdo 82 Seja A = ({ll¢ll : ¢ € For(Ly)}, 1,—,A,V, £, 8), definida por:
D1=ll¢ = ¢ll=T
@) [ell = [l = lle = ¢l
(i) [l Al = lle Al
Av) [lell v [lell = lle v ¥l
) fllell = lloell
(vi) gllell = l[og]]-

Proposicao 83 Para ¢,y € For(L4), v ¢ — ¥ se, e somente se, ||¢ — ¢l| = 1.
Demonstracdo: Segue imediato a partir da definicdo acima. [

Proposi¢ao 84 Para ¢,y € For(Ly), ||l¢ll — |[¢|| = 1 se, e somente se, ||¢|| < ||¢]l.
Demonstragio: ||¢|| — |[¢||=1 o |l¢ = ¢ll=1oF o> ¢ < |lo|| C|l¥]l u

Teorema 85 A dlgebra A = ({ll¢l| : ¢ € For(Ly)}, 1,—,A,V, f, g) é reticulado adjunto.
Demonstragdo: (i) Como + 00 — ¢, entdo |[00¢]| € [lel] & f(l[0el]) C llell & f(glel])) €
lell.

(ii) Como + ¢ — 0O, entdo ||¢|| € [[00¢]| & [lell € g(llnell) < [lell € g(flel]).

(i) llell C Y]l @ F o =y =+ 00 = 0y & [[0¢]] € [[0¥]l = g(llell) < gl

() llell Cll¥ll & F ¢ =y =rop - oy e |[0e]| € [loy]l < fdlel) < fFUID. -

Proposicao 86 Cada teoria A de L é um filtro para ¢ < S+ ¢ — .
Demonstracdo: Certamente, ¢ — ¢ pertence a toda teoria A de L., e se ¢ € A e ¢ <, entdo
© > eAe, por MP, y € A. [

Teorema 87 (Completude Forte) Seja T’ U {¢} C For(L..). Sel' E ¢, entao ' + ¢.
Demonstracdo: Pela contraposicdo, consideremos que I' ¥ .

Se A ¢é o fecho dedutivo de T, entdo A é uma teoria tal que ¢ ¢ A. Pela proposicdo anterior, A é
um filtro de L e das Proposicoes 59 e 62, existe um filtro maximal Z tal que A C X e ¢ ¢ X. Logo,
2 € T. Assim, ha um modelo X em um reticulado adjunto, a algebra A\, tal que L £ I" e X ¥ .
Logo, T' ¥ ¢. [
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