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Integrais improéprias em intervalos ilimitados
com parametros complexos

Improper integrals on unlimited intervals with complex
parameters

Resumo

O entendimento sobre a convergéncia de integrais improprias é
importante para o estudo de transformadas integrais, principal-
mente da transformada de Laplace. Nesse sentido, o seguinte
trabalho aborda alguns aspectos da integragdo imprdpria em
intervalos ilimitados com parametros complexos. Para isso,
€ realizada uma revisao de conceitos como limite, derivada e
integral no dominio dos nimeros complexos, utilizando ferra-
mentas da andlise matematica e do cdlculo diferencial e integral.
Em seguida, sdo demonstrados alguns teoremas fundamentais
sobre a convergéncia de integrais improprias, como o critério
da comparagao, o critério de Cauchy e a convergéncia da inte-
gral que define a transformada de Laplace. Outros resultados
incomuns de se encontrar na literatura sao discutidos. Por fim,
sao apresentadas algumas transformadas integrais especiais.
Palavras-chave: Integrais Improprias. Transformadas Inte-
grais. Transformada de Laplace. Parametros Complexos.

Abstract

The understanding of the convergence of improper integrals is
important for the study of integral transforms, especially the
Laplace transform. In this sense, the following work studies
some aspects of improper integration in unlimited intervals with
complex parameters. A review of concepts such as limit, deri-
vative and integral in the domain of complex numbers is carried
out, using tools of mathematical analysis and differential and
integral calculus. Then, some fundamental theorems about the
convergence of improper integrals are demonstrated, such as
the comparison criterion, the Cauchy criterion and the conver-
gence of the integral that defines the Laplace transform. Other
uncommon results to be found in the literature are presented.
Finally, some special integral transforms are presented.
Keywords: Improper Integrals. Integral Transforms. Laplace
transform. Complex Parameters.
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1 Introducao

Na teoria de integracdo de Riemann, quando se estuda integrais definidas, duas condicoes
aparecem: as funcdes integrandas e os intervalos de integracdo sao limitados. Contrariando uma
dessas duas condigdes, temos o que chamamos de integrais impréprias tipo 1 ou tipo 2:

(i) Tipo 1: quando os intervalos de integracao sao ilimitados;

(i) Tipo 2: quando o intervalo de integracao é limitado mas a fun¢do integranda nao € limitada.

Muitas integrais improprias aparecem em diferentes campos da ciéncia, como Fisica, Engenharia
e etc [} 2, 3L 4]. Em particular, uma integral imprépria do tipo 1 pode ser estudada basicamente
calculando o limite para +oco de um (ou ambos) dos extremos do intervalo de integragcao na integral
de Riemann definida. Este tipo especifico de integrais impréprias sao muito utilizados para definir
transformadas integrais, que sdo muito tteis para resolver problemas de decaimento radioativo, de
conducao de calor, de movimento da particula sob gravidade, circuitos elétricos, etc [3].

A transformada de Laplace, por exemplo, é uma transformada integral com nucleo K (s, 1) = e~
e constitui uma ferramenta fundamental para solucionar problemas de valor inicial em equagdes
diferenciais. O método funciona basicamente transformando uma equagao diferencial complicada
na varidvel  em uma equacao algébrica, mais simples de lidar, na varidvel complexa s.

Uma vez que as transformadas integrais sdo definidas utilizando integrais improprias, € in-
teressante que, antes de estudar transformadas, se tenha um conhecimento prévio suficiente e
fundamentado dessas integrais.

Motivados em propiciar uma base consolidada para o estudo de transformadas integrais, espe-
cialmente de Laplace, escrevemos este artigo, com o objetivo de apresentar conceitos fundamentais
sobre integrais improprias do tipo 1 em intervalos ilimitados com parametros complexos.

st

2 Funcoes complexas de uma variavel real

2.1 Limite e continuidade

Definicao 1 Uma funcdo do tipo f : A C R — C pode ser representada como f(t) = u(t) +iv(t),
ondeu: A — Rev:A — Rsao funcoes chamadas de componentes de f. A componente u é a
parte real de [ e a componente v é a parte imaginaria de f.

Definicao 2 Seja f : A ¢ R — C. Dizemos que f possui limite L € C quando t € A tende a
to € R, e escrevemos thntl f(t) = L, desde que:
—Io

Ve>0,36>0 | O<|t—19] <8 = |f(t) - L| <e.
Definicao 3 Seja f : A ¢ R — Cuma funcdo com o conjunto A ilimitado superiormente. Dizemos
que f possui limite L € C quando t € A tende ao infinito por valores positivos, e escrevemos

tlim f(t) = L, desde que:
—+00

Ve>0,3k>0 | t>k = |f(t)-L|<e.
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Observacao 4 As Definicoes |2\ e|3|nos fornecem as seguintes equivaléncias:

lim f(t) =L hm |f(r) - L| =

=19

e

lim f(t) =L hm |f(t) - L| =

[—+00

Teorema 5 Sejam f : A ¢ R — C uma funcao em que f(t) = u(t) +iv(t) e L = ug +1ivy € C.

Temos que hm f(t) = L se, e somente se, lhm u(t) =upe hm v(t) = vo.

Demonstracao:
De forma direta, mas supondo que lim u(z) e lim u(t) existem, tem-se:
>ty t—1ty

tlir? f(t)=L thr? f(t) =ug+ivy & tllr?(u(t) +iv(t)) = ug +ivg
— —1) —1p

— limu(t) +ilimv(t) =ug+ivg & limu(t) =ug e limv(t) = vy
t—1y t—1y t—1y t—1y

O
—(s—a)t
Exemplo 6 Sendo s =x+iy € Cea € R, provemos que lim — =0 para Re(s) = x > a.
t—+0  §—a
Demonstracao:
Pela Observagao [}
e—(s—a)t 1
lim ——=0 < lim ~——F— =0 <
t—+00 s—a t—+00 (S — a) e(s—a)
. 1 1
lim ———0‘ 0 = lm|——|=
t—+00 (S — a) e(s—a)t t—+00 (S — Cl) els—a)
Note que:
1 s —x+1y ) 1 1
(s —a) et (x —a+1iy) elc—a)+iy) (x a+iy) et et-al
3 1 3 1
|x —a+iy||eV||e—a)| Cx-—a+ iy||cos (yt) +isin (yt)| ex-a)
3 1 3 1
- T2 2 ) e (x—a)2+y2
e =a1\/(x — a)? + y2{[cos? (yt) + sin” (y?) y
Assim, se x > a:
1
‘— lim =
t—>+oo (s—a) els—a) 1—+00 ,(x— a)tm
ja que e~ — 0 quando t — +oo.
O
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Definicao 7 Seja f : A ¢ R — C. Dizemos que f é continua em ty € A quando thntl f(t) = f(tp).
—Io
Dizemos que f é continua, quando for continua em todos os pontos de A.
Teorema 8 Seja f : A € R — C funcdo em que f(t) = u(t) +iv(t). Entdo f é continua emty € A
se, e somente se, u e v sao continuas em ty € A.
Demonstracao:
. Def.[l . . Teo.[d .. .
fcontinnaemty & lim f (1) = f(tg) = u(ty) +iv(ty) = limu(t) =u(ty) e limv(r) =
t—1y t—1y t—ty

v(tyg) <= u e v sdo continuas em .
O
As regras operatdrias de limite e continuidade para fungdes complexas sao semelhantes as para
as fungoes reais. O leitor pode conferir nas referéncias [5] e [6].

2.2 Diferenciabilidade

Definicao 9 Seja f : A c R — C. Dizemos que f é diferenciavel em ty € A caso exista o limite

y f(@&) = f(to) .. flto+At) — f(to)
im —————~ = lim ,
=1 r—1 At—0 At

d
onde At =t — ty. Esse limite chama-se derivada de [ em ty e possui notagao f'(ty) ou d—];(to).

Teorema 10 Se f : A C R — C é diferenciavel em ty € A, entao f é continua em ty € A.
Demonstracao: De fato, temos:

(t—1tp) = lim M - lim (¢ — 1p).

t—ty t—1y t—ty

lim [(f () = f(0))] = Jim w

Da diferenciabilidade da f em ¢(, sabendo que lim (¢ — #y) existe e é igual a zero, obtemos
t—to

115% |f (1) = f(to)| = f'(t0) -0 =0,

0 que nos mostra, pela Observagdo 4}, que f € continua em ¢.
]

Teorema 11 Sejam f : A ¢ R — C uma funcdo com f(t) = u(t) +iv(t) ety € A. Entao f é
diferenciavel em ty se, e somente se, f'(tg) = u'(tg) + iv'(ty).

Demonstracao: Note que:

f(@) = f(to) _ u(r) +iv(r) — (ulto) +iv(to)) _ u(t) —u(to) +l.(V(t) —V(to))_

t—1 t—1 t—1o t—1

1) —ul(l 1) —v(t
Pela DeﬁnigﬁoH supondo que lim u() —ulto) . v(®) —v(to)

1=t r—1 =1 -1
f(@)
m

(1) = i ‘—{UO) — (1) = lim [MH(VU)—V(IO))]
— 10

t—to t t—tp r— lo t— to

existem, tem-se:
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— f(1) = tim L0 g, V(D) = v(i0)

= f(ty) = u'(tg) +iv'(to).
=1y t—1 t—to t—t f(O) (0) (O)

]
As regras de derivacdo para fungdes complexas sdo semelhantes as para as fungdes reais. O
leitor pode conferir nas referéncias [J5] e [6].

2.3 Integrabilidade

Definicao 12 Sejam f : [a,b] € R — C uma funcdo e P = {to, 11, ..., ty—1,t,} uma particdo de
[a,b], em que t; € [a,b], 0 < i <n coma=1t) <t <ty <..<ty, <t,=b Considere,
aleatoriamente, c; € [t;_1,t;] e denote At; =t; —t;_1, 1 <i < n.

n
a) A soma Z f(ci)At; é chamada soma de Riemann de f em relacdo a particdo P.
i=1

b) O limite lim Z f(ci)At;, quando existe, é chamado de integral de f em [a,b]. Nesse
i=1

max At; —0

b n

caso, usamos a nota¢ao / f(®)dt= lim Z f(ci)At; e dizemos que f é integravel em
a max At; —0 —

[a, b].

Teorema 13 Seja f : [a,b] € R —> C fungdo em que f(t) = u(t) +iv(t). Entao f é integravel
em [a, b] se, e somente se, u e v sdo integraveis em [a, b]. Além disso:

/abf(t)dt:/abu(t)dt+i/abv(t)dt.

Demonstracao: (=) Por hipétese f(¢) = u(z) +iv(t) é integravel em [a, b]. Assim, nas condigdes
da Definicao

b n n
‘L f(t)dt = maxliAItIJl»_)() JZ::J f(Cj)Atj = ma)(liAIE_)O ;(M(Cj)A[j + iV(Cj)Alj)

n n

b b
= lim u(cj)At;+i  lim v(cj)At; = / u(t) dt + i/ v(t) dt,
max At;—0 — max At;—0 = a a

como f € integravel em [a, b], da igualdade acima segue que u e v também o sio.
(&) Agora, considerando u e v integraveis em [a, b], tem-se:

b b n n
/ u(t) dt + i/ v(t)dt = lim u(cj)At;+i lim v(cj)At; =
a a max Az;—0 = max At;—0 =

max At;—0

n n b
= lim (u(cj)At; +iv(cj)At;) = lim Zf(cj)Atj = / f(1)dt,
= ’ max At;—0 = a
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oquefaz f(¢) = u(t)+iv(¢) serintegravelem [a, b].

As regras de integracao para funcdes complexas sao semelhantes as para as funcoes reais. O
leitor pode conferir nas referéncias [5] e [6].

Devido a proposta deste trabalho, selecionamos alguns teoremas interessantes sobre integrabili-
dade complexa para demonstrar.

Teorema 14 Dada f : [a,b] € R — Cumafuncdo integravel em [a, b] em que f(t) = u(t)+iv(t).

Entdo | f| é integravel em [a, b] e
b b
/ f(t)det| < / |f(2)|dt.
a a

Demonstracio: Por hipétese, f é integravel em [a, b], entdo, pelo Teorema [13] as fungdes u e v
também sdo integraveis em [a, b]. Assim, u® + v? é integravel em [a, b]. Como a composi¢io de
fungdes reais integrdveis € integravel, segue também que | f| = Vu? + v2 é integravel.

Agora vamos demonstrar a desigualdade proposta no enunciado.

b b
Se / f(#) dt = 0 ndo ha o que demonstrar. Entdo suponha que / f(@)dt =x+iy#0. Na

forma pglar:

b b
f(t)dt = / f(t)dt|- (cos(0)) +isin(0)) =

b
£(t) dt| = (cos (6) +isin (6))7! - / £(1) dt, (1)

em que 6 é o argumento principal de x + iy. Denotemos k = (cos () + isin(6))~!, entio

b b
/f(t)dt‘:Re(/ kf(t)dt),pois
b b
Re(/ kf(t)a’t):Re k/ f(t)dt)

b
= Re | (cos (0) +isin (9))~" - / f(1)dt

bf(t)dt = bf(t)dt
[ roal-|f

b b
Dessa maneira, como Re (/ k (1) dt) = / Re (k f(1)) dt, segue que:

/abf(t)dt

- (cos () +isin (9)))

= Re

b e(2)<|z|,Yz € b b
:/ Re(k f(0ydi 72" C/ ka(t)ldt=/ kL Lf ()] dr.
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9) — isin (0
cos (6) 181112( )| _ | cos (—6) +isin (=6)| = 1, obtemos:
cos? (6) + sin” ()

/a ey di] < / "ol

Teorema 15 Se f : [a,b] ¢ R —> C é integravel em [a, x| para todo x € [a,b], entdo F(x) =

/xf(t) dt ¢é diferenciavel e F'(x) = % [/X f(®) dt] = f(x) para cada x € [a, b].

Sabend que |k| =

O

Demonstracao:
Sendo f(¢) = u(t) +iv(t), com f integravel em [a,x], entdo u e v também sdo integraveis em
[a, x] pelo Teoremal[I3] Assim,

F(x) = /x f(t)dt = /x(u(t)+iv(t))dt = /xu(t) dt+i/xv(t) dt.

X X
Sabemo dateoria de integrais em uma variavel real que / u(t)dte / v(t) dt sdo derivaveis
* d X a a
e que — / u(t)dt| =u(x)e — / v(t) dt| = v(x). Entao,
dx | J, dx | J,

F’(x):d% [/axf(t)dt] :% [/axu(t)dtn/axv(t)dt]

= dix [/a u(r) dt +i% l/a v(t)di| = u(x) +iv(x) = f(x).

b
Teorema 16 Se f : [a,b] Cc R — Cédiferenciavel e f’ é integravelem |a, b], ent&o/ f(t)dr =
a
f(b) = f(a).

O

Demonstracao:
Sendo f(t) = u(t) + iv(¢) diferencidvel, temos f’(¢) = u’(t) +iv'(¢). Sendo f’ integravel em
[a, b], pelo Teorema u’ e v’ também sdo integraveis. Pelo Teorema Fundamental do Calculd?
b

temos / u' (t)dt =u(b) —u(a) e / V(1) dt = v(b) — v(a), assim:

b b b b
/f’(t)dt:/ (u’(t)+iv’(t))dt:/ u'(t)dt+i/ V(1) dt
= (u(b) —u(a)) +i(v(b) —v(a)) = u(b) +iv(b) — (u(a) +iv(a)) = f(b) - f(a).

Note que (cos(6) +isin(6))(cos(6) —isin(#)) = cos(#)? + sin(6)>.
20 leitor pode conferir o Teorema 8, pagina 255, do livro [7].
30 leitor pode conferir o Teorema 9, pagina 256, do livro [[7]].
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Com base nos Teoremas [I5]e[16] calcular integrais de funcdes complexas de uma varidvel real

€ um processo muito similar ao calculo de integrais de fungdes reais. Podemos, por exemplo, levar
em conta o que conhecemos sobre integracao por primitivas e o Teorema Fundamental do Calculo.

Observacao 17 Considere I C R um intervalo real e Q C C. Ao longo deste trabalho, muitas
vezes sera itil considerar uma fungao f : I ¢ R — C, complexa de uma variavel real, dada da
seguinte forma f(t) = K(s,1)g(t) em que g é uma funcdo real ou complexae K : QX1 — C ¢
uma funcgdo onde s € Q C C é um parametro fixado. Neste caso, dizemos que uma integral da forma

G(s) = [ K(s,t)g(t)dt esta indexada pelo parametro s e, com certa frequéncia, serd de nosso
1
interesse apontar as possibilidades de s para os quais a integral exista.

3 Integrais improprias do tipo 1

3.1 Definicoes e primeiros resultados

Para as defini¢Ges e resultados dessa se¢ao, considere f uma funcdo do tipo f : A c R — C.

Definicao 18 Seja a € R. Se / f(t) dt existe para todo u > a, definimos:

/ f(x)dx = hm/ f(1) dt,

desde que o limite exista e seja finito.

Definicao 19 Seja b € R. Se / f(t) dt existe para qualquer —u < b, definimos:

/f(t)dt— hm/ f(¢)dt,

desde que o limite exista e seja finito.

+00
As integrais / f(t)dt e / f(¢) dt, apresentadas nas Definicoes |18| e sdo chamadas

integrais impréprias do tipo 1 e serdo ditas convergentes caso os limites existam e, caso contrario,
as integrais serdo ditas divergentes.

+00 a +00 b
Teorema 20 Sejam a e b reais arbitrarios. Se/ f(¢) dt, / f(¢)dt, / f(r)dt e/ f(1r)dt
a —00 b —00

sdo convergentes entao:

[:f(t)dt+/a+oof(t)dt:/_.:f(t)dt+/b+oof(t)dt’

Demonstracao: Suponha a < b, sem perda de generalidade. Pelas Defini¢coes|18|e
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/ f(t)dt+/ f(t)dt = hm / f(t)dt+ hm/ f(r)dt

lim f(t)dt+ hm [/ f(t)dt+/ f(t)dt]

U—>+00

lim / f(t)dt+/ f(t)dt+ lim / f()dt
u—+0o0 —u a U—+00 b

METOQ [/af(t)dt+/bf(t)dt +/b+oof(t)dt

hm f(t) dt + / f(t)dt

[mf(t)dt+./b f(t)dt.

+0oo a
Definicao 21 Considere a € R. Se as integrais improprias / f(t)dte / f(t) dt sao conver-
a —00

gentes, definimos:
[ f(f)dt=[ f(t)dt+/ f(1) dt.

Pelo Teorema [20] a Defini¢do [21]independe da escolha do a € R.

O

Teorema 22 Considere u > 0 e f uma fungao integravel em [—u,u| e para a qual as integrais

0 +00
/ f(t)dte f(t) dt existam. Entdo
—00 0

+0o u
/ f(t)dt = lim / f(t)dt.
o u—+oo J
Demonstracao:

Sabemos pela Defini¢ao 21| que:

[:Of(t)dt /_:f(t)dt+/o+wf(t)dt

0 u
lim / f(®)dt + lim / f(r)dt
u—+oo [

—+00
u—+ —u

0 u u
MEIPOO [[u f(t)dt+/0 f(t)dt] ZMEIPOO/-M f(t)dre.
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3.2 Alguns exemplos

Agora vejamos alguns exemplos para aplicarmos os conceitos anteriores.

+00 1
Exemplo 23 Provemos que / e'dt = —, onde s € C e Re(s) > 0.
0 S

+00 u
/ e’'dt = lim e’ dt.
0

Temos:

u 1 u
-5t 3. _ L ( —st _
/0 e dt = g (e )

0

(e 1),
S

Aplicando o limite:

U—>+00

lim [—l (e — 1)] = l
s s

para Re(s) > 0, pois e™** — 0 conforme u — +co.

Portanto,

+0oo 1
/ e Sdt = —
0 N

quando Re(s) > 0.

+00 1
Exemplo 24 Provemos que / etdt = —, onde s € Ce Re(s) > 0.
0 N
Por definicao,

+00 u
/ e tdt = lim e *tdt.
0 u——+00 0

Utilizando integragdo por partes:

u
/ e tdt = -
0

u
e—sl) .

u 1 u t u
—st 1 —st g _bo—sy| L
(e™) . + - ‘/0 e St dt - (e™)

0 52 (
—Su 1 —Su
(e™™) - 2 (e =1).

“w | < v~

Aplicando o limite:
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U—>+00 s

. u —su 1 —su _ 1
lim [—E(e )—?(e -D| ==

—Su

u
para Re(s) > 0, pois e™* — 0 e —— (e™**) — 0 conforme u — +co,
s

+00 1
/ e tdt = -
0 S

Portanto,

quando Re(s) > 0.

+00

_ n!
Exemplo 25 Provemos que e St dt = —T ondeneN, seRes > 0.
s

Neste caso iremos demonstrar pelo Principio da Indugcad?

1. Paran =1:

+00 1
/ e tdt = —, conforme Exemplo
0 S

2. Supondo valido para n:

+00 |
_ n!
e dt = .
0 sn+1

3. Provando paran + 1:

Sabemos, da Defini¢do[I8) que:

+00 u
/ e dt = lim e dt.
0

u—+oo Jo

Com a utilizacdo da integracdo por partes:

! 1 1\ | S ! 1
e dt (e‘s’t’” ) ‘ + e S dt
0 n+1 o n+1)

1 (e—suun+l) + S “ e—sttn+l dt.
n+l1 n+1J

Aplicando o limite quando u — +oo:

40 leitor pode conferir a se¢ao 1 do Capitulo 1, pagina 2, do livro [8].
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+00 u s +00
et dt = lim e~ dt = et dy
0 u—+oo Jo n+1 0

(e_‘mu"”) — 0 quando u — +co,

ara s > 0, pois
p p n+1

+00 n‘
Como e " dt = ——, temos:
0 sn+1

n! s +oo _
— ln+1€ st dt.
s+ 1

+00
Isolando / "1™t dt, obtemos:
0

/+mt”+le_s’dt— (n+1n!  (n+1)!
0

- S(S”"'l) - Sn+2

Por indugao, segue o resultado.

+00

Exemplo 26 Provemos que e e dt =

,onde x € R, s € Ce Re(s) > a.
e

0
Pela Defini¢do[I8] sabemos que:

+00 u
/ e e dt = lim e e dt.
0

U—+00 0

Usando substituicdo:

u u 1 (a—s)u 1
/ eSedt = / I g = / eV dw = [e(“_s)” - 1] .
0 0 @ —S5 Jo a—S

Aplicando o limite:

lim {1 [e<H>“—1] _ !
u—+eo | @ — § s—a

para Re(s) > a, pois e"5~* — 0 conforme u — +co.

Portanto,

+00 1
e e dr =
0 S —a
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Exemplo 27 Provemos que / e cos (at) dt = Taa? onde a € R, s € Ce Re(s) > 0.
0 N (0
Pela Definicdo I8 segue que:

+0o0 u
/ e cos(at)dt = lim / e cos (at) dt.
0 u—+oo 0

Com a utilizacao da integracao por partes, realizada duas vezes, segue que:

e *tsin(at) v s

u
+—/ e sin (at) dt
a 0 a Jo

eStsin(at)j* s e Scos(at) v s [“
(1) (—A - —/ e cos (at) dt)
0 a Jo

= _— + —
a 0 «a
u S2 u
- —2/ e *" cos (at) dt
0 a°Jo
s

/ e~ cos (at) dt
0

[0

e Stsin(at) v s
= % N (e cos (at))

- ¢ (e sin (au)) + (e cos (au)) .

a? + 52

a?+s2 a?+s?
Aplicando o limite no lado direito da igualdade anterior:
o’ s s s

lim | —5—— (e ™ sin (au)) + (e cos (au))| =
u—too L2 + 5

a’+s?2  a?+s? a? + s?

—Ssu

para Re(s) > 0, pois e™** — 0 conforme u — +oo.

Portanto,

+00
/ e * cos (at) dt =
0

a? + s?

quando Re(s) > 0.

Lz,ondea/eR,seCeRe(s)>0.

+00
Exemplo 28 Provemos que / e 'sin (at) dt = 5
0 a“+s

Por definicao,

+00 u
/ e sin(at)dt = lim e sin (at) dt.
0 0

Uu—+00

Com a utilizacao da integracao por partes, realizada duas vezes, segue que:

u ) eStcos(at) u s " _
/ e'sin (at) dt = _ecos(a) —/ e cos (at) dt
0 [04 0 @ Jo
e*tcos(at) v s (e tsin(at) v s [ )
__¢cos(an s (—( ) +— / e " sin (at) dt)
« 0 a « 0 aJo
eS'cos(ar) v s , wog2 U .
__crcos(an s (e sin (ar)) | - —/ e*" sin (at) dt
a 0 a2 0 a? Jy
@ —su —SU 3
=——— (e cos (au)) + —~ e *"sin (au)) .
az+s2( (au) a? + 52 a2+sz( (au)
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Aplicando o limite no lado direito da igualdade anterior:

lim |-

U—+00 a2 + §2

para Re(s) > 0, pois e

Portanto,

quando Re(s) > 0.

(e cos (au)) +

—Ssu

a N a

(e~ sin (au))] —

a?+s?2 a?+s? a’ +s2

— 0 conforme u — +oo.

a? + 52

+00
. a
/ e *sin(at)dt = ——
0

4 Convergéncia de integrais improprias do tipo 1

4.1 O critério da comparacao (para integrais improprias de funcoes reais)

Teorema 29 Dada f : [a,+oo[C R — R integravel em [a, x], para qualquer x > a com f(t) > 0

no intervalo |a,+oo[, considere a funcdo F(x) = f(t)dt, x > a. Entdo:

a) F(x) é crescente em [a,+|;

b) lim F(x) existe se, e somente se, existir M > 0 tal que F(x) < M para todo x > a.
X—+00

Demonstracao:

a) Considere x| e x, dois nimeros reais tais que a < x| < x», entdo:

Fx) - F(x1) = / @y di - / Y @y dr = / Y @y di =0

uma vez que f(t) > 0 para ¢

\%

a.

Assim, para quaisquer x|, X em [a, +co[, com x| < Xp, temos que:

X1 <xp = F(x1) £ F(xp).

Portanto, F'(x) é crescente.

b) (=) Se lim F(x) = A, considerando sempre x > a (para que esteja no dominio da F),
X—+00

entao:

Ve>0,3k>0 | x>k = |F(x)—A| <e.

Em particular, para € = 1:
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k>0 | x>k = |F(x)-A| < 1.

Ou seja:

A-1<F(x)<A+1, Vx>k.

Entdo, F € limitada para x > k. Podemos dizer que existe M > 0O tal que F(x) < M,

Vx > k. Note que k pode ser escolhido de forma a implicar que existe M > 0 tal que
a

F(x) < M,Yx > a. Nocasoem que x = a, F(x) = / f(t)dt =0. Logo, F(x) < M para
este caso também. ‘

Portanto, existe M > 0 tal que F'(x) < M para todo x > a.

(e=)Sea>0,definal ={F(x) | x>a}ese,a <0,definal ={F(x) | x> 0}. Detodo
modo, o conjunto / € limitado superiormente, pois existe M > 0 tal que F(x) < M,Vx > a.
Denote A = sup / e provemos que lil}_l F(x) = A.

X—>+00

Como A = sup/, temos que:

Ve>0,dwel | A-e<w < A.

Como w € 1, entdo w = F(k), para algum k > a. Dessa maneira:

Ve>0,3k>a | A-e < F(k) < F(x) (2)

onde x > k, pois como F ¢ crescente (Teorema [29)(a)):

x>k = F(x) > F(k). 3)
Assim, pelas Equacdes (2) e (3):
Eq. @) Eq. @)
Ves>03ksa xok = A-e P ray P ri<ca<are
Isto €,
Ve>0,3k>a | x>k = |F(x)-A|<e.
Portanto,

lim F(x) = A.

X—>+00
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Observacio 30 Uma consequéncia do item b) do Teorema[29)é: Considere f : [a,+co[Cc R — R

positiva e integravel em |a, x|, para qualquer x > a. Entdo f(t) dt é convergente se, e somente
a

X
se, existir M > 0 tal que / f(t)dt < M para todo x > a.
a

Teorema 31 (Critério da Comparacao) Sejam duas funcoes f,g : [a,+oo[C R — R positivas e

+00
integraveis em |a, x|, para qualquer x > a, em que f(t) < g(t) paratodot > a. Se / g(t)de é
a

+00
convergente, entao / f () dt também é convergente.
a

Demonstracao:

+0o

+00
Por hipdtese / g(1) dt é convergente. Logo, / g(t)dt = M > 0, pois g(t) > 0 para

t > a. Uma vez qu% f(t) < g(t) para qualquer t > a:

/axf(t)dt < /axg(t)drs /a+oog(t)dt:M<C,

+00
para algum C € R. Da Observagao segue que / f () dt é convergente.
¢ O

Observacdo 32 Pelo Teorema[31)é possivel escrever: Sejam duas fungoes f, g : [a,+o[C R — R
positivas e integraveis em |a, x|, para qualquer x > a, em que f(t) < g(t) para todot > a. Se

+00 + -
f(t) dt é divergente, entdo / g(t) dt também é divergente.
a a

Teorema 33 Sdo verdadeiras as afirmagoes:

+00
1 ) :
a) / e dt é convergente se a > 1 e divergente se a < 1.
1

+00
b) / e~ dt é convergente se a > 0 e divergente se a < 0.
0

Demonstracao:

a) Para a = 1, calculemos a integral:

Sabendo que

Inlu| —In (1) "2 In (),

“1
/ —dt=Inlt|||
1 !
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b)

+00 1
/ —dt = lim In(u) = +o0
1 t u—>+00

e a integral diverge.

Para a # 1 temos:

“ 1 1 u 1 1 1
—dt=—— [ = e 1] = — -1].
[ w2 |y
Dessa maneira, efetuando o limite quando # — +co, obtemos:
1
1 1 —, a>1
lim [1—(0_1—1)]: a—1
e b matu +o0o , a<l1
uma vez que:
1 0, a>1
umroo yl ) hoo @< 1

+00
Consequentemente, a integral / pr dt converge para o valor se @ > 1 e diverge se
1 a

a <1.

Para @ = 0, temos:

400 +00 u
/ e dr = / dt = lim di = lim u = +oo
0 0 u—+0o 0 u—+00
e a integral diverge.

Sea #0,

“ 1 1 1 1
—at _ = —at\ |4 - __ —au __ — _
/0 e " dt = a/(e )|O a/(e 1) a(l eau).

Por conseguinte,

,a>0

+ RI=

+00 u 1 1
/ e ¥ dt = lim e dt = lim l_ (1 _ _)] —
0 u—+0o 0 u—+oo | v eau

uma vez que:

oo ,a<0

lim
u—+oco U

1_0 , a>0
Tl 40, <0

+00 1
Dessa maneira, a integral / e dt converge para o valor — se a > 0 e diverge se a < 0.
0 a
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Teorema 34 Dado a > 0, considere f : [a,+oo[C R —> R integravel no intervalo |a,x], para
qualquer x > a, com f(t) > 0 em [a,+co[. Suponha que exista um niimero real @ e uma funcdo

1
g : [a,+o[C R — R tais que, para todo t > a ocorra f(t) = t—ag(t). Além disso, considere que

+00
llim g(t) =L com L > 0. Entdo / f(t) dt é convergente quando a > 1 e divergente quando
—+00 a

a <1

Demonstracao:
Da hipétese tlim g(t) = L, temos:
—+00

Ve>0,3k>0 | t>k = |g(t)—L| <e.

Abrindo o mddulo,

lg(t) - Ll <e & L-e<g(t)<L+e.

L
Tomando € = 2 obtemos:

L <3l
2 =8 2

1
Da hipétese que f () = t—ag(t), parat > a, entdo:

L 3L
ﬁ < f(t) < ﬁ

Integrando esta dltima desigualdade em [a, +oo,

L ™1 oo 3L 1
—/ —dt</ f(t)dt<—/ — dt.
2J, ¢ a 2 J, t@

3L [T
Do Teorema a integral - / P dt € convergente para @ > 1 e pelo Teorema [31|(Critério
a

da Comparacgido), a integral f(¢) dt é convergente nesse caso.
a

L (™1
Do mesmo modo, do Teorema a integral ) / e dt é divergente para « < 1 e pela
a

+00
Observagao |32} a integral / f(t) dt é divergente nesse caso.
a

4.2 O critério de Cauchy
Teorema 35 (Critério de Cauchy) Seja f : [a,+oo[C R — C integravel em [a,x], para todo
+00

x > a. Entdo f(t) dt é convergente se, e somente se, para qualquer € > 0, existe A > 0 tal
a

C
que b, c > A resulta ‘/ f() dt| <€
b
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Demonstracao: (=) Denotemos F'(x) = / f(t) dt. Sendo / f(¢) dt convergente, podemos

dizer que lim F(x) = L, para algum L € C. Dessa maneira,
X—+00

Ve>0,3A>0 | x> A = |F(x)—L|<§.

Sejam b, c > A, assim:

+ - =€.

| / F()di| = F(e) = F®) = 1F(0) = L+ L= F(b)| < [F(e) ~ LI +1F(b) - 1] "< £+ £

(&) Seja (y,) uma sequéncia de nimeros reais tal que lim y, = +oo. Pela hipétese:
n—+co

Ve>0,3A>0 | yo,ym>A = |F(ym) — F(yn)| <e.

Note que a sequéncia (F(y,)) é de Cauchy e portanto convergent Logo lim F(y,) =L, para
n—+oo

algum L € C.
Provemos agora que para qualquer sequéncia (z,), no dominio da F, com lim gz, = +co, temos

n—-+00

lim F(z,) = L, com o mesmo L. Suponha que exista uma sequéncia (z,) com hm Inp =400 e

n—+00

lim F(z,) = L, # L. Pela hipdtese:

n—+oo

Ve>0,3A>0 | b,c >A = |F(c)-F(b)| <e.

L-L
Em particular, para € = |3—2|:
L-L
A>0 | bye> A = |F(c)—F(b)|<|3—2|. 4)
Tomando n; € Ntalque: n >n; = y, > Aez, > A, temos pela Equacao (4):
|L — Lo|
n>np = |F(zn) = F(yn)| < —5—- &)
Como L = lim F(y,)e L, = lim F(z,), entdo:
n—+oo n—+oo
Ve>0,Am eN | n>ny, = |F(y,) —L| <€ e |F(z,)— Ly| <e.
L-L
Em particular, para € = |3—2|:
L-L L-L
nom = (F — 1 < B2 e R - 1) < EEE2L ©

Tomando ny = max {n, n»}, segue das Equagdes (5) e (6):

n>ny — |L_L2|:|L_F(yn)+F(yn)_F(Zn)+F(Zn)_L2|
< |F(yn) = LI+ |F(zn) = F(yn)| + |F(zn) = L|
Eq. @) e@ |L—Ly| |L-Ly| |L- Lo

< + +

=|L — L»]|.
3 3 3 | 2

50 leitor pode conferir o Teorema 4.8, pagina 119, do livro [6]].
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Isto é: |L — Ly| < |L — L;| que é um absurdo! Portanto, ndo existe (z,) com lim z, =+ e

n—+0o

lim F(z,) = Ly # L. Logo, toda sequéncia (z,) com lim gz, =+co possui lim F(z,) = L.
n—+0o n—+oo n—+0oo

Por fim, provemos que lim F(x) = L. Suponha que lim F(x) # L. Entio existe uma
xX—+00 X—+00
sequéncia (z,) com lim z, = +c0 e lim F(z,) # L. Mas isso é impossivel, uma vez que
n—+00 n—+00

provamos que nessas condi¢des lim F(z,) = L. Sendo assim, lim F(x) = L, em outras palavras,
X—+00

+00
/ f(t)dt = lim F(x) é convergente.
a X—+00

4.3 Convergéncia condicional e absoluta

+00
Definicao 36 A integral / f(t)dt é chamada de absolutamente convergente se a integral
a

+00 +00 oo
/ |f(2)| dt é convergente. Se / f(t)dt é convergente, mas / | f(2)| dt é divergente,
a a a

+00
entdo / f(t) dt é chamada condicionalmente convergente.
a
+00
Teorema 37 Se / f(¢) dt é absolutamente convergente, entdo também é convergente.
a

+00
Demonstracao: Se / | f(2)| dt converge, pelo Teorema (Critério de Cauchy):

Ve>0,9A>0 | bc>A = ‘/ |f(t)|dt‘<e.
b

Como‘/bcf(t)dt‘ s/bc|f(t)|dr:(/bc|f(r)|dt

v6>o,3A>0|b,c>A=>)/ f(t)dt‘<6. %
b

, entao

+00
Da Equagao , novamente pelo Teorema (Critério de Cauchy), / f(t) dt é convergente.
a
O

+00

5 A convergéncia de e f () dt
0

Para toda essa se¢do, considere a fungdo f : [0,+0[C R — Ce s € C.

5.1 Funcoes de ordem exponencial y

Definicao 38 Uma funcdo f tem ordem exponencial y se existirem constantes M > 0 e y > 0 tais
que para algum ty > 0,
If(t)] < Me”, Vt>ty.
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Para alguns teoremas, precisaremos garantir que uma fun¢do f e algumas de suas derivadas
tenham ordem exponencial. Isto, quando for necessario, precisa estar explicito nas hipdteses, uma
vez que o primeiro fato nao implica o segundo, conforme pode ser conferido no préximo exemplo.

Exemplo 39 A funcdo f(t) = sin (et3) possui ordem exponencial, mas f’(t) = 3t2e" cos (6’3) nao
POSSUi.
De fato, paray > 0, o tlim | sin (e’a)e_7t| =0, ja que tlim e =0 esin(e") é limitado.
—+00 —+00

Entdo, existem constantes y > 0 e M > 0 tais que para algum t > 0,

. 1‘3
[sin (e")] _

<M.
evt

. 3 30 _ . - .
Da mesma forma, o lim |3t%¢" cos (e )e ™| = +co. Assim, ndo existem constantes y > 0 e
t—+00

M > 0 tais que para algum t > 0,

312 13 I
|3t=e" cos ()| <

M.
evt

Entdo, concluimos que f(t) = sin (e"’) é de ordem exponencial e afuncao f'(t) = 312¢" cos (e)
ndo é de ordem exponencial.

Teorema 40 Seja f : [0,400o[C R —> C derivavel. Se f’ é continua em [0,+co| e de ordem
exponencial vy, segue que o mesmo vale para a fungdo f.

Demonstracao: Da hipétese, f” € de ordem exponencial, entdo existem M,y > 0 tais que:
()] <Me”, t>t.
Como f” é continua, do Teorema[I6] segue que

/t F@)dr = £ - f(io) = f() = / /() dr + £ (10), ®)

t
onde / f' (1) dt é continua pelo Teorema Dessa forma, da Equacgao , também concluimos
Iy

que f € continua.
Portanto,

d. Exp.

4 Ord. !
[ rra@ar g " m [ ar s

lf(6)] = ‘[tf’(T) dr +f(t0)‘ <

= g = 2 (@ - ) + )] < e gl =

M

L
Le” +|f(to)l.

Desse modo, | f(1)| < Le”" + |f(tp)| e assim € possivel encontrar K suficientemente grande tal
que | f(7)| < Ke”'. Entéo f é de ordem exponencial y.
O
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5.2 Continuidade por partes

Definicao 41 Uma funcdao f possui um salto de descontinuidade em um ponto to se os limites
laterais,

lim f(t) = f(t5) e lim f(r) = f(t5)
1=t t—>zg
existem, ou seja, sdo niimeros reais, e sdo distintos, isto é, f (t6 EN (tg ).

Definicao 42 Considere I C R um intervalo real e Q C C. Seja K : Q X I — C uma funcdo que

+00

leva (s,t) € Qx I em K(s,t) € C. Defina F(s) = / K(s,t)f(t) dt. Dizemos que F converge
0

uniformemente em algum dominio € no plano complexo se para todo € > 0 existe 1y € R tal que

F(s)—/OTK(s,t)f(t)dt = /+OOK(s,t)f(t)dt <e€ )

paratodot > 19e s € L.

Teorema 43 Considere a,b,c € Rcoma < b e0 < c. Se f(x,t) é continua em cada retangulo
a <x <b,0<t < c, exceto por possivelmente um niimero finito de saltos de descontinuidade, e se

+00

f(x, 1) dt converge uniformemente para todo x em [a, b], entdo

’ +00f(x,t)dtdx: h bf(x,t)dxdt.
a 0 0 a

Demonstracao:

Temos
b +00 b T b +00
/ / f(x,1) dtdx:/ / f(x,1) dtdx+/ / f(x,t)dtdx. (10)
a 0 a 0 a T

+00
Uma vez que / f(x, 1) dt é uniformemente convergente, dado qualquer € > 0, existe 79 > 0
0

tal que para todo 7 > 1y,

+00 €
/ f(x,1)dt]| < ,
. b-a

para todo x em [a, b]. Portanto, para T > 7,

(b—a)/:oof(x,t)dt <e = /ab/:mf(x,t)dtdx <e€,

isto é,

b +00
lim / / f(x,t)dtdx =0.
T+ [ r

Tomando 7 — +o0 na Equagao (10),
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b +00 b T
/ / f(x,t)dtdx = lim / / f(x,t)dt dx.
a 0 Tt Jy 0

Dada a hipétese de continuidade da f e a teoria de integragéo dupld®

‘/OT/abf(x,t)dxdt=leTf(x,t)dtdx.
/ab'/0+oof(x,t)dtdx:/0+Oo/abf(x,t)dxdt.

Teorema 44 Considere a,b,c € R coma < b e 0 < c. Suponha que f(x,t) e aa—xf(x, t) sejam
continuas em cada retangulo a < x < b, 0 < t < ¢, exceto por possivelmente um niimero finito de
+00

Portanto,

O

saltos de descontinuidade. Assuma também que a integral F(x) = f(x,1) dt seja convergente
0

+00
e que / r f(x, 1) dt seja uniformemente convergente. Entdo
0 X

%F(x):/owo;—xf(x,t)dt (a <x<b).

Demonstracao: Seja

+00 a
G(u) :/ — f(u,t) dt.
0 ou
A funcdo G é continug’l Empregando o Teorema [43]temos:

/axG(u)du:/ax/()m%f(u,t)dtdu:/Om/ax;_uf(u’t)dudt

- /0 [f(e1) = fa )] di = F(x) - F(a).

d X
Assi como — / G(u)du = G(x),
dx J,

9
%F(x) =G(x) = /0 af(x, 1) dt.

Definicao 45 Uma funcdo f é continua por partes no intervalo [0, +oo] se,

1) lim f(1) = f(0);

60 leitor pode conferir o Teorema 4, pagina 43, do livro [9].
70 leitor pode conferir a Proposi¢ao 6.7, pagina 57, do livro [9].
80 leitor pode conferir o Teorema 8, pagina 255, do livro [7].
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2) f é continua em todo intervalo [0, x[, para todo x > 0, exceto, possivelmente, por um niimero
finito de pontos 11, T2, . .., T, em [0, x[, nos quais f possui um salto de descontinuidade.

Observacao 46 Uma consequéncia interessante da continuidade por partes de uma fungdo f é
que em cada possivel subintervalo produzido pelo item 2) da Defini¢do f é também limitada.
Isto é, para cada subintervalo |1, Tiy1[, existe M; > 0 tal que |f(t)| < M;, 7; < t < 741, onde
ie{l,2,...,n—1}

Sendo f continua por partes em [0, +oo[, para integrar f de 0 a x, onde x > 0, basta simplesmente
calcular a integral em cada possivel subintervalo produzido pelo item 2) da Defini¢do@45]e somar os
resultados. Ou seja,

/Oxf(t)dt:/OT1 f(t)dt+/T1T2f(t)dt+...+/Tnxf(t)d;_

Teorema 47 Sejam f,g : [0,+c0o[C R —> C funcdes continuas por partes e de ordem exponencial
V1 € y2, respectivamente. Entao:

(i) c1f + cag € continua por partes e possui ordem exponencial max{y,y2}, para c| e c
constantes arbitrarias,

(ii) fg é continua por partes e possui ordem exponencial y| + y3.

Demonstracao:

Como a soma e o produto de func¢des continuas sdo continuas e f e g possuem finitos saltos de
descontinuidade, segue que a soma e o produto também terdo essas mesmas caracteristicas, isto €,
c1f + cag e fg serdo também continuas por partes.

Em relacdo a ordem exponencial, temos:

(i) Note que |f(1)] < Mie"' e |g(t)| < Mae??'. Paray = max{yi, >}, segue que | f(7)| < Me”’
e |g(1)| < Mye”'. Entao

|(c1f +c28) (1)l

lerf(2) + cag (D] < ler f(D] + [eag ()] = el f ()] + [e2llg ()]

lc1|M1e” + [ca|Mae”" = (|c1|My + |ca|Ma)e” = Me”",

IA

onde M = |c1|M; + |c2| M. Portanto, c; f + c2g possui ordem exponencial max{yy, y>}.

(i1) Também,

[(F D] = If (g = |f(D]lg(D)] < Mye™" - Mae™' = My Mae 72" = MV *72)!,

onde M = M| M,. Portanto, fg possui ordem exponencial y; + 3.
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5.3 Condicoes suficientes para a convergéncia

A seguinte observacdo serd muito importante ao longo do texto, pois serd utilizada diversas
vezes.

Observacao 48 Considere s = x +iy. Entdo:

1)

|e_iyt| = |cos (—yt) +isin (—yt)| = |cos (yt) —isin (yt)| = \/0052 (yt) +sin® (yt) = Vi=1;
2)
|e—st| _ |e(—x—iy)t| _ |e—xt||e—iyt| ) o

Teorema 49 Seja f de ordem exponencial y e continua por partes em [0, x| para todo x > 0. Entdo

+00
/ e * f(t) dt é absolutamente convergente (e também convergente) para s € C e Re(s) > .
0

Demonstracao:
Sendo f de ordem exponencial y, temos:

aAM; >0,t5>0ey >0 | |f(l)|SM167t, Vit > 1. (11)

Como f € continua por partes em [0, 7y], da Observagao 46} segue

IM, >0 | [f()| <My, 0<t<ty. (12)
Uma vez que e’ é sempre positivo, podemos dizer da Equagao que

AM; >0 | |f(1)] < Mze”', 0<t<t. (13)
Das Equagdes e fica garantido que
IM >0 | [f(5)] < Me”, Vi>O0. (14)

+00
Considerando s = x + iy, provemos agora que / f(t)e™*" dr é absolutamente convergente
0

quando Re(s) =x > y:

+00 u
/ le™" £(¢)|dt = lim / le™" £(1)| dt
0 U—+00 0

u 7R u E. u
/ = £ ()] dr P / e po e g / e di
0 0 0

Iy /u e—(x—y)[ gt Me—(X—Y)l u _ M B Me—(x—y)u .
0 —(x=y)lo x-vy x—vy

Logo,
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M Me (nu - M . 1 M
x=vy

+00
—st ; = -
/0 le™" f(t)|dt < u1_1>11100 (x = =y = lim =P

U—+00 X —y
desde que Re(s) =x > v.
+00

Portanto, / e " f(t) dt é absolutamente convergente e, pelo Teorema concluimos que
0

+00
/ e * f(t) dt também é convergente para s € C com Re(s) > .
0
m]

Teorema 50 Seja f de ordem exponencial y e continua por partes em [0, x] para todo x > 0. Entdo
+00

/ e * f(t) dt é uniformemente convergente para Re(s) > .
0

Demonstracao:
Sendo f de ordem exponencial y, segue que:

IM>0,t>0ey>0 | |f()] <Me, t>r.

Considerando que s = x + iy, temos:

/T+oo e f(t) dt

Obs. @8 [t teo
< / e f (1) dt < M / e~ gy
T T

Me—G-nt[*
= lim ———
U—+00 —(x—'y)

Me=GNT  pe=@nu\  ppe-G-nr
( X -y o x- 0% xX—vy

desde que x = Re(s) > y. Além disso, supondo x > 7, para qualquer € > 0 dado, pode-se tomar 7
suficientemente grande de forma que

Me—G-n7
X =Y
Sendo assim, dado qualquer € > 0, sempre existe um valor 7y > 0 tal que

/Tm e f () dt

+00
quando x = Re(s) > y. Logo, pela Definicao / e f(t) dt é uniformemente convergente.
0
O

< €.

<e Vr=19,

6 Transformadas integrais

Definicao 51 Considere I C R um intervalo real e Q C C. Seja K : Q X I — C uma fungdao que
leva (s,t) € QX I em K(s,t) € C. Dada uma funcdo f : I C R — C, uma transformada integral
de f é uma fungdo definida por
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F(s) = /IK(s,t)f(t)dt (15)

em que F(s) é denominada transformada integral da funcao f, K(s,t) é chamado de niicleo da
transformada e s é um parametro complexo.

Considerando uma funcdo f : I ¢ R — C, a Tabela |l| nos mostra alguns exemplos de
transformadas de f, em que mudamos apenas o ntcleo e o intervalo / (dominio da f):

Tabela 1: Exemplos de transformadas integrais.

Nucleo 1 Formula Transformada
F5
K(s,1)=e™ I =1[0,+00] F(s) = / f(t)e " dt Laplace
0
+50
K(s,t) =tJ,(st) | [ =[0,+0[ | F(s)= / f(t)tJ,(st)dt Hankel
0
F5
K(s, 1) =1"! I =10,+00] F(s) = / f(o) ' tde Mellin
0
1 1 Foo 1 1 .
K(s,t) = ——— I=R F(s) = f(t) ———dt Hilbert
nt—s oo nt—s
1 . © 1 .
K(s,t) = —e"! I=R F(s) = f(t) —=e"" dt Fourier
\2r o0 \2r

Na Tabela[l] J,(¢) é chamada de Func@o de Bessel de primeira espécie de ordem n e é represen-

Kl\(n+ k) \2

tada, paran =0, 1,2, ..., como J, () = Z >
k=0

6.1 Transformadas de Laplace

Definicao 52 Sejam f : [0,+co[C R —> C uma func¢do e s um parametro real ou complexo.
Definimos a Transformada de Laplace de f como:

+00
Fo = LG = [ e (16)
0
quando a integral impropria for convergente.

Podemos fazer um paralelo com a se¢ao onde calculamos alguns exemplos de integrais do
mesmo tipo da integral da Defini¢ao

Exemplo 53 Calculamos as seguintes Transformadas de Laplace. Sendo a € R:

+00 1
a) L(1)= / e*'dt = —, s € C com Re(s) > 0;
0 N
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rooo 1
b) L(1) = / e'tdt = —, s € Ccom Re(s) > 0;
0

s2’

n!

+00
c) L(t") :/ e dt = neNes>0;
0

Sn+1’

, 5 € Ccom Re(s) > a;

+00
d) L(eat) :/ e—st e(xt dt =
0

S —a

+00
e) L(cos(at)) = / e cos (at) dt = %, s € Ccom Re(s) > 0;
0 s+ a

+00
f) L(sin(ar)) = / e~ sin () dt = —— s € C com Re(s) > 0.
0 a? + 52

Além dessas transformadas, na secdo [5.3|também foram demonstrados alguns teoremas sobre a
convergéncia da Transformada de Laplace.

Teorema 54 Seja f de ordem exponencial y continua por partes em [0, x] para todo x > 0. Entdo

+0o

F(s) = L(f(1) = e " f(t) dt é absolutamente convergente (e também convergente) para

s € Ccom Re(s) > .

Demonstracao: A demonstraciao segue do Teorema
m]

Teorema 55 Seja f de ordem exponencial y e continua por partes em [0, x] para todo x > 0. Entdo

+00
F(s)=L(f(1)) = / e ' f(t) dt é uniformemente convergente para Re(s) > .
0

Demonstracao: A demonstracao segue do Teorema
m]
Para um aprofundamento sobre as transformadas de Laplace recomendamos a leitura de [10] ou
[11]], para leitores com conhecimentos mais avangados em matematica.

7 Consideracoes finais

Nosso objetivo foi fornecer um material sobre integrais improprias para fundamentar o estudo
das transformadas integrais. Sendo assim, nesse trabalho foi exemplificada de forma detalhada
parte da teoria de integrais improprias em intervalos ilimitados com parametros complexos. As
demonstracoes apresentadas exigem como pré-requisitos apenas algumas ferramentas bdasicas da
andlise matemadtica e do cdlculo diferencial e integral.

Importantes teoremas foram explorados, como o critério da comparacao e o critério de Cauchy,
juntamente com alguns exemplos que mostram a aplicabilidade de tais resultados.
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Além do mais, foi realizada a explanacao da convergéncia da integral que define a transformada
de Laplace, partindo das defini¢des de funcao de ordem exponencial e da continuidade por partes.
Com isso, podemos estudar as condi¢des para a convergéncia da transformada de Laplace, além de
calcular transformadas de Laplace de alguns exemplos primordiais que sdo base para a confeccao
de uma tabela de transformadas.
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