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1 Introducao

As equagoes diferenciais tem uma capacidade notavel de descrever o mundo que nos rodeia.
Elas nos auxiliam a entender fendmenos que envolvem taxas de variacao. Algumas destas equacoes
podem ser resolvidas fazendo uso dos métodos de integracao do cdlculo diferencial, mas a maioria
delas exigem ferramentas mais sofisticadas. As equacdes diferenciais podem ser encontradas, entre
outras areas, em:

* medicina, para modelar o crescimento do cancer ou a propagacdo de uma doenga;
 engenharia, para descrever o movimento da eletricidade;

* quimica, para modelagem de reacdes quimicas;

* economia, para encontrar melhores estratégias de investimento;

* fisica, para descrever o movimento de ondas, péndulos ou sistemas cadticos.

Em especial, através de ferramentas da teoria qualitativa das equagdes diferenciais ordinédrias (EDOs)
a serem exploradas, vamos investigar modelos epidemiol6gicos dos tipos SIS e SIR, proposto pri-
meiramente por Kermack e McKendrick em 1927 [1], que sdo expressos como sistemas de equacoes
diferenciais ordindrias e sdo utilizados para modelar a propagacao de diversos tipos de doencas.
Vamos trabalhar com diferentes modelos de compartimentos retirados de [2]. Ao sistema de compar-
timentos, associamos um sistema de equagdes diferenciais ordinarias autdnomas, que chamamos de
sistema autdbnomo e que serd o modelo matemaético para a descri¢ao da dindmica das solugdes. Vale
observar que as siglas para modelos de epidemiologia sdo frequentemente baseados nos padroes de
fluxo entre as classes em que a populagdo € dividida.

Ao longo do texto, daremos uma ateng@ao maior as solugdes de equilibrio e ao Nimero de Reproducao
Basico da Doenca, denotado por Ry, que é definido como sendo o nimero de infec¢des produzidas
por um individuo infectado, em uma populacao totalmente suscetivel. Este nimero permite estimar
o impacto de uma infecg¢ao.

2 Resultados preliminares

Nesta secao apresentamos de forma sucinta alguns resultados fundamentais da teoria qualitativa
das equacgOes diferenciais ordindrias que se aplicam a sistemas lineares planares e sistemas nao
lineares do tipo X = f(x), x € R", autobnomos (que nao dependem explicitamente da varidvel ¢).
Estamos interessados no que se refere a estabilidade dos pontos de equilibrio de tais sistemas e na
existéncia de Orbitas periddicas. Neste sentido, apresentamos alguns resultados envolvendo sistemas
planares e damos algumas defini¢des e relembramos resultados importantes em equacoes diferenci-
ais ordinarias como o Teorema de Hartman-Grobman e o Teorema de Poincaré-Bendixson.

2.1 Resultados de EDO’s
Sejam D c R" e f : D — R”" uma funcdo. Uma equacao da forma

x=f(x) &)

€ dita equacao diferencial ordinaria autonoma de primeira ordem.
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* Otermo “primeira ordem” se refere ao fato de s6 existirem primeiras derivadas e nao existirem
derivadas mais altas.

* O termo “autdbnoma’ significa que a derivada depende apenas do estado do sistema x e nao
depende do tempo ¢.

¢ O termo “ordindria” remete ao fato de sO existirem derivadas ordindrias € ndo existirem
derivadas parciais.

Uma equacio diferencial x = f(x) em R”, com n > 1, escrita na forma

)51 = fl(xl, . ,xn)

-X:}’L = fl’l(x17' . "xn)

€ denominada sistema de equacoes diferenciais.
Para usar a equag@o diferencial X = f(x) para realizar previsdes sobre o que acontecera, ou seja,
para prever x(t), € necessdrio resolver o problema de valor inicial

x=f(x), x(to)=p.

Nem sempre € possivel encontrar a solucao analitica de tal problema. Mas, em muitos problemas
de aplicac@o nao se faz necessdrio saber a expressao algébrica da solugcdao da equacao diferencial,
¢ suficiente saber se a equacao admite solucdo, para posteriormente estudar suas propriedades
qualitativas.

Definicao 1 x( é ponto de equilibrio de x = f(x), se f(xg) = 0.

Teorema 2 [2, Teorema 1.1] Sejam D C R" um conjunto aberto, f : D — R" uma fungao
continuamente diferenciavel e p € D.

(i) Entao, o problema do valor inicial

x=f(x), x(to)=p
tem solugdo unica.

(ii) Se x(t) permanecer em um conjunto compacto (fechado e limitado) de D quanto t aumentar
(e diminuir), entdo x(t) estara definido para ty < t < oo (respectivamente, para —oo < t < ty).

As equagdes diferenciais x = f(x) com as quais trabalharemos terdo sempre fungdes f continu-
amente diferencidveis, portanto o Teorema 2 sempre se aplicaré.

Definicao 3 Denominamos fluxo qualquer familia de transformacoes ¢, : R" — R", comt € R, tal
que go=1d e
Pes = P10 @, 1,5 €R
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Teorema 4 Se f : R" — R" é uma funcdo continua e cada problema de valor inicial

£ = 1),
2
{x(O) —p @

tem uma solugdo unica x(t, p) que esta definida para todo t € R, entdo a familia de transformacoes
definidas por
@:i(p) = x(t, p) 3)

é um fluxo.

Demonstracdo 1 Dado s € R, consideremos a fungdo y : R — R" definida por

y(1) =x(t+s,p).

Note que y(0) = x(s,p) e
y(t) =x(t+s,p) = fx(t+s,p)) = f(¥(1))

parat € R. Assim, y(t) também é solucao de (2). Mas como, por hipotese, cada problema de valor
inicial tem solugdo unica, podemos inferir que

y(1) = x(1,y(0)) = x(1,x(s, p)),
ou seja,
x(t+s,p) =x(t,x(s, p)) 4
para quaisquert,s € R e p € R". Usando a definicao de ¢; dada em (3) em (4), obtemos

rrs(P) = @1 0 ps(p),

para quaisquert,s € Re p € R".
Adicionalmente, como ¢o(p) = x(0, p) = p, concluimos que a familia de transformagoes ¢, é
um fluxo.

Definicao 5 Se x(t) é uma solucdo de (1) com intervalo maximal I, (maximo dominio conexo da
solugdo), entdo o conjuntoy = {x(t) : t € I,} C D diz-se uma 6rbita do sistema.

Definicao 6 Dado x € R", dizemos que
¥y (x) = {ei(x) : 1 € I, NR*}
¢ a semiodrbita positiva de x e que:
Y (x) ={e(x) ;e LNR"}
¢ a semidrbita negativa de x.
Definicao 7 Uma orbitay = {x(t) : t € |a, b[} que ndo é ponto de equilibrio diz-se:

* periddica se existe T > 0 tal que x(t + 1) = x(t), sempre que t, t + 7T € |a, b|;

PAULINO, K. V. T. Estudo qualitativo de modelos epidemioldgicos. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 1,
p. 36-60, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023036060 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

39



e\
Te\
A

e homoclinica se existe um ponto de equilibrio p tal que x(t) — p quando t — a* e quando
t— b7,

* heteroclinica se existem pontos de equilibrios p e g tais que x(t) — p quando t — a* e
x(t) = g quando t — b~.

Definicao 8 Retrato de Fase da equagdo (1) é obtido representando as orbitas no conjunto D,
Jjuntamente com a indicagao do sentido de movimento.

Definicao 9 Para o sistema da forma

fC] = fl(xl,...,x,,)
dn = fu(X1, ..., X0)
a x j-nuldclina é um conjunto de pontos onde x; = 0, ou seja, f;(x1,...,x,) =0.

As x;-nul6clinas separam R" em uma colegdo de regides nas quais as componentes x; do campo
vetorial apontam na dire¢ao positiva ou negativa. A determinagao de todas as nuldclinas nos permitira
decompor R” em uma colecao de conjuntos abertos, em cada um dos quais o campo vetorial apontard
em uma certa dire¢do. Cabe observar que as interse¢des das x;-nuldclinas representam os pontos
do equilibrio do sistema.

Definicao 10 Um ponto de equilibrio xo de um sistema autonomo
x=f(x), xeDcR"

¢ estavel quando, para toda vizinhanga O de x, existe uma vizinhanca O de x tal que toda solugao
x(t) do sistema autonomo com x(0) € O esta definida e contida em O para todo t > 0. Se, aléem
disso, lim x(t) = xo, entdo x( é assintoticamente estavel.

—400

Defini¢iio 11 Considere o sistema de classe C':

)'Cl = fl(xl, . ,xn)
G = fu(X1,. ., %0)
associado ao campo vetorial f(x) = (fi(x1,...,Xn)s. s fu(X1,...,X,)), comx = (x1,...,Xx,) €
R". Dizemos que
afi dh
x, (x) ... ox, (x)
O fn O fn
o (x) ... ox, (x)

¢ a linearizagdo do campo f em x. A matriz D f (x) é chamada matriz Jacobiana.
Se xq for um ponto de equilibrio do sistema x = f(x), dizemos que

y=Df(x0)y

¢ o sistema linearizado aplicado em x.
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Defini¢ao 12 Um ponto de equilibrio x é dito hiperbolico se todos os autovalores de D f,, possuem
parte real diferente de zero.

Definicao 13 Sejam D e D, abertos em R" e fi : D1 — R" e f5 : Dy — R" fungoes, tais que os
sistemas de equagoes

= filx), x=fa(x),

geram fluxos ¢1 : D1 — R" e ¢ : Dy — R", respectivamente.
Dizemos que f1 é topologicamente conjugado a f> quando existe um homeomorfismo h : D1 — D>
tal que

h(@1(1,x)) = @2(t, h(x))
para todo x € Dj.
A seguir, enunciamos um teorema que sobre determinadas hipdteses garante que um sistema nao

linear possui 0 mesmo comportamento de um sistema linearizado em uma vizinhan¢a de um ponto
de equilibrio.

Teorema 14 (Hartman-Grobman) [, Teorema 8.2] Suponha que o sistema n-dimensional X =
f(x) tenha um ponto de equilibrio xo que é hiperbolico. Entdo, o fluxo do sistema nado linear é
topologicamente conjugado ao fluxo do sistema linearizado em uma vizinhanca de xo.

Uma vez que estivermos analisando um sistema autdbnomo bidimensional de equacdes diferenciais,
uma abordagem natural € encontrar os pontos de equilibrio do sistema e sabendo que sao hiperbdlicos
calcular as respectivas linearizacdes para determinar, em cada caso, sua estabilidade. Assim,
conforme [3], analisando o trago e o determinante da matriz Jacobiana calculada no ponto de
equilibrio da equacdo (1), com A = D f(xg), é possivel classificar a estabilidade do ponto de
equilibrio:

* Se det(A) < 0, o ponto de equilibrio € do tipo sela;
* Se det(A) = 0, entdo:

— ParaTr(A) < 0, encontramos linhas estdveis;

— Para Tr(A) > 0, encontramos linhas instaveis;
* Se det(A) > 0, entdo precisamos analisar o trago de A:

— Tr(A) > 0, o ponto de equilibrio € repulsor;
- Tr(A) < 0, o ponto de equilibrio € atrator;

— Tr(A) =0, o ponto de equilibrio € do tipo centro.
Disso, podemos concluir que pontos de equilibrio do tipo:
* Atrator e foco atrator sdo assimptoticamente estaveis;
¢ Centro sao estaveis;

* Repulsor e foco repulsor sdo instaveis.
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A=0 det A
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Figura 1: Plano Determinante de Tragos

Um resumo visual baseado na figura apresentada em [3] (pag. 64) de todos os diferentes tipos de
sistema lineares pode ser analisado na figura (1) onde o plano determinante de tragos € apresentado.

Definicao 15 Considere a equacao diferencial x = f(x) emR". Seja x(t) uma solucdoeV : R" — R
uma fungdo continuamente diferenciavel. Entao, V(x(t)) da o valor de V ao longo da solugcdo em
fungdo de t. De acordo com a regra da cadeia, a taxa de variacao de V ao longo da solugdo é dada
por:

V= S0 et 500
X1 Xn

P)
= VV(x(1)) - x(¢)
=VV(x(1)) - f(x(1)),

onde VV (x) € o gradiente de V no ponto x e - o produto interno.

Teorema 16 [2, Teorema 2.1] Suponha que sempre que V(x) = ¢ se tenha VV(x) # 0 e V(x) = 0.
Entdo, o conjunto V(x) = c é invariante sobre x = f(x), ou seja, uma solucdo de x = f(x) que
comega no conjunto V(x) = ¢ permanece no conjunto V(x) = c.

Nos resultados anteriores nos concentramos nas solugdes de equilibrio de sistemas de equacoes
diferenciais. Mas, existem outros tipos de solu¢des que sdo importantes para um sistema. Solugoes
periddicas ocorrem para x = f(x) se temos um ponto x regular (que ndo € de equilibrio) e um tempo
T para o qual ¢;(x) = x. Disso, se ¢r(x) = ¢;(x) para todo ¢, entdo ¢; € uma solucdo periodica
(6rbita periddica) de periodo 7. Assim como pontos de equilibrio, solugdes periddicas podem atrair
outras solugoes.
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Definicao 17 Sejam f : D c R* — R um campo vetorial de classe C*, 1 < k < oo, definido
no aberto D e ¢(t) = ¢(t, p) a orbita de f passando por p e definida no seu intervalo maximal
I, = (w-(p),ws(p)). Se w_(p) = —c0 e wi(p) = +00, definimos os conjuntos w-limite e a-limite
de p por

* w(p)={q € D: 3(t,), comt, — e ¢(t,) = q, quandon — oo};
* a(p)={q € D: 3(t,), comt, > —0 e ¢(t,) = q, quandon — oo},

Teorema 18 (Poincaré-Bendixson) [4, Teorema 7.11] Seja f : R*? — R? uma fungdo de classe
C!. Para a equagio % = f(x), se a semiérbita positiva y*(x) de um ponto x é limitada e w(x) ndo
contém pontos de equilibrio, entdo w(x) é uma orbita periodica.

A seguir temos um resultado que generaliza o Teorema 18 para o caso em que w(x) contém pontos
de equilibrio.

Teorema 19 [4, Teorema 7.15] Seja f : R> — R? uma funcéo de classe C'. Para o sistema (1),
se a semiorbita positiva y*(x) de um ponto x estd contida num compacto onde existe apenas um
nuimero finito de pontos de equilibrio, entao temos uma das seguintes alternativas:

a) w(x) é um ponto de equilibrio;
b) w(x) é uma orbita periodica;

¢) w(x) é a unido de um niimero finito de pontos de equilibrio e érbitas homoclinicas e hete-
roclinicas.

Em geral, ndo é possivel determinar se um sistema possui Orbitas periddicas ou ndo, mas existem
alguns critérios que permitem excluir a existéncia de orbitas periddicas.
Definicao 20 Consideremos
X1 = fi(xr,x2)
X2 = fo(x1,x2)
com f(x1,x2) = (f1(x1,x2), fo(x1,x2)), X = (X1,X2), um campo vetorial definido em um conjunto

aberto D c R%. O divergente de f, denotado por V - f, é definido por

0 0
V- f(x1,x2) = i(961,962) + ﬁ(xl,le
0xy 0x>

Teorema 21 (Critério de Dulac) /5, Teorema 2] Seja f: D — R? uma fungao de classe C L
Suponha que

i) D seja uma regido simplesmente conexa em R?;

ii) existe uma fungdo g: D — R, de classe C', sempre positiva em D, tal que V - g f é sempre
positivo em D, ou sempre negativo em D.

Entdo, o sistema x = F(x) ndo possui orbitas periodicas em D.
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3 Modelo SIS

Sabe-se que na populagdao humana uma doenca infecciosa, como a gripe ou a Covid-19, propaga-
se devido a combinacdo de caracteristicas patogénicas e ao comportamento humano. As carac-
teristicas patogé€nicas determinam as circunstancias sob as quais uma pessoa contagiosa pode infectar
outra. O comportamento humano determina a frequéncia com que essas circunstancias ocorrem.

Um individuo infectado pode ser ou ndo capaz de transmitir a doenca; caso seja capaz, € chamado
contagioso, infectante ou infeccioso.

Vamos considerar uma doenca infecciosa, para a qual ninguém tem, nem ganha imunidade.
Como exemplo, podemos citar o resfriado comum.

Consideremos uma populacdo de pessoas de tamanho N (constante), que pode ser dividida em
dois compartimentos:

* S - Suscetiveis: individuos que nao possuem a doenga e podem contrai-la.

* I - Infectados: individuos que possuem a doenga e podem contaminar outra pessoa.

Um individuo suscetivel pode contrair a doenca de uma pessoa infectada. O individuo suscetivel
torna-se infectado e mantém-se infectado até ficar curado. Posteriormente, o infectado volta a ser
suscetivel, haja vista que ndo existe imunidade a essa doencga.

Vamos supor que:

* a taxa com a qual os suscetiveis ficam doentes é proporcional ao produto da fracdo de
suscetiveis pela fracdo de infectados;

* ataxa com a qual os infectados ficam bem € proporcional a fracdao de infectados.

Seja S(7) a fracdo da populacdo que € suscetivel no instante ¢ e /(¢) a fracdo da populacio que
esta infectada no instante 7. Temos que S(z) > 0, I(r) > 0 e S(¢) + I(t) = 1. Por simplicidade,
vamos adotar S(z) = S e I(t) = I. Podemos entender tal situa¢ao no fluxograma abaixo:

O

Figura 2: Fluxograma do modelo SIS.

Y

Neste caso, § e y sao constantes de proporcionalidades positivas. Tal modelo € descrito pelo seguinte
sistema de equacoes diferenciais:
S= —BSI+vyI

I= pBSI-vyl. ®)

Somando as equacoes de (5), obtemos S+1=0. Assim, se S+ = 1 inicialmente, entdo S+1 = 1
posteriormente. Isto tem sentido dado que S e I sdo fracdes da populacao.
Além disso, como S+ 1 = 1, temos § = 1 — [ e reescrevendo a segunda equacao de (5), obtemos

[=BSI—yI=p(1-DI-yI=(B-y)I-pI" (6)
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3.1 A constante

Em modelos epidemioldgicos, a constante S € chamada coeficiente de transmissdo e € a taxa de
novas infec¢des quando todas as pessoas contatadas sdao suscetiveis. Simbolicamente:

pessoas contatadas

,8_

= - — - probabilidade de transmissao.
pessoainfectada - dia

Por definicao, B € o produto de dois termos, no qual o primeiro depende do modo de vida da
populacdo e pode ser mais alto para pessoas que moram na zona urbana, onde individuos entram em
contato com mais pessoas. Ja o segundo é uma propriedade da prépria doenga, o quao contagiosa

ela é. Neste caso, para o modelo (5) a unidade de 8 é —.
ia

3.2 A constante y

Sabemos que o fendmeno associado a y € a recuperacdo dos infectados. Inicialmente, vamos
supor que toda populacdo esteja infectada, ou seja:

I=—yI, 1(0)=1. (7

A solugdo da equagdo acima € () = e™”".

I = —ye ™" é a taxa com a qual I varia, sendo negativa por conta das pessoas estarem se curando.
Com isso, podemos pensar ao contrario e considerar —/ = ye™' como sendo a taxa com a qual as
pessoas se curam, que € positiva.

No fim, todos se curam:

o 00 00 —yt\®
/ —Idt = / ye dt = y/ e Vdt=vy (e ) =—(e")y = 1.
0 0 0 =Y o

Entdo, pelo valor da integral acima sabemos que —/ é uma fun¢io densidade de probabilidade.
Como as pessoas que ficam curadas no tempo t estiveram doentes durante um tempo t, podemos
calcular o tempo médio que as pessoas ficam doentes no intervalo 0 < ¢ < co que € dado por:

00 . ) ~ ) ~ y ~ s 1
/ —tldtz/ tye thtzy(/ te V'dt) = —(~ye Np—e )y = —.
0 0 0 Y Y

N S . .
Assim — indica o tempo médio que as pessoas ficam doentes. Da mesma forma, a unidade de y para
Y

esse modelo é —.
ia

3.3 Deducao do modelo SIS

Definimos s(#) como o nimero de individuos suscetiveis e i(¢) como o nimero de infectados no
instante ¢, de modo que s(7) +i(t) = N.
A taxa de novas infec¢des na populagao inteira no instante ¢ € obtida da seguinte forma:

novas pessoas infectadas  ~ s(7)

dia = N i@
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A infeccdo se alastra a uma taxa proporcional ao produto entre o ndmero das populacdes de
infectados e suscetiveis. Cabe mencionar que essa suposi¢ao advém da Lei da A¢ao das Massas da
Quimica. A taxa com a qual os infectados se recuperam é proporcional a i(z), com constante de
proporcionalidade y. Com isso, obtém-se o sistema:

§ = —Csi+yi
N (8)

[ = st —yi
Fazendo s = SN ei = IN em (8), obtém-se (5).

3.4 Equilibrios do modelo SIS

Fazendo I = 0 em (6), encontramos:
(B=1-BI=(B~y~-BNI=0,

ouseja, =0oul=1- Y sao equilibrios do modelo.

3.5 Linha de fase

Vamos ver o que se passa com as solugdes desenhando a linha de fase do modelo, representada
pelo eixo I, com pontos que representam os equilibrios e setas mostrando onde as solugdes crescem
e decrescem. O grafico de (6) é uma parabola e podemos utiliz-lo para desenhar a linha de fase e
ter uma melhor visualizagdo da variacao de 1.

Restringindo nossa linha de fase no intervalo 7 = {/:0 <1 < 1}, lembrando que y e 8 sdo
constantes positivas e reescrevendo (6) como:

f=(ﬁ—7—,81)1=,3(1—%—1)1,

vemos que existem dois casos:

* Se LS I,1- Y ndo esta em I e todas as solugdes em J tendem a O quando t — oo, pois

B
1 <0;

* Se Y < I,1- Y estaem I e interpretamos a linha de fase da seguinte forma:

B

— Todas as solugdes em 7 com 0 < 1(0) < 1 — % tendem a 1 — % quando t — oo, pois
I > 0. Por outro lado, se t — —oo, todas as solugdes nesse intervalo tendem a 0O;
— Todas as solucdes em 7 com 1 — % <I(0) < ltendema l — % quando t — oo, pois

[ < 0. Por outro lado, se t — —oo, todas as solucdes nesse intervalo tendem a 1;
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Figura 3: Linha de fase para % < 1.

3.6 O numero de reproducao basico R,

O ndmero bésico de reproducdo, Rp, € o nimero médio de individuos infectados por cada
individuo infectado quando uma doenca € introduzida em uma populagado, pressupondo que todos os
individuos que se encontram com individuos infectados sdo suscetiveis a doenca. No modelo SIS,
Ry representa o nimero de novas infeccoes causadas por dia por cada individuo infectado vezes o
tempo médio de dias que um individuo permanece infectado. Desse modo, temos:

1
Ro=B8-—= E
Y v
A seguir, vamos mostrar o comportamento das solucoes de (6) em fun¢ado de Ry.
Teorema 22 Considerando a equacgao (6), pode-se atestar que:

i) Se Ry < 1, o equilibrio I = 0 é um atrator;

ii) Se Ry > 1, o equilibrio I = 0 é um repulsor, e [ = 1 — % é um atrator.

Demonstracio 2 Sejal = f(I) = (B—y)I-BI*. Utilizando a linearizagdo, temos f (I) = B—y—2p1.

Podemos verificar que f(0) =B —-vye f (1 - %) = —(B - y). Portanto,
e se Ry < 1, entdo B < ye f(0) = B—y < 0. Dessa forma, pelo Teorema de Hartman-Grobman
(Teorema 14), o equilibrio I = 0 é um atrator.

« Se Ry > 1, entdo B > ye f(0) = B—vy > 0. Logo, pelo Teorema de Hartman-Grobman
(Teorema 14), o equilibrio I = 0 é um repulsor. Além disso, 1 — % €l e f( - %) =

—(B—1v) <0, de onde segue que o equilibrio 1 — Y é um atrator.

3.7 Solucoes do modelo SIS

Para a maioria das equagOes diferenciais € dificil escrever a forma explicita de suas solugdes.
No entanto, podemos escrever explicitamente a solucao do modelo SIS para entender seu compor-
tamento.

PAULINO, K. V. T. Estudo qualitativo de modelos epidemioldgicos. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 1,
p. 36-60, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023036060 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

47



" of
=
=)

2
Vamos considerar a equacao (6) com f =2ey = 1. Assim, Ry = 1= 2 > 1. Escrevendo

I I temo
=, s:
dt e
= =1-2/° 9
o7 )

. 1 ~ <~ . ~
No intervalo 0 < I(1) < > vamos encontrar a solucao geral da equacdo acima usando separacao de

variaveis e fracoes parciais. Escolhemos um intervalo onde os argumentos dos logaritmos que vao
aparecer sao positivos, nao necessitando tomar os valores absolutos. Resolvendo (9), temos:

dI
— =1-2I?
dt
dl
— = dt
[-2]2

(10)
[+55=[a
I-2I2

[
_— = Cl.
[—212 !

Decompondo o integrando 7 em fracOes parciais, obtemos

212

1 1 A B A(1-2)+BI _A-2AI+BI

= = — 4+ = =
=212 1(1=-21) I 1-21I 1(1-2I) 1(1-2I)

Dai, pela igualdade acima
I(-2A+B)+A =1,

oqueimplicaA=1e B =2.
Pelo primeiro membro de (10):

dl 12
T - I
/1—212 /(1+1—21)d

1 2
L
,/Id YT
=Inl —1In(1 -2I) + c;.

Portanto, resolver a equagao (10) equivale a resolver a equagao
In/—In(1-2I)+cy=t+cy,

cuja solugao é

I(r) = (11

et +2A°
comA=¢e>0ec=c|—cs.

Por substitui¢ao na equacao diferencial, vamos verificar que todas as funcoes da forma (11) sao
solugdes do sistema. A constante A € determinada pela condigao inicial 7/(0) = Iy. Pois bem,
substituindo (11) em (9), temos do lado esquerdo:

dl  -A(-e™) = Ae”!
dt  (e'+24)2 (et +2A)%
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Em contrapartida, do lado direito temos

2
A A
=217 -2
e T+2A (e‘f +2A)

A 5 A?
e"+2A (et +2A)2
_A(e™' +24) - 24A?

- (e7? +2A)2
Ae! +2A% —2A2
(e7?+2A)2
_ Ae™!
(et +24)2

Usando a expressao (11), podemos calcular o limite quando o tempo aumenta e retrocede, para ver

0 que acontece com a solugdo no intervalo 0 < I(f) < 5 Com efeito:

: : A A 1
. llml(t):hm—:—:_;
t—00 t—o et +2A 2A 2
A
o 1 It = 1 _— =
Jim I(1) = lim —————

Esses limites sao observados na linha de fase (reveja a Figura (3)) do modelo.

3.8 Discussao dos resultados

Estudando o modelo qualitativamente, verificamos que dada uma condicdo inicial, a doenca
vai extinguir-se ou o nimero de infectados poderd tender a uma constante positiva (tornando-se
endémica), dependendo do valor de Ry. Se Ry < 1 o nimero de infectados decresce e a doenga
extingue-se, mas, se Rgp > 1, o nimero de infectados cresce ou decresce (dependendo da condi¢ao
inicial) até um equilibrio com 7 # 0. Pelos resultados, basta um tnico individuo contrair a doenga
para que esta se espalhe até o equilibrio endémico ser atingido. E claro que na pritica devemos
pensar na probabilidade de um unico individuo infectar alguém, podem ser necessarios algumas
pessoas. Modelos Estocésticos quantificam essa probabilidade da doenca se espalhar para um
nimero pequeno desses individuos.

Mudangas no comportamento da populagado interferem diretamente no valor de Ry, pois podemos
controlar o valor de 8 através de medidas de controle, como o uso de mdscaras e quarentena que
ajudam a diminuir o nimero de pessoas contatadas por pessoa infectada.

Exemplos de solucdes para diferentes condicdes iniciais sao mostrados nas figuras (4) e (5).

4 Modelo SIR

Consideremos uma doencga infecciosa da qual as pessoas se recuperam e ficam com imunidade
completa, como exemplo a Hepatite A. Assumindo que a imunidade é permanente e a populacao é
constante, vamos dividi-la em trés compartimentos:
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Figura4: Ry < 1,(8=0.3,ey =0.4). Figura5: Ry > 1, (8=0.7ey =0.5).

* S - Suscetiveis: sem doenca e sem imunidade.
* I - Infectados: que possuem a doenga e sao contagiosos.
* R - Recuperados: sem a doenca e imunes.

Quando alguma fracdo da populagao nao é suscetivel a doenca por alguma razdo genética,
comportamental, imunoldgica etc, podemos incluir essa fracdo no compartimento de recuperados
desde o inicio. Vamos representar o fluxograma do modelo SIR da seguinte forma:

Figura 6: Fluxograma do modelo SIR.

O modelo SIR ¢ descrito pelo sistema de equacoes diferenciais:

S =—pBSI
[=pSI-yI . (12)
R=vyI

As constantes 5 € y tém o mesmo significado do modelo SIS. Portanto, podemos definir o nimero
de reproducao basico, Ry, como anteriormente:

1
Rozﬁ';zg.

Temos que S(¢) > 0, I(t) > 0 e R(¢t) > 0. Somando as trés equagdes de (12), verificamos que
S+I1+R =0, portanto, se inicialmente S+ 7 + R = 1, posteriormente a igualdade se mantém. Assim,
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podemos reduzir o sistema (12) para duas equacdes, pois encontramos R(¢) por meio da equacio
R(t) =1 - S(t) — I(t). Reescrevendo as equagdes, encontramos:

S=-pSI
: p . (13)
I =BSI-vyI
Isso faz com que possamos visualizar o retrato de fase do sistema no plano, ajudando-nos a entender

o comportamento das solugdes.

4.1 Retrato de fase

Vamos restringir o retrato de fase do sistema ao tridngulo
A={(S,1): $>20,1>0,S+1<1},
que € a nossa regido de interesse. Para desenhar o retrato de fase, vamos utilizar as nuléclinas do
sistema. Note que
e seS=0,entdio S=0o0ul =0;

. sesz,entéoSz%ouI:O.

Quando as taxas sao nulas simultaneamente, encontramos os pontos de equilibrio do sistema.
Com isso, para § = [ = 0, concluimos que a reta I = 0 representa os equilibrios do modelo (13).

As nuléclinas dividem o plano em regides abertas nas quais S e / tém sinal constante. Os
sinais em cada regido vao determinar em que quadrante os vetores se encontram. Para observar o

comportamento do sistema, vamos reescrever (13) como:

Considerando o espaco de fase A, ha dois casos Ry = — < 1 e Ry = = > 1. No primeiro caso,
Y Y

Y s leno segundo% < 1.

Para Y > 1, observamos que
esel>0eS=0,entiol <0e S =0;
esel>0eS>0,entdiol <0e S <O.
Agora, considerando % < 1, vemos que
esel>0eS=0,entiol <0e S =0;

. seI>OeO<S<Z,entéof<OeS<0;

PAULINO, K. V. T. Estudo qualitativo de modelos epidemioldgicos. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 1,

p. 36-60, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023036060 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index
51



8§ =-0.28l 5°=-0.9sI
I"=0.281-0.41 I'=0981-04l
1

W L v,
| ngfit./z/
1) //

0.8

08

!
!

AR LR R

08

P e

07

06

05

04

03

D S

02

e e e e e e e e e < e e ]

Pl ———— =
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. seI>OeZ<S£1,ent€10i>OeS<0.

Analisemos o campo vetorial de (13) para Ry < 1 e Ry > 1.

* Se Ry < 1, todas as solugoes (S, I) que comecam em A* = {(S,1): $>0,1>0,S+1 < 1}
tendem a linha de equilibrio 7 = 0.

* Se Ry > 1, A* é dividido em dois pela nuldclina S = Y Podemos verificar que

Y - . L.
- seS > ,E’ a fracdo de infectados cresce e a de suscetiveis decresce;
—-seS< %, a frac@o de infectados e suscetiveis decresce.

Podemos verificar o comportamento descrito acima nas Figuras (7) e (8).

4.2 Orbitas do modelo SIR

O comportamento de solugdes proximas ao equilibrio (S, 0) € provado analiticamente neste caso,
pois podemos calcular explicitamente uma fun¢do que é constante ao longo das curvas de solugdo.
Inicialmente, escrevemos (13) como:

B _psi
& (14)
E_’B -y

Observe que a inclinagao do campo vetorial do espago S € encontrada dividindo a segunda equagao
de (14) pela primeira:
dl SI -yl
a _pS=yt_ .7 (15)
dsS -BSI BS
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Integrando ambos os lados de (15), encontramos:

1:u&:-s+%m5+a c eR. (16)

Aqui, encontramos uma func¢do que é constante ao longo das curvas de solucdo. As funcdes
encontradas em (16) sdo chamadas curvas invariantes, pois uma solucdo que comega na curva
permanece nela. Neste caso, as curvas invariantes sao unides das 6rbitas do modelo (13). Portanto,

. L. . . . Y . .
existe uma tnica curva conectando cada ponto de equilibrio no intervalo =~ < § < 1 a um equilibrio

no intervalo 0 < § < Z.

4.3 Discussao dos resultados

Estudando qualitativamente o modelo, para Ry < 1 todas as solucdes do sistema tendem a linha
estavel de equilibrio I = 0.

Se Ry > 1, vamos supor que uma epidemia comece num estado populacional (S, ) = (S1,0), com

Y < S; < 1. S; € a fragdo inicial de suscetiveis. Quando a doenga € introduzida, / se torna

ligeiramente positivo, digamos /1, fazendo com que o nimero de infectados aumente e o nimero de
e e . , L. Y . . .
suscetiveis diminua. Com o tempo, o nimero de suscetiveis se torna E e posteriormente cai abaixo

desse valor. A fragdo populacional recuperada mais infectada quando S = % ¢ chamada Imunidade
de Rebanho e definida por:
R+1=1-2.
B

Quando essa fracdao populacional ja ndo € mais suscetivel a doenca, ela comeca a extinguir-se. A
. . . L. . . Y , . . .
partir dai, o nimero de suscetiveis cai abaixo de - e o nimero de infectados comeca a cair também.

No final da epidemia, a fracdo da populacdo suscetivel € S, com 0 < S, < Y

A figura (9) ilustra o comportamento descrito acima para S1 = 0.93.
Analiticamente, se a curva (16) passa por (S, 0), entdo:

0=—-S;+2InS; +c
B
Y
c = S] - —111S1.
B
Como a curva também passa por (53, 0) temos:
Y
0==-S+=InS>+c¢
B
0= —Sz+%lnS2+Sl — ZlnSl

B
o:—wz—&)+%an&-4ma):ng.

Logo, dado S| também podemos encontrar o valor de S, pela equacdo acima.
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Figura 10: Variacdo de S, I e R do modelo SIR

Verifiquemos o comportamento das fragdes populacionais para Ry > 1 com 8 =09ey =04
sob a condicdo inicial (S, 7, R) = (0.93,0.02,0.05), lembrando que R inicial contem a fracdo da
populacdo imune a doenca por questdes genéticas, imunoldgicas, etc. Pela figura (10), o valor de

saida para a fracdo de suscetiveis € de S» = 0, 18. Além disso, a imunidade de rebanho € dada por

0.4 0.4
I - — ~ 0.55. Quando § = — = 0.45, se repararmos na curva de / ela atinge seu pico e comeca a

0.9 0.9
cair. Neste caso, a vacina¢ao € uma 6tima medida de controle para controlar o numero de infectados
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de doengas modeladas pelo sistema (12), pois a fracdao de suscetiveis diminui e por consequéncia a
imunidade de rebanho € atingida.

5 Modelo SIR com perda de imunidade

Consideremos uma doenga infecciosa para a qual a imunidade pode ser perdida com o tempo,
como exemplo podemos citar a Influenza A(H1N1). Neste capitulo, vamos utilizar o modelo SIR
com alguns termos adicionais:

S =—BSI+pR
I=p8SI-yI : 17)
R =vyI-pR

O fluxograma do modelo estd representado abaixo:

Figura 11: Fluxograma do modelo SIR com perda de imunidade.

Os novos termos indicam que os individuos se transferem do compartimento R (onde estao imunes)
para o compartimento S a uma taxa proporcional a R. Aqui, — representa o tempo médio antes da
P

perda de imunidade.

E fécil verificar que S+ / + R = 0. Entdo, se S+ I+ R = 1 inicialmente, teremos S + I + R sempre
igual a 1. Logo, vamos reduzir o modelo para duas equagdes e obter R(7) de R(¢) = 1—S(¢) — I(1).
Reescrevendo (17), temos

S=-BSI+p(1-S-1)

I =pBSI—-yI (1%

Assim como nos modelos SIS e SIR, definimos:

5.1 Retrato de fase
Vamos restringir o retrato de fase do sistema (18) ao tridngulo
A={(S,1): $§>0,1>0,S+1<1},

que € o nosso espaco de fase.
Comecemos por encontrar as nuldclinas de (18). Temos:
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No primeiro caso temos uma hipérbole com dois ramos, ja no segundo, duas retas.
Ha pontos de equilibrio onde as nuldclinas se intersectam, ou seja, quando S = / = 0. Com isso,

identificamos que (1,0) e (Z plB- 7)) sdo equilibrios do sistema.

B Blp+7v)
Como estamos interessados na regidao A, devemos considerar Ry < 1 com % >1leRyp>1com

Z<1.

B

Vamos analisar o campo vetorial de (18) para Ry < 1 e Ry > 1, respectivamente.
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Figura 12: $=0.6,y =1.2e p =0.15. Figura 13: 5 =0.6,y =0.2e p = 0.15.

« Para o caso em que Ry < 1, todas as solugdes tem / < 0 para I > 0. Todas estdo tendendo

para o equilibrio (1,0). Neste caso, o equilibrio (Z, PPy (B - 7/)) nao estd em A, pois Y.
B Blp+y)
* Para o caso em que Ry > 1, as solugdes circulam em torno do equilibrio (Z, p—(,B _ Y))
B Blp+7v)

espiralando em direcdo a ele.

Vamos verificar, a seguir, a veracidade das tltimas afirmacoes.

5.2 Equilibrios do modelo SIR com perda de imunidade

Inicialmente, analisemos a estabilidade do ponto de equilibrio (1,0) para o caso de Ry < 1 e
Ry > 1.

Teorema 23 O ponto de equilibrio (1,0) do sistema (18) é do tipo
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i) Atrator, quando Ry < 1;

ii) Sela, quando Ry > 1.

Demonstracao 3 Para o modelo SIR com perda de imunidade, a matriz de linearizagdo é dada por:

o5 05
9s oL | = | BL=p BS-p (19)
o1 ol B pS-y |
as 01
Substituindo (S, 1) = (1,0) em (19):
as as
oS oI |_| P B-p
AR @
oS o1
Os autovalores da matriz (20) sdo A1 = —p e Ay = B —y. Temos que A é negativo. Ja A, é negativo

quando Ry < 1, pois B < v, e positivo se Ry > 1, pois 8 > 7y. Portanto, (1,0) é um ponto de
equilibrio hiperbolico e pelo teorema de Hartman-Grobman (Teorema 14), é atrator quando Ry < 1
e sela quando Ry > 1.

Agora, estudemos a estabilidade do ponto de equilibrio endémico.

Teorema 24 O ponto de equilibrio (Z pB=7)

B’ Blp+7)

) do sistema (18) é atrator quando Ry > 1.

Demonstracdo 4 Em (S,1) = (Z, M) a matriz de linearizagdo é dada por:
B B(p+y)
oS 0S8 _pﬁ—y_p o p
0§ 9l | = Pty
al oI pﬂ—y 0 @D
oS oI p+y

Pelo plano determinante de tragos, sabemos que a soma dos autovalores é o traco da matriz e a
multiplicacdo dos autovalores o determinante. Assim, tem-se:

DAY,
vl PR - Pr_, (22)
0 0 p+y
ptvy
e
B—v
—-p +y_,0 -y —p
det| PgY, =p(B=7). (23)
o, 0
pt+y

Se Ry = é > 1, por (22) e (23) vemos que tr < 0 e det > 0. Com isso:
Y
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* A1 e Ay sdo ambos negativos e pelo teorema de Hartman-Grobman (Teorema 14), o ponto de
equilibrio é atrator;

* A1 e Ay sdo um par conjugado complexo a + i3, com a < 0, e portanto, pelo teorema de
Hartman-Grobman (Teorema 14), o ponto de equilibrio representa um foco atrator.

Os teoremas acima fornecem informagdes sobre o comportamento das solugdes do sistema (18)
proximas a seus pontos de equilibrio. Contudo, podemos analisar se mais solucdes definidas em
AT ={(S,I): $>0,1>0,S5+1 < 1}possuem comportamento similar. E o que faremos na préxima
secao.

5.3 Estabilidade global do modelo SIR com perda de imunidade

O triangulo A € um subconjunto fechado e limitado do plano. Para o sistema (18), as solucdes
que comecam em A permanecem em A. Para ver isso, basta verificar se as solucdes nao podem
escapar dos limites.

Uma solucdo que comeca em S + I = 1 aponta para dentro de A. Para constatar esse fato,
considere a fung¢do V (S, 1) = S + I e escreva o sistema (18) na forma vetorial

(S,1)=F(S,I) = (-BSI+p(1 =S —1),8SI —vI),
e calcule V:

VV(S,I)-F(S,1)=(1,1) - (=BSI+p(1 =S —1),BS] —yI)
=-BSI+p(1-S—-1)+BSI -yl
=p(1-8S-1)-yI
=—-p(S+I1-1)-yI
=-—yl <0, sel>0.

Assim, a taxa de variagdo de V(S, ) ao longo das solugdes do sistema SIR diminui na regido
I > 0. Portanto, se uma solu¢ao comecarem A* com S+17 = 1, entdo S+/ vai diminuir imediatamente
e a solugdo entrard em A.

Para o caso I = 0 (respectivamente S = 0), podemos considerar V (S, 1) = I (respectivamente
V(S,I) =8)epeloTeorema 16, I = 0 e S = 0 sdo invariantes, ou seja, qualquer solu¢do que comece
em / = 0 (respectivamente em S = 0) permanecerd em I = O (respectivamente em S = 0).

A seguir temos um resultado que nos garante a ndo existéncia de orbita periddica em A™.

Teorema 25 O sistema (18) ndo possui orbita periodica.

1
Demonstracdo 5 Consideremos a funcdo g(S,I) = 7 para I > 0. Multiplicando o segundo

membro das equagoes do sistema (18) por g(S, I), encontramos:

S:—ﬁ5+§(1—5—1) o
i:ﬁS—y

A divergéncia de (24) é dada por:

BN ol Jo,
S, D+ —(S,H=--E
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que é negativa para I > 0. Logo, pelo critério de Dulac (Teorema 21), o sistema (18) ndo possui
orbitas periodicas em A*.

Entdo, pela definicao (7) ndo existem solu¢des homoclinicas e heteroclinicas e pelo teorema 19:

* todas as solugdes do sistema (18) em A* se aproximam do equilibrio (1,0), quando Ry < 1 e
t — oo,

* todas as solugdes do sistema (18) em A* se aproximam do equilibrio (Z pB=7) ) quando

B’ Bp+7y)

Ry>1let — co.

5.4 Discussao dos resultados

Analisando qualitativamente o sistema, foi estudado a estabilidade dos equilibrios do modelo e o
comportamento local (préximo aos pontos de equilibrio) e global das solu¢des. Pensando no niimero
de reproducgdo bdasico, se Ry < 1 todas as solucdes do sistema se aproximam do equilibrio trivial
(1,0) que € um atrator global. Para Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico existe e é globalmente
assimptoticamente estavel. Isso indica que quando o coeficiente de transmissao S da doenca € alto,
o modelo epidemiolégico tende a um valor constate de infectados I > 0 e a doenga persiste na
populacdo. Por outro lado, se 8 for pequeno o suficiente para que 8 < y, independente da condi¢cao
inicial, o numero de infectados cai até / = 0 e a doenca desaparece. Na Figura 14, ilustramos o
comportamento das fracdes populacionais para Ry > 1, com 8 = 0.6, y = 0.2 e p = 0.15, sob a
condi¢do inicial (S, 7, R) = (0.9,0.02,0.07).

1.0
Suscetiveis
Infectados
Recuperados
0.8
©
s
‘o 06 T
1]
=
(=9
o
o
3 0.4
o A -
L = —
0.2 1
0.0
0 5 10 15 20 25 30

Tempo/dias

Figura 14: Variacdo de S, I ¢ R do modelo SIR com perda de imunidade

Podemos observar que a fracao de infectados depois de certo tempo se torna constante em / ~ 0.3.
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6 Conclusao

A teoria qualitativa nos permitiu estudar o comportamento de trés sistemas epidemiolégicos
de dinamica populacional propostos por [2]. Cada um possui suas caracteristicas préprias, e
diante disso, utilizamos resultados e ferramentas diversas. Através da andlise da estabilidade dos
equilibrios, encontramos o comportamento local proximos a esses pontos e global das solugdes,
além de mostrar a ndo existéncia de oOrbitas periddicas quando necessario. Utilizamos o Nimero
Basico de Reprodugdo R( para avaliar a intensidade de transmissao de uma doenga. Esse valor
determina se epidemias se espalhardao ou serdo erradicadas no decorrer do tempo.

Referéncias

[1] KERMACK, W. O.; MCKENDRICK, A. G. A contribution to the mathematical theory of
epidemics. Proceedings of the Royal Society of London A, v. 115, n.772, p. 700-721, 1927.

[2] LOPEZ-FLORES, M. M.; MARCHESIN, D.; MATOS, V.; SCHECTER, S. Equacdes
diferenciais e modelos epidemioldgicos. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, 2021.

[3] HIRSCH, M. W.; SMALE, S.; DEVANEY, R. L. Differential equations, dynamical
systems, and an introduction to chaos. 2nd ed. San Diego: Academic Press, 2015.

[4] BARREIRA, L.; VALLS, C. Equacdes diferenciais ordinarias: teoria qualitativa. Sao
Paulo: Livraria da Fisica, c2012.

[5] PERKO, L. Differential equations and dynamical systems. 3rd ed. New York: Springer,
2001.

PAULINO, K. V. T. Estudo qualitativo de modelos epidemioldgicos. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 1,
p. 36-60, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023036060 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

60



	Introdução
	Resultados preliminares
	Resultados de EDO's

	Modelo SIS
	A constante 
	A constante 
	Dedução do modelo SIS
	Equilíbrios do modelo SIS
	Linha de fase
	O número de reprodução básico R0
	Soluções do modelo SIS
	Discussão dos resultados

	Modelo SIR
	Retrato de fase
	Órbitas do modelo SIR
	Discussão dos resultados

	Modelo SIR com perda de imunidade
	Retrato de fase
	Equilíbrios do modelo SIR com perda de imunidade
	Estabilidade global do modelo SIR com perda de imunidade
	Discussão dos resultados

	Conclusão

