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A inversa generalizada de uma matriz e a sua
obtencao através de algoritmos

The generalized inverse of a matrix and its obtainment
through algorithms

Resumo
O conceito de inversa generalizada de uma matriz € um assunto
relativamente recente e nas ultimas décadas este conceito en-
controu uma série de aplicagdes em muitas areas da ciéncia e
tornou-se uma ferramente util para matematicos aplicados, en-
genheiros e fisicos que trabalham, por exemplo, com anélise de
dados, problemas de otimizacao, solu¢ao de equagdes integrais
lineares e outras.
O tema inversa generalizada de uma matriz é pouco explorado
em trabalhos de conclusao de curso de graduacao e dissertagao
de mestrado, talvez pelo assunto ndo ser ministrado no curso
regular de graduagdao em matematica.
Neste trabalho exploraremos os algoritmos que permitem a
obtencdo da inversa generalizada de matrizes reais e, em es-
pecial, a inversa de Moore-Penrose conhecida também como
pseudoinversa que é uma das mais importantes inversa genera-
lizada de uma matriz.
Palavras-chave: Inversa Generalizada. Inversa de Moore-
Penrose. Pseudoinversa. Algoritmos.

Abstract
The concept of generalized inverse of a matrix is a relatively
recent subject and in the last decades this concept has found a
number of applications in many areas of science and has be-
come a useful tool for applied mathematicians, engineers and
physicists who work, for example, with data analysis, optimiza-
tion problems, solution of linear integral equations and others.
The generalized inverse theme of a matrix is litte explored in
undergraduate course conclusion works and master’s disserta-
tions, perhaps because the subject is not taught in the regular
undergraduate course in mathematics.
In this work we will explore the algorithms that allow obtaining
the generalized inverse of real matrices and, in particular, the
Moore-Penrose inverse, also known as pseudoinverse, which is
one of the most important generalized inverses of a matrix
Keywords: Generalized Inverse. Moore-Penrose Inverse.
Pseudoinverse. Algorithms
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1 Introducao

A definicao classica de inversa de uma matriz estabelece que uma matriz quadrada A de ordem
n admite inversa, quando existir uma outra matriz A~! também quadrada de ordem 7 tal que

AAT ' =AlA=1,, (D)

sendo /,, a matriz identidade de ordem n.

Assim, a existéncia da inversa estd restrita somente as matrizes quadradas e nao-singulares, isto
€, matrizes que possuem posto igual a n (posto completo). A partir desta defini¢ao verifica-se que
sao vélidas as seguintes propriedades:

P;. Se A~! existe, entdo ela é tnica. Py. (A"H1=A.
P3. (AT)™1=(Aa"DT, Ps. (AB)"' = (B 1A7)).
Ps. det A7l = ﬁ

Em situacdes problemas, como por exemplo, que envolvam a solugdo de sistemas lineares do
tipo Ax = b, sendo A uma matriz quadrada de ordem » e ndo-singular. Sabendo que, se o sistema é
consistente, sua solugdo € tnica e € dada por

x=A""p. )

Entretanto, existem situagdes que esses requisitos nao se cumprem, ou seja, quando a matriz A
nao € quadrada, ou mesmo sendo quadrada apresenta posto incompleto. Uma abordagem para tratar
destas situagdes envolverd a utilizagao do conceito de inversa generalizada de uma matriz.

Uma matriz A, ndo quadrada, do tipo m X n nao possui inversa nas condicdoes que vimos
anteriormente. Mas, pode admitir uma matriz A}, do tipo n X m, tal que AA}, = I,;, ou uma outra
matriz Ay, também do tipo n X m tal que A, A = I,. Estas matrizes A}, e A}, recebem os nomes
de inversa generalizada de A a direita, e inversa generalizada de A a esquerda, respectivamente. As
propriedades acima e mais detalhes, o leitor pode consultar a referéncia [1].

1 -2
Exemplo1l A marriz A, = |0 1 é uma inversa generalizada a direita da matriz
0 0],
X2
1 23
a=ly 13l
01 2],,
1 -2
De fato, A.A} = 123 0 1 = 10 = 1.
D 01 2], 0 1
X3 0 0 2x2
3x2
Convém destacar que uma matriz pode admitir mais de uma inversa generalizada a direita (ou a
0 O
esquerda). Amatriz | 2 -3 também € uma inversa generalizada a direita de A.
-1 2
3x2

2 A inversa generalizada de uma matriz

Da defini¢io da inversa classica de uma matriz A que AA™' = A~'A =1, , temos que
AATTA=A, 3)
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e desta igualdade iniciamos a ideia de inversa generalizada de uma matriz qualquer.

2.1 Caracterizacao da inversa generalizada

Definicao 2 (Ver referéncias [2] e [3]) Seja A uma matriz de ordem m X n. Dizemos que a matriz
A~ de ordem n X m é uma inversa generalizada de A ou g-inversa de A, quando

AATA=A. “4)

A inversa generalizada também é conhecida com a denominagdo de inversa condicional.

1
0

0

Exemplo 3 A matriz A~ = 0

= O

] ¢ uma inversa generalizada da matriz A =

1
ol [s
2

Toda matriz A, quadrada ou retangular, possui uma inversa generalizada, e ndo € dnica, exceto
quando A é ndo singular, neste caso A~ = A~L.

\S el
WO

1
0

= O

1 0
De fato, AATA=(0 2 [
25

wn o
Il
Do =
wm o
Il
>

29

4

O leitor poderd verificar que a matriz B = [ 4 3 P ] também € uma inversa generalizada
9 9 9

de A denominada de Moore-Penrose como veremos mais adiante.

8

Proposicao 4 (Ver referéncia [2]) Seja Ax = b um sistema linear consistente. Entdo, xo = A"b é
uma solucdo do sistema se, e somente se, AA"b = b.

Demonstragdo. Seja xo = A~b uma solucao do sistema Ax = b. Multiplicando por AA™ ambos os
membros da equacdo Ax = b temos AA”Ax = AA™b, entdo Ax = AA™b. Portanto, b = AA™D.

Por outro lado, considerando xo = A™b, entdo Axg = AA™b. Mas, por hipotese AA™b = b.
Assim, Axg = b. Portanto, xo = A~b € solugdo do sistema Ax = b.

Proposicao S (Ver referéncia [2]) Considere um sistema consistente Ax = b. Se xo = A™b é uma
solucdo particular do sistema, entdo a sua solucdo geral é dada por

xX*=A"b+(I,—A"A)h, 5)
sendo A~ qualquer inversa generalizada de A, I,, a matriz identidade de ordem n e h um vetor coluna
n-dimensional chamado de parametro.

Demonstracdo. Mostremos inicialmente que xo dado em (5) € solucao do sistema Ax = b. De fato,
Axo=A[A b+ (I, —-A"A)h | =AATb+A(l,—A"A)h = AAb + (Al, — AA” A)h. Pelo fato do
sistema Ax = b ser consistente, entdo AA™b = b (Proposicao 4) e como AA~A = A (Defini¢ao 2),
entdo Axg = b + (A — A)h. Logo, Axg = b. Portanto, xy € solugcdo de Ax = b.

Agora, mostremos que toda solucao do sistema Ax = b € da forma dado em (5). Seja x; uma
solucdo do sistema Ax = b. Assim, Ax; = b, entdo A" Ax; = A™b. Logo, 0 = A™b — A” Ax;.
Somando-se x; a ambos os membros desta ultima igualdade, temos: x; = A™b +x; — A" Ax| =
A™b + (I — A~ A)x;. Portanto, x; é da forma de x.

Se AA™ = I,, o sistema tem solu¢do tnica, caso contrdrio o sistema possui infinitas solugoes
parametrizadas pelo vetor A.
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3 Métodos de obtencao da inversa generalizada

3.1 Obtencao da inversa generalizada

Podemos obter a inversa generalizada de uma matriz de forma anéloga a obtencdo da inversa
classica.

10
Exemplo 6 Determinemos a inversa generalizada da matriz A={0 2 |.
25
1 0] 100 1 0] 100 1 0] 1 0O 1 o] 1 O
02]010|~l02] 010[~01 ] 03o0o|~l01] 0 1
251 001 05| -2 01 05| -201 00|—2—%
Ly — Ly —2L,; L, - 1L, Ly — Ly — 5L,
1 0 0] 1 0 10
Logo, {0 3 O|.[0 2[=|0 1].
-2 -3 1] [25 00
1 00 0 10
Consequentemente, 0oLl o .10 2 =10 1 .
2 2x3 |2 5 2x2
3x2
_ 1 0 . . . .
Portanto, A~ = 0 L o| ¢umainversa generalizada da matriz A.
2

3.2 Algoritmo de Searle

Em [2] observamos que a inversa generalizada de uma matriz A pode ser obtida através do
algoritmo descrito a seguir, denominado de Algoritmo de Searle, apresentado em 1971.

1. Encontre uma submatriz B de A de posto igual ao da matriz A.

2. Obtenha a matriz transposta da inversa da matriz B, isto é. (B~1)7.

3. Construa a matriz C substituindo a matriz B escolhida em A pela matriz (B~')” e complete
com “zeros” o restante da matriz até chegar na dimensao da matriz A.
4. A transposta da matriz C é a inversa generalizada de A, ou seja, A~ = CT.
1 0
Exemplo 7 Determinemos a inversa generalizada da matriz A = |1 -1 2|, utilizando o
31 2

algoritmo de Searle.

I 1
I -1

Escolhendo a submatriz B cujo posto € igual ao da matriz A, calculemos (B~

_ . -1 -1 L1 _ L1
Blzdeﬁ.ad]B:—%[_l 1]:[ _21]. Logo, (B I)T:[% il
2

2 2 2

Como det A = 0, e o determinante da submatriz B = [ ] = -2 # 0, entdo, posto A = 2.

1)T.

1=l
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Substituindo (B~!)” na matriz A no lugar da submatriz B e completando com zeros os demais

L1

' 2 2
elementos, obtemos a matriz C = % —% 0
0O 0 O

A inversa generalizada de A € dada pela transposta de C, ou seja,

QO ==
S O O

A proposi¢do a seguir garante que uma matriz sempre admite infinitas inversas generalizadas.

Proposicao 8 (Ver referéncia [3]) Sejam A uma matriz de ordem m Xn e A~ de ordem n X m uma
inversa generalizada qualquer de A. Entdo,

AT+ M- A"TAMAA™ (6)
¢é uma inversa generalizada de A, sendo M uma matriz arbitraria de ordem n X m .

Demonstragdo. De fato, seja B=A"+M — A"AMAA™, entdo
ABA=A(AT+M-ATAMAA™)A=AATA+AMA-AA"AMAA A= A+ AMA-AMA = A.
Portanto, B=A"+ M — ATAMAA™ é uma inversa generalizada de A.

4 A Inversa de Moore-Penrose

O conceito de inversa generalizada, denominacao dada a inversa de matrizes quadradas singulares
ou matrizes nao quadradas, surgiu em 1920 nos trabalhos de Eliakim H. Moore. Pouco se fez nos
anos seguintes, até aproximadamente 1950, quando surgiram alguns trabalhos envolvendo relacoes
entre inversa generalizada e solucdo de problemas de minimos quadrados. Em 1955, o britanico
Sir Roger Penrose, fisico, matematico e filos6fo da ciéncia (ganhador do prémio Nobel de Fisica de
2020) define a inversa generalizada de maneira diferente de Moore, prova que toda matriz admite
uma Unica inversa generalizada desde que satisfaca alguns critérios, denominados de condicoes de
Penrose. Mostra também que sua defini¢do de inversa generalizada coincide com a de Moore, dai
hoje ser conhecida como inversa de Moore-Penrose, ou simplesmente pseudoinversa [5].

4.1 Caracterizacao da inversa de Moore-Penrose

Definicio 9 (Ver referéncia 3) Seja A uma matriz de ordem m X n. A matriz denotada por AT é
chamada de inversa de Moore-Penrose de A, ou simplesmente pseudoinversa de A, se os critérios a
seguir, denominados de condicoes de Penrose, forem satisfeitos:

(1) AATA = A.

(2) ATAAT = AT.

(3) AAT é simétrica, ou seja, (AANHT = AAT.

(4) ATA é simétrica, ou seja, (ATA)T = ATA.
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Embora, AAT desempenha o papel de matriz identidade na pré multiplicagio por A e na pés-
multiplicacdo por AT, respectivamente, nas propriedades (1) e (2), estas matrizes s6 serdo iguais
identidade em situagdes especiais, no caso da matriz A ser quadrada e nao-singular. E nestes casos,
ATl =AT.

A inversa generalizada de Moore-Penrose € bastante ttil em demonstragdes matemaéticas € nas
resolugdes aproximadas de sistemas inconsistentes.

2 1 -1

1 2 1 é a inversa de Moore-Penrose ou pseudoinversa

Exemplo 10 A matriz AT = % [

1 0
damatriz A=| 0 1| pois satisfaz as 4 condigcoes da Definicao 9.
-1 1

Proposicao 11 (Ver referéncia 3) A inversa de Moore-Penrose ou pseudoinversa de uma matriz A
é unica.

Demonstragao: Suponhamos que X e Y sejam pseudoinversas de A. Logo, satisfazem as condi¢coes
de Penrose. Em particular temos que:

AXA=A, XAX=X, AYA=A e YAY =Y.

Dessas igualdades segue que:

AX = (AX)T = XTAT = XT(AYA)T = XTATYTAT = (AX)T(AY)T = (AX)(AY) = (AXA)Y =
AY. Logo, AX = AY.

Por outro lado, temos:

XA = (XA = ATXT = (AYA)TXT = ATYTATXT = (YA)T(XA)T = (YA)(XA) =Y (AXA) =
YA. Logo, XA =YA.

Entdo, X = XAX = XAY =YAY =Y. Portanto, a pseudoinversa de A € unica.

4.2 Obtencao da inversa de Moore-Penrose

(Ver referéncia [4]) Dada uma matriz A de ordem m X n, a sua inversa de Moore-Penrose A’ de
ordem n X m pode ser obtida da seguinte da forma:

(a) Se posto de A é igual a n (posto completo coluna), entio AT = (ATA)1AT.
(b) Se posto de A é igual a m (posto completo linha), entio A" = AT(AAT)~1.

(c) Sem =n e posto de A é igual n (matriz quadrada de posto completo), entio A" = A~1,

(d) Se opostode A éigual 1, entdo A pode ser obtida como sendo mAT, em que tr(ATA)
representa o traco da matriz AT A.

(e) No caso do posto de A ser menor que o min{m,n}, ainversa de Moore-Penrose pode ser

obtida através de um dos algoritmo que mostraremos na Se¢ao 5.

Exemplo 12 Determinemos a inversa de Moore-Penrose da matriz A =

W O =
—_ N O
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A matriz A é de ordem 3 X 2 e o posto(A) =2 =n, entdo AT = (ATA)1AT,

10

10 3 10 3 5 -3 5 -3
T A _ _ T AN-1 _ _ 1
AA_[O 2 1] 02 ‘[3 5] e (474 509[3 10]‘4[3 10]

31
5 -3((1 0 3 5 -6 12
T = (AT IAT — L T— L
Logo, A" = (ATA)" A" = ;3 [_3 10 ] [0 ) 1 ] Portanto, A" = l 3 90 1 ]
. : . 1 10
Exemplo 13 Determinemos a inversa de Moore-Penrose da matriz A = 01 2l

A matriz A é de ordem 2 X 3 e o posto(A) =2 =m, entio AT = AT(AAT) L.

10
1 10 2 1 5 -1 5 -1
T _ _ Ty-1 _ _1
AA_[OI 2] - ‘[15] e (A40)” 101[—1 2]‘9[—1 2]‘
0 2
1 0 5 1 5 -1
Logo, AT=AT(AAT) ' =1 1|3 l_l ) ] Portanto, AT=§[4 1
0 2 -2 4
. : . 1 23
Exemplo 14 Determinemos a inversa de Moore-Penrose da matriz A = [2 46 ]

Como a 2? linha é multipla da 1?, entdo todas as submatrizes quadradas de ordem 2 possuem

determinantes iguais a zero. Logo, posto da matriz A éigualale AT = (AT A)AT
1 2 1 2 3 5 10 15
ATA=|2 4 [2 4 6]: 10 20 30|. Logo, tr(ATA)=70.
3 6 15 30 45

Portanto, AT =4

1
70 | 2
3

()N N \V]

5 Algoritmos de obtencao da inversa de Moore-Penrose

Apresentamos nesta se¢ao dois algoritmos bem conhecidos para a obten¢ao da inversa de Moore-
Penrose. A implementa¢ao computacional e a analise dos algoritmos ndo sao objetos de investigacao
neste artigo. O objetivo € apenas introduzir e ilustrar com simplicidade esses algoritmos. O leitor
interessado na implementacao pode buscar referéncias adequadas, inclusive estudar novos métodos,
sugerimos [1] e [6].

5.1 Algoritmo de Penrose

(Ver referéncia 3) Consideremos uma matriz A do tipom Xn e postoigualar,r < min{m,n }.
A inversa de Moore-Penrose A" pode ser obtida através de um algoritmo cujos passos estio descritos
a seguir:
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1. Calculamos a matriz B = ATA .
2. Definimosde C;i =1, .

3. A partir dai, inicia-se um processo iterativo de r — 1 passos, calculando-se C,,C3,...,C,
utilizando-se da expressao:

tr(C;B
Cn="B) | B parai=12.. . .r-1 7
1
4. A inversa generalizada da matriz A é dadapor A" = —L— .C,AT.

tr(C,B)

Exemplo 15 Utilizando-se do algoritmo de Penrose, determinemos a inversa de Moore-Penrose

1 0 2
(pseudoinversa) da matriz A=|2 1 1].
0 -1 3

) . . .11 0 -
Observamos que o determinante de A € nulo e o determinante da submatriz 21 # 0. Entao,

r = posto(A) = 2. Logo, a obtencdo da inversa de Moore-Penrose de A através do algoritmo de
Penrose é dada por 5
o AT = CAT
tr(C,B)" " tr(CaB) " *

1 2 0 1 0 2 5 2 4
Calculemos B=ATA=10 1 -1|./2 1 1|=(2 2 =2].
2 1 3 0 -1 3 4 -2 14

Iniciando o processo de iteragao temos:

5 2 4
Ci=L,entdio C;.B=B=|2 2 -2| e tr(C;B)=21.
0 5 2 4 16 -2 -4
O0l-{2 2 -2]|. Entdo, C, =|-2 19 2
1 4

-2 14 -4 2 7

Logo, C; = ™S8 f,_c,B = 2L, [ 1
0
5 2 4] [60 36 12
2 2
4 -2

16 -2 -4
Assim, CbB=|-2 19 2 -2(=136 30 -18 e tr(CyB)=168.
-4 2 7 -2 14 12 -18 78
16 -2 -4 1 2
Como, AT:@.CZAT, entao, AT:%S. -2 19 21.10 1 -1
-4 2 7 2 1
8 26 -10
Portanto, AT:81—4. 2 17 =13 1.
10 1 19
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utilizando

®)

1 2
Exemplo 16 Determinemos a inversa de Moore-Penrose da matriz A = (1) i
1 0
o algoritmo de Penrose,
1 2 1
Como o determinante da submatriz | 1 1 1 [ é diferente de 0, entdo r = posto(A) = 3.
0 1 -1
Logo, a inversa de Moore-Penrose A através do algoritmo de Penrose é dada por
+ — r C T — 3 C AT
tr(C,B)" " tr(CsB) "
1 1 0 1 i % } 3 33
Calculemos B=ATA=|2 1 1 O~ |=]|3 6 2|
I 1 -1 1 . 0 3 2 4

Iniciando o processo de iteracao temos:

3 3 3
Ci=1I; ,entaio C;.B=B=|3 6 2
3 2 4
1 0
Logo, C="S8 1 _cBp=8 10 1
0 0
10 -3 -3 3 3 3
Entdo, CobB=|-3 7 -2|.{3 6 2
-3 -2 9 3 2 4
10
Assim, C3="C2 i cB=% (0 1
00
20 -6 -12113 3 3
Logo, C3B= | -6 3 3 3 6 2
-12 3 9 3 2 4
20 -6
Como, AT = ﬁ.@AT = %. -6 3
-12 3
-4 2 6 8
Portanto, AT:%. 3 0 0 -3].
3 0 -6 -3

a
-~
~
~
o
=]
~
Il
—
(98]

0 3 3 3] [0 -3 -3

0|-13 6 2|=|-3 7 -2|.

1 3.2 4] |-3 -2 9
12 6 12]

=6 29 3| e tr(C,B)=64.
12 -3 23

0 12 6 12 20 -6

0|-|6 29 -3|=|-6 3

1 12 -3 23| [-12 3
6 0 0

=|0 6 0| e tr(C3B)=18.
[0 0 6

-2 [1 1 0 1 -4 2

3 (.02 1 1 0|=¢]3 0

o [1 1 -1 1 3.0

-12

6
0
-6

8
-3
-3
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5.2 Algoritmo de Greville

(Ver referéncia [4]) O algoritmo Greville é um outro processo iterativo desenvolvido em 1965
que permite calcular a pseudoinversa de uma matriz A a partir das matrizes pseudoinversas corres-
pondentes a algumas de suas submatrizes.

app app -+ Ak ot Aip

. ay azx -+ Az ot Ay

Seja A= . . . . :[aq ay -+ A v a/n] sendo
: : L oag - :

Aml Am2 ** Amk **° Amn

ark

asy -

ay = ] a k-€ésima coluna de A.
Amk

Consideremos Ay a submatriz formada pelas primeiras k colunas da matriz A. Entao,

aipr aiz - daik
a)y axp -+ ax .

Ak:[al ay - Olk]z Entao, Ak:[Ak—l ak].
Am1 Am2 - Amk

A condig¢do inicial da iteracao € dada como sendo
Se a1 =0 (coluna nula), entdio AT =0.

Se a; #0, entao AI = (alT.al)_l.QIT.
Definimos os vetores colunas d; € yx como sendo:
O = AZ_I.cxk e  Yr=ag — Ap-10k.
E um outro vetor By dado por:
Se yx #0, entdo By = VZ = (v v0) ol
Se yx =0, entdo By = (1+y].6k)7".67 Api.

y oo
Entao, a matriz AZ da matriz A, € calculada como sendo A;{ = [ Ak-l B Ok-Br ]
k
E o processo continua para k =2,3...,n.
O 1 0 2
Exemplo 17 Determinemos a pseudoinversa da matriz A = | 1 0 2 1| utilizando o
- 2 -1 0
algoritmo de Greville .
0 1 0
As matrizes colunas @; sdo: a;=| 1|, ax=10|,az3=| 2| e az=11
-1 2 -1 0

1# iteragdo:
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e\
Te\
A

0
Alz[al]: 1 [ #0, entao, AI:(a/lTal)_lalT.
0 -1
Av=[[o 1 =1]. | t|| .Jo 1 -1]=[2] [0 1 -1]=[5][0 1 -1]
-1
Portanto, AT:[O % —%]
1 1
r=Aly = [0 L L] [of=][-1] e m=a-416=|0|- [-1] =
2 2] |1
1 1 0
=[0|-|-1|=]|1]=#]|0
2 1 0

-1
1
Da, BZ:ygz(«yg.yz)l.yZT:([l 1 1]. 1) Jr1o1]=

P ra] = [L].[1 1 1], entio, B=[1 1 1]

Il
—
I—J

!
Mas, Al = [ 1~ 028 2] ecomo 6B =[-1].[3 1 1]=[-3 -3 -

%], entao
T 11 11 1 1 5 1 + s
Aj=6By=[0 3 —3]-[-3 -3 -3]=[5 § -g] Portanto, A l; g 5?]
2% iteragao:
: 15 _1 0 1
63:A2C¥3:[i E f] 2| = E
3 3 3 1 3
0 0 1] ;uy [O 1 -1 0
y3=az—Ad3=| 2 |- 1 O E:2—%:%¢O
e 2 L B P T (R ! 0
17!
T -1 1 1 1 ? 1 1 1
Dai, B3—73_(73-73) i=\{l-3 5 35l ¢ -3 5 sl=
L 6
171-1 1 1 17_ _ 1 1 1 ~ _
=[s] -[-3 5 sl=16]=[-5 § s] Entdo, B3=[-2 1 1]
F_ A2—(5333
Mas, A3 [ B

(o9}
(98]
(98]
Il
| ——]
wi—a\=
|
—
|
[\
—_
—_
e
Il
| ——
|
ow| =
_
-
_
-
[

U""—‘O\l: wl»—@l

[
Il

U""—‘c\l: wl»—@l

4 -1 =2
1 0 0
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A

4 -1 =2
T_
Portanto, Agz [AZ 5333] =11 0 O
B3
2 1 1
3% iteragao:
4 -1 =21 ]2 7
os=Alag=|1 0 0f.|1]|=]|2
-2 1| (o] [-3
2 1 0 7 2 2 0
ya=as-A3ss=|1|-| 1 0 2. |2]|=|1]|-|1]|=]|0]
of [-1 2 -1 [-3 0 0 0
Dai, By=(1+y1.64)" 6T.4s.
71\ 01 0
By=|1+[7 2 =3].| 2| .[7 2 -3].|]1 0 2f=
-3 -1 2 -1
-1 -1
=(1+[62]) . [5 1 7]=[63] .[51 7]=[&x]-[51 7]
Entdo, B4=[& & 3]
+ [Al - 648y
Mas, Ai: » 3B4 )
d R
_ 5 1 17— 10 2 %
GaBa=| 2.5 5 sl=| 8 & 3
-3 -2 1 _1
. 21 21 3
4 —1 - 511 3 _10 _25
9 9 9 9 9
il _ 10 g 2 | _ 53 2 2
011 5 _1 _1 3 2 4
21 21 3 21 21 3
3 _10 _25 3 _10 _25
9 9 9 3 3 3
53 _2 2 B _2 2
Portanto, AT=| & & 9 |=1| 3% 3 3| ¢éapseudoinversada matriz A.
b Y -7 7 4
5001 1 s 11
63 63 9 21 21 3

Exemplo 18 Determinemos a pseudoinversa da matriz A = utilizando o algo-

S oo
S = =
- Lo
O = =

ritmo de Greville.

0
As matrizes colunas @; sdo: a1 =0, ax=|1]|, a3=|-1| e as =
0
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A

1? iteragao:

A;=|a1]=|0|=0. Entio, AT=[0 0 0].

S O O

Assim, ;=Al.ao = [0 0 0].

[em—
Il
—
o
[E—

0 0
y2=ar—-Aio=|1|-|0].[0]=]|1]|#]|0].
0 0

-1

|
oo
>
oo
()
Il
\<
N
1]
\<
D
<
&)
S—
L
\<
NS}
Il
(S,
p—
(e}
e
O = =
(S,
(S
(e}
e
Il

=[2]".[1t 1 0] =[4].[1 1 0] Ento, Bo=[4 1 0]

Portanto, A; = [

2% iteragao:

0
0 00 0
63=A;a3=[l 1 0].[1]:[_1].
2 2 1 2
0 0 1 0 -1 : 0
yi=az— A= |-1]|-|0 1 .[_l]: -1 =|-3|=|-35|#]0
0 0 2 0 1 0
1 -1
Dai. Bxi= vi = T or_ 1 _1 1 N T
ai, By=v) = (o) f=|[3 -4 1] |2 [f - 1=
1
3171 11 1 _[21=-71 1 ~ _[1 1 2
=[s] .[3 -3 t]l=[3]=[5 -2 1] Entdo, Bs=[3 -3 3]
T
i _ [Ay —03B3
Mas, A3 [ B,
0 0 0 O
o= S04 4 31-[0 0 4
2 6 6 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0
A2_53B3:[l 1 0] [_1 1 _1]=[z 1 1]-
2 2 6 6 3 3 3 3
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Al -6;B 0o 00
Portanto, AT:[ 27 93 3]: 2 1 1
} Bs 11 3
3 73 3
3* iteragdo:
0O 0 O 0]
54:147_0[4: 2 1 1 |3
: 1.1 32 i
3 73 3 3 |
1 0 1 K 1 2 —5 0
ya=as—Az6s=|1|-[0 1 -1 3:1—§:§¢0
4 i
2] oo 1] % [2] | 2 o
Ento, B4:(y£.y4)_1y£.
_2 1\
2 2 2 3 2 2 271_7r17471"! 2 2 27._
By = [_§ 3 §] g [_3 3 5]_[3] [_§ 3 §]_
3
3 2 2 2 11 1
=[7].1-5 5 5]. Entdo, B4=[-5 5 3|
+  [Al —64B4
M Al =173
as, Al [ . ]
0 0O 0 O
ouBa=121.[-1 1L 1l]=]-2 3 23
404 i [ 2 2 2] _2 2 2
3 3 3 3
0 O 0 0O O O 0O 0 O
¥ _l2 11 5 05 s |_13 1 _1
St A I A O B
3 73 3] 195 -5 -3 I -1 0
O 0 O 0O 0 O
3 1 _1 3 -1 -
Portanto, AT = % _% (2) :% > 2 0 € a pseudoinversa da matriz A.
111
-3 2 3 -1

6 Aplicacoes da inversa de Moore-Penrose na resolucao de sis-
temas lineares

Os exemplos a seguir mostram a utilizacdo da inversa generalizada de Moore-Penrose na
resolucdo de sistemas lineares da forma AX = b com coeficientes constantes.
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X1 +2)C2 + X3 =3

. . . X1 +x2+x3 =2
Exemplo 19 Consideremos o sistema linear :
X2 — X3 = —

xX1+x3 =1
i % i X1 ; -4 2 6 8
Temos: A = , X=|x|, b= e A =AT=113 0 0 -3
0 1 -1 -1 6 30 -6 -3
10 1 3 1
(Exemplo 16).
Condicao de consisténcia: AA™b = b (Proposicao 4).
1 2 1 3 5 2 0 -1 3 3
-4 2 6 8
_ 1 1 1] 1 2 rf2 2 0 2 2
AE=lo el o Y T3P Te o 0 6 o || T Th
1 0 1 -1 2 0 5
Logo, o sistema € consistente e a solucao geral € dada por
x*=A"b+ (I3 - A"A)h (Proposi¢do 5).
-4 2 6 8 i ? i 6 0 O
Como A”A=¢|3 0 0 =3|.| | | |=¢|0 6 0=, entdo
3 0 -6 -3 1 o 1 0 0 6
1 -4 2 6 8 ; 1 -6 -
X*:A_bzg. 3 0 0 -3 1 :8. 6 =
3 0 -6 -3 12 2
Portanto, x* =] 1
X1 +2x3 =1
Exemplo 20 Consideremos o sistema linear { 2x; + x2 +x3 =2
—xp+3x3 =0
Temos:
1 0 2 X1 1 8 26 -10
A=|2 1 1|, X=|x|.b=|2|eA =AT=4.]2 17 -13 | (Exemplo 15).
0 -1 3 X3 0 10 1 19

Condicao de consisténcia: AA™b = b (Proposicao 4).
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I 0 2 1 8 26 -10 1 1
AATb=12 1 1 37 2 17 -13 2(=12|=b
0 -1 3 10 1 19 0 0

Logo, o sistema € consistente e a solucao geral € dada por

x*=A"b+ (I3—A"A)h (Proposicao 5).

8 26 -10] [1 0 2 2 2 3
Como A™A = 8l4 2 17 -13 1.2 1 1= % 15? —f—% # I3, entdo o sistema
10 1 19 0 -1 3 T
admite infinitas solugdes.
5 3 1 2 3 1
aolo Voolo| R 3|3 3
L-A"A={0 1 0]|- (I = 7 W m
00 1] |7 - -ul =7 7 mu
I 2 3 1 5 2 3 1
SRR D | EY R A A A O AT A 4
ntao, x° = gz. - +—? 13—4 ? s | = ? +_?1+g2+?3
__1 1 19 0 -7 14 13 h3 7 —7h1 + ﬁhz + ﬁhg

0

§+ 2/’11 - %hz — %h3

Portanto, x*= |2 —32h+ 19—4h2 + %h3 , sendo hi, hp e h3 ndmeros reais.
1 1 3 1

7 7h1 + ﬁhz + ﬁh’j

7 Consideracoes Finais

A inversa generalizada de uma matriz é de grande utilidade na estatistica experimental em
problemas relacionados a busca de solucdes de sistemas lineares. Existem varios tipos de inversas
generalizadas, sendo a mais restritiva a de Moore-Penrose que exige quatro condi¢des; outras inversas
generalizadas exigem menos condigdes, tais como, a inversa condicional ou g-inversa, a inversa de
quadrados minimos e a inversa reflexiva ou g2-inversa. Para cada tipo de problema € utilizado a
inversa generalizada mais adequada.

Este trabalho teve por objetivo apresentar de modo didético e ilustrado com exemplos a obten¢ao
da inversa generalizada de matrizes reais e, em particular, a inversa de Moore-Penrose através do

uso de algoritmos. O leitor poderd encontrar estudo andlogo envolvendo inversas generalizadas de
matrizes complexas nas referéncias [3] e [4 ].
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