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Modelos de Malthus e Verhulst e suas extensoes:
uma aplicacao no crescimento populacional de
lobos-guara

Malthus and Verhulst models and its extensions: an
application in the population growth of maned wolves

Resumo

Neste artigo, vamos explorar modelos populacionais gerados a
partir dos modelos classicos de Malthus e Verhulst. Estes mo-
delos sdao geralmente modelados por equacdes diferenciais or-
dindrias e a taxa de crescimento populacional depende da den-
sidade populacional. O intuito do trabalho € estudar como pe-
quenas alteragdes na taxa de crescimento dos modelos classicos
de Malthus e Verhulst geram novos modelos. Como mode-
los muito complexos de equagdes diferencias nao tem solugao
analitica, vamos fazer um estudo qualitativo das solucoes e
observar semelhangas e principais caracteristicas. Por fim,
modelamos o crescimento populacional de lobos-guara.
Palavras-chave: Modelo de Malthus. Modelo de Verhulst.
Dinamica populacional. Anélise qualitativa. Lobos-guara.

Abstract

In this article, we will explore population models generated
from the classic Malthus and Verhulst models. These mo-
dels are usually modeled by ordinary differential equations and
the population growth rate depends on the population density.
The purpose of this work is to study how small changes in
the growth rate of the classic Malthus and Verhulst models re-
sults in new models. As very complex models of differential
equations do not have an analytical solution, we will make a
qualitative study of the solutions and observe similarities and
main characteristics. Finally, we model the population growth
of maned wolves.

Keywords: Malthus model. Verhulst model. Population dy-
namics. Qualitative analysis. Maned wolves.
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1 Introducao

Ao longo da histéria, o crescimento populacional e a capacidade de sustentacao da Terra tem
sido uma das principais preocupagdes da sociedade. Nesse contexto, a modelagem matematica pode
nos ajudar na andlise e na compreensao das transformacodes, suposi¢oes, simulacdes e consequéncias
da relacdo entre o individuo e o meio em que vive. De forma geral, o cendrio ambiental que
vivemos € dinamico e por isso, sofre drasticas mudancas devido as inovagdes tecnolégicas como,
por exemplo, controle de natalidade, doencas, fome e guerra. Assim, as expressoes matematicas
nos permitem entender os processos demograficos, sendo que os modelos mais simples, embora
sejam limitados e ndo incorporem algumas caracteristicas bioldgicas, sdo importantes como ponto
de partida (BRAUER; CASTILLO-CHAVES, c2012).

A partir de 1798, as teorias populacionais foram iniciadas pelo inglés Thomas Robert Malthus que
através da publicacao do seu livro "An Essay on the Principle of Population, as it Affects the Future
Improvement of Society”apresentou uma visdao conservadora diante dos problemas relacionados a
expansao demogréfica. Na visao de Malthus, a subsisténcia seria incapaz de acompanhar o desenvol-
vimento populacional, garantindo um sentimento pessimista em relacao ao progresso da sociedade,
uma vez que, os meios de sobrevivéncia cresceriam em progressao aritmética enquanto o cresci-
mento da populagdo se daria segundo progressao geométrica (BRAUER; CASTILLO-CHAVES,
c2012; IANNELLI; PUGLIESE, 2014).

Posteriormente, o belga Pierre Francois Verhulst, em 1838, observou que existiam fatores limi-
tantes no aumento populacional para quando uma populag@o se tornasse muito grande. Por esse
motivo, propds que a tendéncia da populagao € crescer até um limite maximo sustentavel e depois se
estabilizar em decorréncia da resisténcia ambiental como espaco, alimento e outros (DENTAMARO,
2019; MURRAY, 2002).

A seguir, estudaremos os modelos cldssicos de Malthus e Verhulst e veremos que a taxa de
crescimento de uma espécie € afetada por diversos fatores sendo, principalmente, natalidade, morta-
lidade e tempo. Para facilitar o entendimento apresentaremos os graficos dos modelos e suas taxas
de crescimento intrinseca. Nas figuras, os valores dos parametros foram escolhidos com o intuito de
facilitar a visualizacao das curvas.

2 Modelos Classicos

Iniciamos nossos estudos apresentando os modelos populacionais classicos de Malthus e Verhulst.

2.1 Malthus

O modelo de Malthus, também conhecido como modelo exponencial, estabelece que a populagao
cresce em progressao geométrica enquanto a producdo de alimentos aumenta em progressao
aritmética (veja Figura 1). Sendo assim, o modelo malthusiano funciona melhor para curtos
periodos de tempo considerando populagdes grandes e homogéneas, sem movimento migratério
e com recursos ilimitados (IANNELLI; PUGLIESE, 2014).

Com essas suposi¢des em mente, a variagao da populagdo ao longo do tempo depende apenas da
taxa de nascimento (f) e da taxa de mortalidade (u). Portanto, neste modelo, a taxa de crescimento
populacional € representada pela seguinte Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) (GOTELLI, c2008;
IANNELLI; PUGLIESE, 2014)
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dN
E =rN, (1)

sendo que r = f—pu > 0 € ataxa constante de crescimento per capita da populacdo e r € independente
da populagdo N.

— populagao
alimentos

ponto de crise

Quantidade

tEempo
Figura 1: Teoria de Malthus.

Como ja dissemos a taxa de crescimento r ndo varia no tempo, isto é, r € constante. Além disso,
note que quando » > 0 a populagao cresce, quando r < 0 a populacao decresce e quando r = 0 a
populacao ndo varia, ou seja, permanece constante (veja Figura 2).

7000

BO00

5000

4000

Mit)

3000

2000

1000

o T T T T T T T
0.0 25 50 15 10.0 125 1530 175 200

t

Figura 2: Modelo de Malthus para diferentes valores de r e condi¢ao inicial N(0) = 1500.

No caso da EDO (1), € possivel encontrar a solug¢ao analitica aplicando o método das varidveis
separaveis
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= rdt

dN
— = /rdt
N

In|N| = rt+C
eln|N| — ert+C

N = ¢"'C,

sendo C = ¢ uma constante. B
Considerando que a populacio inicial é N(0) = Ny, temos C = Ny e, portanto, a populacio total
no instante de tempo ¢ € dada por

N(1) = Ny e )
7000
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Figura 3: Curva de crescimento exponencial da populagao com r = 0, 3.

A curva solugdo (2) pode ser vista na Figura 3 para diversos valores da condi¢do inicial. A
seguir, introduzimos um modelo que considera recursos finitos e definidos por uma capacidade de
suporte do ecossistema.

2.2 Verhulst

O modelo de Verhulst, também conhecido como modelo logistico, assume que 0s recursos
fornecidos tanto no crescimento quanto na reprodugdo sao limitados e, por esse motivo, as taxas
de natalidade e mortalidade dependem do tamanho da populagdo (EDELSTEIN-KESHET, c2005;
GOTELLI, c2008; IANNELLI; PUGLIESE, 2014). Basicamente, o efeito logistico implica que o
aumento da populagdo gera a diminuicao da natalidade e o aumento da mortalidade, isto &,

B=B—-aN e Hu=pu+cN, 3)

onde a e ¢ sdo constantes positivas (GOTELLI, c2008).
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Por conta disso, a populacao cresce até um limite mdximo sustentavel e em seguida tende a se
estabilizar. Dessa forma,

dN
v [(B—w) —(a+c)NIN
e,denotandor =8 —ue
K:B—{
a+c
obtemos o modelo proposto por Verhulst
dN N
—=rN|(l1-—], 4
T ( K ) @

sendo que K € a capacidade de suporte do meio e r € a taxa de crescimento per capita da populacao
(GOTELLLI, c2008).
E possivel obter a solucao analitica da EDO (4) por varidveis separaveis

dN
/1\](1—_%) = /rdt (5)

aplicando o método das fragdes parciais no lado esquerdo da expressao (5), obtemos

Isso permite reescrever a equagao (5) da seguinte forma

/(%+K1N)dN B /””

In|N| — InlIK-N| = rt+C
N
ln( ) = rt+C

K-N
N i =
= '
K-N ¢
K
N = — .
e "C+1
Supondo que a populagdo inicial é N(0) = Np, temos que ¢¢ = C = K;,évo e, portanto, a
populacao total no instante de tempo ¢ € dada por
No K
N(t) = . (6)

Ke™ " — Noge "' + Ny
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Figura 4: Curva de crescimento logistico da populagao comr = 0,6, K =27 e N(0) = 2.

Na Figura 4 podemos ver o gréfico da curva solugdo (6). Note que no inicio a populacdo cresce
mais rapidamente (crescimento malthusiano). Depois o crescimento diminui e a curva se estabiliza
no que chamamos de capacidade de suporte. A seguir, veremos algumas extensoes dos modelos
classicos de Malthus e Verhulst.

3 Extensoes dos Modelos Classicos

No contexto geral, seja N uma populacdo sem migracdo, a taxa de crescimento depende da

densidade populacional, isto €

dN
= = F(N), (7

sendo N = N(¢) o total da populacdo no instante de tempo ¢t (EDELSTEIN-KESHET, c2005).

As extensdes correspondem a modificacdes na funcdo F'(N) do modelo geral (7) com o objetivo
de deixd-lo mais realista (IANNELLI; PUGLIESE, 2014). Por se tratarem de equagdes diferenciais
ordindrias mais complexas, grande parte, nao sdo possiveis de serem resolvidas analiticamente e por
180, 0 seu comportamento serd observado por meio da analise qualitativa.

Os zeros da fungdo F(N) sdo os pontos criticos de (7) e, portanto, sdo as Unicas solugdes
constantes da EDO. Essas solucdes sao chamadas de solucoes de equilibrio (ou estacionarias).

No caso das solucdes nao constantes podemos analisar o crescimento ou decrescimento das
mesmas através do estudo do sinal de %’ = F(N). Se F(N) > 0 significa que a solugdo € crescente
e se F(N) < 0 significa que a solucdo é decrescente. Ja para analisar a concavidade e os pontos
de inflexdo da solucdo, basta analisar o sinal de ‘5712\’ = F’(N), sendo N = N(t). Se F/'(N) > 0¢
cOncava para cima e se F’(N) < 0 é concava para baixo.

Um campo de dire¢oes indica a forma aproximada de uma familia de curvas solu¢ao de uma
EDO. Isto ocorre pelo fato de que como N’(t) = F(t, N(t)) em todos os pontos (¢, N) da curva de
qualquer fungdo N = N(¢) que satisfaca a equagao diferencial, a inclinagdo da reta tangente a curva
no ponto (¢, N) é dada por F(t, N(t)). Com isso, podemos ter ideia do comportamento qualitativo
das mesmas. Assim, com base nas informag¢des do campo de dire¢des podemos classificar a solugcdao
de equilibrio em estavel, instavel ou semi-estavel e, ainda, prever o comportamento a longo prazo
da solucao ndo constante.
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A funcdo F(N) pode ser uma func¢do polinomial que muda de grau conforme o fendmeno.
Quando isso ocorre, [51—1;]| ~=0 = F'(0) precisa ser sempre igual a zero para evitar os casos de geracio
espontanea (EDELSTEIN-KESHET, c2005).

3.1 Competicao Intraespecifica

A competicao intraespecifica é caracterizada pela competi¢ao entre os individuos de uma mesma
espécie (GOTELLI, c2008). Um exemplo disso € o principio da equacao logistica, pois ela implica
na diminui¢ao do crescimento populacional a medida que a populacdo aumenta devido a fatores
como alimento, dgua, habitat, energia e entre outros (IANNELLI; PUGLIESE, 2014).

A equagao geral de uma competicao intraespecifica é dada por

dN

—7 = Ns(N), ®)

sendo que g(N) é a taxa de crescimento intrinseca da populagao.
A seguir, veremos alguns modelos onde g(/N) é dado por uma fun¢ao polinomial.
3.1.1 Efeito logistico

O modelo de Verhulst, apresentado na Subsecao 2.2, cuja equagao é dada por

dN N
— =rN|[]l-—],
dt K

¢ um exemplo de competicdo intraespecifica. Note que, neste caso
N
N)=r|l-—= 9
g(N)=r ( K) )

e F(N) =rN 1—%).

O grafico de (9) pode ser visto na Figura 5. Note que quanto maior a popula¢do, menor € a taxa
de crescimento intrinseca.

giM}

Figura 5: Taxa de crescimento intrinseca da populacao do modelo (4).

Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solucdes de equilibrio.
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* F(N)=0,quando N =0ou N =K.

A solugdo de equilibrio N(¢) = 0, também chamada de soluc¢ao trivial.

~ ~ « e . . . 2
Para as func¢des ndo triviais, vamos analisar o sinal de % =F(N)e ‘2712\’ = F'(N).

* F(N)>0,quando N >0ouN < K;
* F(N) <0,quando N <OouN > K.

Portanto, as solu¢des nao constantes sdo crescentes quando 0 < N < K e decrescente quando N < 0
eN > K.
A segunda derivada de ”fi—ly = F(N) é dada por

(10)

d*N 2N
dt? '

2 = F/(N)=rF(N) (1 -

Assim,
e F/(N) > 0,quando 0 < N < %ouN > K;
* F'(N) < 0, caso contrario.

Portanto, as solu¢des ndo constantes sao cOncavas para cima nos intervalos 0 < N < % eN>K,e
oponto N = g € ponto de inflexao.

Note que, na solugdo de equilibrio N(¢) = 0, o sinal de F(N) € positivo a direita e negativo a
esquerda. Logo, N(t) = 0 € um equilibrio instavel. Ja na solucdo de equilibrio N(¢) = K, o sinal
de F(N) é negativo a direita e positivo a esquerda. Portanto, N(z) = K € um equilibrio estavel.
Um campo de direcdes para o modelo logistico € mostrado na Figura 6, onde € possivel observar o
comportamento das solu¢des ndo constantes do modelo logistico.

T T O T R R N T N R TR T N BN
NNV U O N NN N Y

. g

0l FAIAIII SIS I I IS IS SIS IS
PIAPILIAPPSPIISISISS
Wl PFEPLEPASIISIIIIISS
FPPALII PRSPPI SIS IS IS

it

D] == = e e e e e e

LR T T T TR

[l T Y Y Y Y O T
0o 25 50 75 W00 125 150 175 200
t

Figura 6: Campo de direcdes do modelo logistico com r = 0,3 e K = 25.

O grafico da curva solucdo do modelo logistico para diversas condi¢des iniciais juntamente com o

campo de direcoes esta representada na Figura 7. O ponto vermelho na Figura 7 indica a coordenada
In KIY?\IO K . - L. K
5 que representa o ponto de inflexdo da curva logistica quando Ny < 5. Note que
r
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as solugcdes nao constantes satisfazem as conclusoes obtidas pelo estudo do sinal de ‘5]—1;’ =F(N)e

LN = F/(N).
0 Y Y ¥ % Vv NV Vv \
5 = = - — T —— = -
N S
gmf P B |
of # 7/
N / /
N{0) = 14.0
N MN{0) = 30.0

0o 25 5.0 75 100 125 150 175 20,0
t

Figura 7: Modelo logisticocom r = 0,3 e K = 25.

3.1.2 O-logistico

No caso anterior, vimos que g(N) se comporta linearmente. Entretanto, outra variagao do efeito
logistico é o modelo 6-logistico que, por meio da adicdo de um expoente 6, permite uma relacao nao
linear entre a taxa de crescimento intrinseca e o tamanho da populagdo. Esse modelo, por exemplo,
pode analisar com mais precisdo a dinamica populacional de determinados insetos (MENESES,
2018). A equagdo do modelo é representada por

0
Z—ZZ:rN 1—(%) , (11)

onde 8 > 0 e note que se # = 1 voltamos novamente na equagdo de Verhulst. Assim,

0
gy =r|1- (%) (12)

6
e F(N)=rN 1—(%) .

O grafico de (12) pode ser observado na Figura 8. Veja que, nesse caso, a relacao de linearidade
foi removida ao consideramos um 6 = 0, 3.

MEI, C.; SIMOES, F. S. P. Modelos de Malthus e Verhulst e suas extensdes: uma aplicagio no crescimento populacional de lobos-guard. C.Q.D. —
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 1, p. 269-298, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n1ic2023269298 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

277



War\
A=
A

M)

Figura 8: Taxa de crescimento intrinseca da populacao do modelo (11).

Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solugdes de equilibro.
* F(N)=0,quando N =0ou N =K.

Para as func¢des ndo triviais, vamos analisar o sinal de ‘2—];’ =F(N)e ”ZTIQV = F’(N).

* F(N) >0,quando N >0ouN < K;

e F(N) <0,quando N <OouN > K.

Portanto, as solu¢des nao constantes sao crescentes quando 0 < N < K e decrescente quando N < 0
ouN > K.
. dN 2
A segunda derivada de ;- = F(N) € dada por

d’°N N?
Logo,
. ’ K .
F’'(N) > 0,quando 0 < N < T ouN > K;
* F’(N) < 0, caso contrario.
Portanto, as solu¢des nao constantes sao concavas para cima nos intervalos 0 < N < Q/% eN > K,

e oponto N = Q/lLTe € o ponto de inflexao.

Note que, na solugao de equilibrio N(f) = 0, o sinal de F'(N) € positivo a direita e negativo a
esquerda. Diante disso, N(#) = 0 € um equilibrio instavel. J4 na solucao de equilibrio N(z) = K,
o sinal de F(N) € negativo a direita e positiva a esquerda. Isto posto, N(¢#) = K € um equilibrio
estdvel. Um campo de direcdes para o modelo 6-logistico € mostrado na Figura 9, onde € possivel
observar o comportamento das solu¢des nao constantes do modelo #-logistico.
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Figura 9: Modelo 6-logisticocomr =0,3,K =25¢e 6 =2.

O gréfico da curva solu¢do do modelo 6-logistico para diversos valores de 6 pode ser visto na
Figura 10.
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Figura 10: Modelo #-logistico com pardmetros r = 0,3, K =25 e N(0) = 2.

A seguir, estudaremos o caso em que F'(N) é dado por um polindmio de grau 3 ou equivalente-
mente, g(N) € dado por uma funcio de grau 2.

3.2 Efeito Allee

O efeito Allee considera que existe uma relagdo positiva entre o tamanho da populacdo e a
condicdo de vida, ou seja, a medida que um aumenta o outro também cresce. Geralmente, esse
principio serve para espécies que dependem da cooperagdo e da necessidade de interacdes sociais
para sobreviverem (IANNELLI; PUGLIESE, 2014).

O efeito Allee pode ser classificado como forte ou fraco. No efeito fraco, a populacdo cresce
mais lentamente em baixas densidades. Enquanto no efeito forte, existe um ponto critico do qual a
populagao inicial precisa ultrapassar para ser capaz de sobreviver, caso contrario a populacdo nao é
vidvel e serd destinada a extincao (IANNELLI; PUGLIESE, 2014).
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A equacdo diferencial do modelo de efeito Allee forte pode ser representada por

dN N N
—=rN|(=-1||1-=], T<K (14)
dt T K
sendo que 7 é o tamanho minimo para que a populagao seja vidvel e
N N
N)=r|=-1|[1-—=]. 15
e 1) (1-2) "

O gréfico de (15) pode ser visto na Figura 11.

giM)

Figura 11: Taxa de crescimento intrinseca da populacao do modelo (14).

As fungoes =F(N)e z2 = F’(N) sdo dadas por

dN

N N
- =FW) —rN(—— 1) (1——) (16)

T K

d*N 1 1 1
~ = F'(N)=(F(N))*|=
dr2 (N) = (F(N)) N N-T K-N

Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solucdes de equilibrio.

7)

* F(N)=0,quando N =0ouN =T ou N =K.

Para as func¢des nao triviais, vamos analisar o sinal de d =F(N)e = F’(N).
e F(N)>0,quando N <OouT < N < K;
* F(N) <0,quando0 < N <TouN > K.

Portanto, as solu¢gdes nao constantes sao crescentes quando N < QO ou 7T < N < K e decrescente
quando0 < N <TouN > K.

MEI, C.; SIMOES, F. S. P. Modelos de Malthus e Verhulst e suas extensdes: uma aplicagio no crescimento populacional de lobos-guard. C.Q.D. —
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 1, p. 269-298, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n1ic2023269298 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

280



War\
A=
A

* F/(N)>0,quando0 < N < NyjouT <N <NpouN > K;

* F/(N) <0,quando N <QouN; <N <TouN; <N <K;
(T+K)-VT? -TK + K? N = (T+K)+VT? -TK + K?

3 , Np = e N; < N,. Portanto, as

solucdes ndo constantes sao concavas para cima nos interval:%os O<N<N, T<N<NryeN >K,
e N1 e N, sao os pontos de inflexao.

Note que, na solugdo de equilibrio N(z) = 0, o sinal de F(N) € positivo a esquerda e negativo a
direita. Logo, N(¢) = 0 € um equilibrio estavel. Na solu¢do de equilibrio N(¢) = T o sinal de F(N)
€ negativo a esquerda e positivo a direita, resultando em um equilibrio instavel. J4 na solucdo de
equilibrio N(¢) = K, o sinal de F(N) € negativo a direita e positivo a esquerda. Portanto, N(7) = K
€ um equilibrio estavel. Um campo de direcdes para um modelo com efeito Allee forte € mostrado
na figura 12, onde € possivel observar o comportamento das solucdes ndo constantes do modelo com
efeito Allee forte.

sendo N =

&0
— N0} = 12.0
@ } | b } { N(O) = 17.0
} | } } | N(0) = 60.0
ol B DU U DN FUN U T
f f f f f f f f
=] f f f f f f f
= f f f f f f f
N I S A T R B
10\ NN N N NN
N W W . W S S
0 2 4 6 B 0 12 14

-+

Figura 12: Efeito Allee forte comr = 0,6, K =40e T = 15.

A curva solucao da EDO (14) pode ver vista na Figura 13 para diferentes valores de T

Nit)

Figura 13: Efeito Allee forte com parametros r = 0,6, K =40 e N(0) = 17.
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O modelo com efeito Allee fraco ¢ representado pela EDO abaixo

d_N:rN(ﬁJrl)(l—ﬁ), T<K (18)
dt T K

sendo que 7 € o tamanho minimo para que a populagdo seja vidvel e

g(N) :r(¥+l) (1 —%) (19)

O gréfico de (19) pode ser visto na Figura 14.

giM)

Figura 14: Taxa de crescimento intrinseca da populagdo do modelo (18).

As fungoes % =F(N)e N F’(N) sao dadas por

W:
dN N N
E:F(N):rN(T+1)(1—?), (20)
€
dzN_ , _ 2 1
— =N =P S+ 7~ w | @D

Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solucdes de equilibrio.
* F(N)=0,quando N =0ou N =K.

Neste caso nao consideramos N = —T pois, por se tratar de populagdo, nao faz sentido considerar um

. e . . 2
valor negativo. Para as fungdes nao triviais, vamos analisar o sinal de il—];] =F(N)e 02712\] = F’(N).

* F(N)>0,quando 0 < N < K;
e F(N) <0,quando N <OouN > K.

Portanto, as solu¢des nao constantes sdo crescentes quando 0 < N < K e decrescente quando N < 0
ouN > K.
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e F/(N)>0,quando0 < N < Ny ou N > K;

* F/'(N) <0,quando N <Oou N, < N <K;

(K-T)-VK2+TK +T? (K-T)+ VK2 +TK +T?
sendo N| = , No = 3 e-T <N <0< Ny <
K. Portanto, as solugdes ndo constantes sdo concavas para cima nos intervalos 0 < N < Ny e

N > K, e N é tinico ponto de inflexao vidvel.

Note que, na solugdo de equilibrio N(z) = 0, o sinal de F(N) € negativo a esquerda e positivo a
direita. Logo, N(¢) = 0 é um equilibrio instavel. Ja na solug¢@o de equilibrio N(¢) = K, o sinal de
F(N) € negativo a direita e positivo a esquerda. Portanto, N(#) = K € um equilibrio estavel. Um
campo de direcoes para um modelo com efeito Alle fraco € mostrado na Figura 15, onde € possivel
observar o comportamento das solu¢des nao constantes do modelo com efeito Allee forte.

B0
— N0} = 2.0
Voo
50 bbb — nomaro
} } | — N =600
N o
. t
A
l : }
® A
ol A T T T
! N T T T T
S S

-+

Figura 15: Efeito Allee fracocomr =0,6, K =40e T = 15.

A curva solucao da EDO (18) pode ser vista na Figura 16 para diferentes valores de T'.

Figura 16: Efeito Allee fraco com parametros r = 0,6, K =40 e N(0) = 2.

Na préxima subsec¢do, veremos outros dois tipos de competi¢do intraespecifica.
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3.3 Competicao de Concurso e de Scramble

A competi¢dao de concurso e de scramble sao dois mecanismos de competi¢ao intraespecifica,
na qual todos os individuos de uma mesma espécie compartilham dos mesmos recursos para sobre-
vivéncia e reprodugdo que sao limitados (IANNELLI; PUGLIESE, 2014).

A competi¢ao de concurso € a competi¢ao que ocorre de forma direta, ou seja, ha um vencedor e
um perdedor, pois alguns individuos podem exercer dominancia social sob outros com o objetivo de
adquirir um melhor acesso aos recursos, ja que a quantidade disponivel ndo € suficiente para todos.
Assim, aqueles que ndo conseguirem obter esses recursos nao sao capazes de se desenvolverem. Ja
a competicao de scramble acontece de maneira indireta, uma vez que, os individuos compartilham
igualmente os recursos, no momento que essa quantidade comecar a ser insuficiente para todos,
nenhum individuo vai garantir recursos necessdarios para a reproducao (IANNELLI; PUGLIESE,
2014; SCRAMBLE..., 2022).

O modelo de concurso é dado por

dN rK — uN
— =N[—], 22
dt ( K+N ) @2)
onde K, u e r > 0, e a taxa de crescimento intraespecifica € dada por
rK — uN
N)=|——F—F]. 23
g(N) ( TN ) (23)
O gréfico de (23) pode ser visto na Figura 17.
=
B
N
Figura 17: Taxa de crescimento intrinseca da populagao do modelo (22).
As fungdes ‘fi—ly =F(N)e Cf—tlzv = F’(N) sao dadas por
dN rK — uN
— =F(N)=N|——-—F 24
dt ™) ( K+N ) 24)
© 2 2 2
d“N rK* + uN
— =F'(N)=F(N) | ——— 25
- rn = ron | @5)

Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solucdes de equilibrio.
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e F(N)=0,quando N =0ou N = %

Para as fungdes nao triviais, vamos analisar o sinal de ‘Z—If = F(N).
e F(N) >0,quando 0 < N < %;

* F(N) <0,quando N <OouN > %

Portanto, as solucdes nao constantes sao crescentes quando 0 < N < % e decrescente quando N < 0
ouN > %

Note que, na solugdo de equilibrio N(¢) = 0, o sinal de F(/N) € negativo a esquerda e positivo a
direita. Logo, N(¢) = 0 € um equilibrio instavel. Ja na solucdo de equilibrio N(¢) = %, o sinal de
F(N) é negativo a direita e positivo a esquerda. Portanto, N(#) = K € um equilibrio estavel. Um
campo de direcdes para o modelo de concurso € mostrado na Figura 18, onde € possivel observar o
comportamento das solu¢des nao constantes do modelo de concurso.

70
& M‘.‘. VL S S
A N A = X
ol A1 1/ A S R |
LA A B R L S A
ol ¥+ A S R A
= A S N 0 S S S S S S
2ol t S R S R S A |
L S 4 R U S S N S B |
JINZE R RN
w0 f b - 00
/ / f / / / "I—Niﬂﬁ=?ﬂ.ﬂl
o = = = = = = = = = = =
0o 25 50 7% 100 125 150 Ii5 200

+ 0

Figura 18: Modelo de concursocomr =0,6, K =40e u =0, 4.

A curva solucao da EDO (22) pode ver vista na Figura 19.

60

0o 25 50 75 100 125 150 175 00

Figura 19: Curva solugdo da EDO (22) com N(0) =5,r=0,6, K =40e u =0,4.
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Ja o modelo de scramble € dado por

dN

=N (e - ), (26)

onde B,v e u > 0, e a taxa de crescimento intraespecifica € dada por

g(N) = (Be™ — u). @7)

O grafico de (27) pode ser visto na Figura 20.

M)

Figura 20: Taxa de crescimento intrinseca da populagao do modelo (26).

As funcdes ‘2—1;’ =F(N)e TN F’(N) sao dadas por

darr T
dN
T =F(N) =N (e ) (28)
e
d2N ’ -vN
—7 = F'(N) = F(N) [Be™™ (1 = Nv) — u] . (29)
Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solucdes de equilibrio.
—ln%
* F(N)=0,quando N =0ouN = .
)%

Para as func¢des ndo triviais, vamos analisar o sinal de ‘fl—];’ = F(N).

—ln%

* F(N) >0,quando 0 < N < ;
V
—ln%
* F(N) <0,quando N <0OouN >
v
—ln%
Portanto, as solugdes nao constantes sdo crescentes quando 0 < N < e decrescente quando
v

—ln%

N <OouN >
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Note que, na solucdo de equilibrio N(¢) = 0, o sinal de F(N) € negativo a esquerda e positivo

—ln%

a direita. Logo, N(t) = 0 é um equilibrio instavel. Ja na solug¢do de equilibrio N(7) =

-1 n%
€ um equilibrio

, O

sinal de F(N) é negativo a direita e positivo a esquerda. Portanto, N(t) =

estavel. Um campo de direcdes para o modelo de concurso € mostrado na Figura 21, onde € possivel
observar o comportamento das solu¢des nao constantes do modelo de scramble.

16
— N[0} =05
14 M0y = 10.0
M{0} = 15.0

12

10
= 8 r i Fa

=

6
/ P |

4
3 R

0

0.0 25 5.0 75 100 125 150 175 200

Figura 21: Modelo de concursocom 8 =1,2,v=0,1e u =0, 4.

A curva solucdao da EDO (26) pode ver vista na Figura 22.

12

10

Mit)
@

0o 25 50 75 100 125 150 Ii5 200

Figura 22: Curva solugdo da EDO (26) com N(0) =0,5,8=1,2,v=0,1eu =0,4.

A seguir veremos como interacdes do tipo presa-predador influenciam na dinadmica de cresci-
mento de uma espécie.
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3.4 Predacao Generalista

As interagoes presa-predador influenciam na dinamica de crescimento de uma espécie. No caso
dos predadores, eles produzem mortalidade de uma forma direta, pois geram perdas de individuo. O
predador generalista € aquele que se alimenta de vérias presas de diferentes espécies, nao dependendo
exclusivamente de uma unica presa para sobreviver, ou seja, possui uma ampla variedade de fontes
de alimento. Por isso, podemos dizer que a densidade populacional de predadores € independente
da abundancia de presas (IANNELLI; PUGLIESE, 2014).

A equacgdo diferencial do modelo de predacao generalista é dada por

dN N

— =rN|l-—=]—-aP’N, 30
7= (1-%) 0
sendo que r € a taxa de crescimento da populagao de presas, N é o nimero de presas, a € a taxa de
ataque do predador e P* é o numero fixo de predadores. Além disso, assumimos que todo ataque
termina com a morte da presa e assim, essa equacao revela a reducao da populagdo de presas pelo
efeito da predacao. Neste caso,

g(N):r(l—%)—aP*. (€2))

O gréfico de (31) pode ser visto na Figura 23.

M)

Figura 23: Taxa de crescimento intrinseca da populacao do modelo (30).

As fungdes ‘il—ly =F(N)e CZ—Q’ = F’(N) sao dadas por

dN N
—=F = l1-—=|-aP” 2
7 (N) rN( K) aP*N, (32)

d°N _ F(N) = F(N) (rK— 2rN — aP*K) .

33
dt? K (33)

Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solucdes de equilibrio.

* F(N)=0,quando N =0ou N = g(r —aP").
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~ ~ v e e . . 2
Para as fung¢des nao triviais, vamos analisar o sinal de ‘2—];] =F(N)e ”2712\] = F'(N)

« F(N) >0, quando 0 < N < £(r — aP");

* F(N) <0,quando N <0OouN > %(r —aP”).

Portanto, as solucdes nao constantes sao crescentes quando 0 < N < %(r — aP*) e decrescente
quando N <OQou N > %(r —aP").

* F/'(N) > 0,quando 0 < N < 2—Kr(r —aP*)ouN > %(r —aP*);
* F'(N) <0,quando N < 0 ou %(r —aP*) < N < %(r —aP”).

Portanto, as solugdes nao constantes sao concavas para cima nos intervalos 0 < N < %(r —aP¥)e
N > g(r —aP*),eoponto N = %(r — aP*) € o ponto de inflexao.

Note que, na solugado de equilibrio N(¢) = 0, o sinal de F(N) € positivo a direita e negativo a
esquerda. Por esse motivo, N(¢) = 0 € um equilibrio instavel. J4 na solucao de equilibrio N(¢) =
%(r —aP¥), o sinal de F(N) é negativo a direita e positivo a esquerda. Assim, N(z) = %(r —aP")
€ um equilibrio estdvel. Um campo de direcdes para o modelo de predagdo generalista € mostrado
na Figura 24, onde € possivel observar o comportamento das solu¢des nao constantes do modelo de
predacao generalista.

— N{0) = 2.0
N{0) = 14.0
VA — N{0) = 30.0

FAA 8 F F P LT FAN A A A
rrr bbbt

5 PAF A A A AL

QD == == == == == == == =& =& == == =& == == == =& == == ==

0o 25 5.0 75 100 125 150 175 20.0
t

Figura 24: Modelo de predacao generalistacomr =0,7, K =27,a=0,3e P=0,6.

O grafico da curva solu¢cao do modelo de predacdo generalista para diversas condi¢des iniciais
estd representado na Figura 25.
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Figura 25: Modelo de predagdo generalista com parametros r = 0,7, K =27,a =0,3e P =0, 6.

Entretanto, vamos substituir a taxa de predacao da EDO (30) por uma forma mais geral com
o objetivo de adequar melhor a realidade. Normalmente, essa mudanca traz referéncia a teoria de
Holling que modela a taxa de predacdo, agora denotada por 7, através de trés funcdes diferentes
(IANNELLI; PUGLIESE, 2014). Dessa forma, o modelo de predagao com Holling € dado por

dN N
— =rN|1-=]|-n(N)P", 34
A ] -
sendo que 7(N) o nimero de presas consumidas e N a densidade da populagdo de presas.

O tipo I é considerado o mais simples e irreal, utilizado no modelo Lotka-Volterra, na qual o
predador consome cada vez mais a medida que a densidade de presas aumenta (GOTELLI, c2008;
IANNELLI; PUGLIESE, 2014). Sua equacao € representada por

n(N) =aN. (35)
O gréfico de (35) pode ser visto na Figura 26.

LY

Figura 26: Resposta funcional do tipo I.
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O tipo II é uma funcao hiperbdlica, mais adequado para predadores especialistas, na qual leva
em consideracado a saciedade do predador e o tempo que ele precisa para processar o alimento que
consome (RODRIGUES, 2017). Sua formula¢ao matematica ¢ dada por

aN
l1+atrN’
sendo que 7 é o tempo de manuseio, gasto no processamento do alimento. O grifico de (36) é
mostrado na Figura 27.

n(N) = (36)

MMy

Figura 27: Resposta funcional do tipo II.

O tipo III € uma func¢do sigmoidal, mais adequado para predadores generalistas, na qual € similar
ao tipo Il mas em baixa densidade de presas possui baixa efici€éncia de captura, ja que os predadores
possuem fontes de alimentos alternativas (RODRIGUES, 2017). Sua expressao matemética é dada

por
aN?

vl + NO’

com 6 > 1. O grafico de (37) pode ser observado na Figura 28.

n(N) = (37

Y]

Figura 28: Resposta funcional do tipo III.
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Desse modo, a resposta funcional possui um efeito bastante importante sobre a maneira como os
predadores controlam suas presas (GOTELLI, c2008). A seguir veremos o modelo de colheita.

3.5 Colheita

A colheita € um tipo de predacao feita pelo ser humano como, por exemplo, a pesca. Nesse caso,
a modelagem matemadtica € importante para encontrar métodos de otimizagdo da acao da pesca sem
que acontega o risco de extingdo dos peixes (IANNELLI; PUGLIESE, 2014).

A equacgdo diferencial do modelo de colheita pode ser representada por

dN N
— =rN|l-—=|-hEN 38
=7 ( K) ; (38)

sendo que h é o retorno dos peixes colhidos, E € o esforco gasto e

g(N)=r (1 - %) — hE. (39)

O gréfico de (39) pode ser observado na Figura 29.
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Figura 29: Taxa de crescimento intrinseca da populacao do modelo (38).

As fungdes ‘fl—ly =F(N)e ”j—g = F’(N) sdo dadas por

dN N
—- =F(N)=rN (1 - E) — hEN, (40)

d*N rK —2rN — hEK
dr? K '

Facamos a anélise qualitativa do modelo acima, comegando pelas solucdes de equilibrio.

_ F'(N) = F(N) ( (@1)

* F(N)=0,quando N =0ouN = g(r—hE).

e . . 2
Para as fungdes ndo triviais, vamos analisar o sinal de il—];] =F(N)e ”2712\’ = F’(N).
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« F(N) >0,quando 0 < N < £(r - hE);
* F(N) <0,quando N <0OouN > %(r—hE).

Portanto, as solucdes nao constantes sdo crescentes quando 0 < N < %(r — hE) e decrescente
quando N <Oou N > %(r — hE).

« F'(N)>0,quando 0 < N < £(r —hE) ou N > £(r - hE);

* F'(N) <0,quando N < 0 ou %(r —hE) <N < %(r — hE).

Portanto, as solu¢des ndo constantes sao concavas para cima nos intervalos 0 < N < %(r —hE)e
N > g(r — hE),eoponto N = 2—Kr(r — hE) é o ponto de inflexao.

Note que, na solugdo de equilibrio N(¢) = 0, o sinal de F(N) € positivo a direita e negativo a
esquerda. Porisso, N(¢) = 0 é um equilibrio instavel. Ja na solug¢do de equilibrio N () = %(r —hE),
o sinal de F(N) € negativo a direita e positivo a esquerda. Logo, N(¢) = %(r — hE) é um equilibrio
estavel. Um campo de direcdes para o modelo de colheita € mostrado na Figura 30, onde é possivel
observar o comportamento das solucdes nao constantes do modelo de colheita.
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Figura 30: Modelo de colheitacomr =0,3, K =27, h=0,2¢e E =0, 4.

O grafico da curva solugdo do modelo de colheita para diversas condicdes iniciais pode ser
analisado na Figura 31.
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Figura 31: Modelo de colheita com parametros r = 0,3, K =27, h=0,2¢e E =0, 4.

Por fim, a seguir veremos uma aplicagao por intermédio de uma populacao de lobo-guara.

4 Aplicacao

O lobo-guarda Chrysocyon brachyurus é considerado o maior canideo da América do Sul e
segundo a Unido Internacional para a Conservacdo da Natureza (IUCN), ele estéd classificado na
categoria ’quase ameacado”, ou seja, corre risco de extingdo em um futuro préximo (VANSTREELS;
PESSUTTI, 2010). Na Figura 32, podemos observar sua tendéncia populacional durante os anos de
1969 até 2006.
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Figura 32: Diagrama de dispersao da populacdo de lobo-guard Chrysocyon brachyurus no Brasil.

De acordo com a tendéncia observada na Figura 32, é razodvel modelarmos o crescimento da
populacao de lobos-guara pelo modelo logistico. Isto €,

N1 -2 _E _)
ar K var TN

N(t9) = Ny N(to) = No

dN ( N) 1 dN _(r
o (42)
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Para simplificar, denotaremos as duas constantes a serem determinadas do lado direito da equacgado
r

42)porb=rea=—-—.

(42)p X

A técnica de derivag@o numérica escolhida para resolver o PVI (42) serd o método das diferencas
finitas, uma vez que ele se baseia na reformulacao do problema continuo em um problema discreto.

Para obter ﬁm) d]\;(tt") em cada ano (#;), vamos utilizar o método das diferencas finitas da seguinte
forma
1 dN(1;) (g +hi)
=aN(t)+b~ ——, 43

onde g; é o método das diferencas finitas “para frente”e h; é o método das diferencas finitas “para
trds”. Na Tabela 1 podemos ver todos os cdlculos envolvidos na obtencdo de g; e h;.

Agora, utilizando o método dos minimos quadrados nas colunas 2 e 5 da Tabela 1, encontramos
os parametros a = —0,0023 e b = 0,2653, e, equivalentemente, r = 0,2653 ¢ K = 115,3478. Por
fim, substituimos os parametros r € K no PVI (42) e obtemos a seguinte solu¢ao

115, 3478

N(r) = 56,6739 ¢—02653(1-1969) 4 |

(44)

O gréfico da curva solugdo de N(¢) da equagdo (44) estd representado na Figura 33. Podemos
observar que os dados aplicados ao modelo (42) fornecem a curva solucao (44). A curva indica que
a populagdo de lobos-guara podera se estabilizar em aproximadamente 116 individuos.
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Figura 33: Curva de crescimento logistico da populagao de lobo-guard Chrysocyon brachyurus.

5 Consideracoes Finais

Neste artigo, vimos que ao modificarmos a funcdo F(N) dos modelos classicos geramos no-
vos modelos de crescimentos populacionais. Estes, por se tratarem de modelos mais complexos,
muitas vezes nao sao possiveis de serem resolvidos analiticamente e por isso, observamos seu
comportamento por meio da andlise qualitativa.

Através das fungoes %’ = F(N) e 55712\’ = F’(N) encontramos as solucdes de equilibrio, os
pontos de estabilidade e instabilidade, concavidade da solucao, ponto de inflexao e capacidade de

suporte dos novos modelos. Observamos que quando a taxa de crescimento populacional F'(N) é
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i NG 8= i e i
1969 2 0,5000 - -
1970 3 1,0000 0,3333 0,6667
1971 6 0,1667 0,5000 0,3333
1972 7 0,4286 0,1429 0,2857
1973 10 0,8000 0,3000 0,5500
1974 18 0,1111 0,4444 0,2778
1975 20 0,2000 0,1000 0,1500
1976 24 0,0833 0,1667 0,1250
1977 26 0,0769 0,0769 0,0769
1978 28 -0,0714 0,0714 0,0000
1979 26 0,3077 -0,0769 0,1154
1980 34 -0,0882 0,2353 0,0735
1981 31 0,0323 -0,0968 -0,0323
1982 32 0,2500 0,0313 0,1406
1983 40 0,0000 0,2000 0,1000
1984 40 0,0750 0,0000 0,0375
1985 43 0,4419 0,0698 0,2558
1986 62 0,1129 0,3065 0,2097
1987 69 0,1014 0,1014 0,1014
1988 76 -0,0395 0,0921 0,0263
1989 73 0,0685 -0,0411 0,0137
1990 78 0,1667 0,0641 0,1154
1991 91 -0,0440 0,1429 0,0495
1992 87 0,0000 -0,0460 -0,0230
1993 87 0,1609 0,0000 0,0805
1994 101 0,0495 0,1386 0,0941
1995 106 -0,0094 0,0472 0,0189
1996 105 0,1905 -0,0095 0,0905
1997 125 0,0560 0,1600 0,1080
1998 132 -0,0833 0,0530 -0,0152
1999 121 0,0496 -0,0909 -0,0207
2000 127 -0,0472 0,0472 0,0000
2001 121 0,0496 0,0496 0,0000
2002 127 0,0079 0,0472 0,0276
2003 128 -0,0625 0,0078 -0,0273
2004 120 -0,0083 -0,0667 -0,0375
2005 119 -0,1092 -0,0084 -0,0588
2006 106 - -0,1226 -

Tabela 1: Método das diferencas finitas
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dada por uma fun¢ao polinomial de grau 2, temos a competicao intraespecifica, onde destacamos o
efeito logistico, o qual descreve a relagdao de denso dependéncia entre o crescimento populacional e
a limitagdo de recursos, e o efeito #-logistico, que descreve uma relagao nao linear entre a taxa de
crescimento intrinseca da populacao e o seu tamanho. Quando a taxa de crescimento populacional
F(N) é dada por uma funcao polinomial de grau 3, obtemos o efeito Allee que permite o aumento da
natalidade e a diminui¢do da mortalidade a medida que a populacdo cresce. A taxa de crescimento
populacional F(/N) nao precisa ser necessariamente uma funcido polinomial, como € o caso dos
modelos de competicao de concurso e de scramble, sendo que a competicao de concurso ocorre
de forma direta, a de scramble acontece de maneira indireta. Neste trabalho também estudamos
os modelos de predacao generalista e de colheita, ambos referem-se as interagdes competitivas que
envolvem a relacdo “presa e predador”, na qual uma parte envolvida sofre e a outra se beneficia. A
principal diferencga entre eles estd no fato de que nos modelos de predagao generalista, os predadores
possuem mais do que uma fonte de alimento, enquanto nos modelos de colheita a predacao feita
pelo ser humano.

Os modelos de dindmica populacional estudados neste trabalho, embora simples, fornecem
informagdes importantes para tomada de decisao, antecipacao de acontecimentos futuros, transformacoes
no espaco geografico, previsao do comportamento da populacio a longo prazo e, portanto, nessa
perspectiva, facilita a obten¢ao de estimativas no que diz respeito ao individuo e o meio em que vive.
Como exemplo disso, estudamos o crescimento da populacao de lobos-guard através do modelo
logistico. Com os dados em maos, ajustamos os parametros do modelo via método das diferencas
finitas e pudemos observar um indicio de estabilidade na populacdo de lobos.
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