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Abordagem combinatdria para a Sequéncia
Fibonacci, Tribonacci, Tetranacci, Pentanac-
ci,... etc e a noc¢ao de Tabuleiro

A combinatorial approach for the Fibonacci, Tribonacci,
Tetranacci, Pentanacci, etc. and the board’s notion.
Resumo
Depois dos anos 60, conseguimos registrar o incremento
do vigor cientifico e o interesse de inimeros pesquisadores
de varios paises em torno de propriedades generalizadas
da Sequéncia de Fibonacci. No cotejo dos métodos e abor-
dagens diferenciadas que resultam na generalizagdo de
propriedades visando o estudo desta e de outras sequéncias
recorrentes, encontramos no cenério da abordagem com-
binatéria um componente que preserva um Viés heuristico
e intuitivo. Diante deste cenario, o presente trabalho discu-
te propriedades combinatdrias relacionadas com a Sequén-
cia de Fibonacci e outras sequéncias, na medida em que
aumentamos, na relagdo de recorréncia, a quantidade de
seus termos antecedentes. Assim, o leitor podera constatar
propriedades e teoremas relacionados com as sequéncias
Tribonacci, Tetranacci, Pentanacci, etc., inclusive suas
correspondentes representacdes polinomiais significadas

por intermédio da nocdo de tabuleiro.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Abordagem
combinatdria. A nocdo de tabuleiro. Representacdes po-
linomiais.

Abstract

After the sixties, we were able to register the increase in
scientific vigor and the interest of numerous researchers
from various countries around generalized properties of
the Fibonacci Sequence. In the comparison of different
methods and approaches that result in the generalization of
properties aiming the study of this and other recurrent se-
quences, we find in the combinatorial approach scenario a
component that preserves a heuristic and intuitive bias.
Given this scenario, the present work discusses combina-
torial properties related to the Fibonacci Sequence and
other sequences, as we increase, in the recurrence relation,
the number of its antecedent terms. Thus, the reader will
be able to verify properties and theorems related to the
sequences Tribonacci, Tetranacci, Pentanacci, etc., includ-
ing their corresponding polynomial representations signi-
fied through the notion of board.
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1 Introducao

A sequéncia de Fibonacci, sobretudo, depois dos anos 60 (GOULD, 1981), motivou o in-
teresse de inUmeros especialistas em varios paises. Ndo obstante, quando consultamos alguns
livros de Historia da Matematica, de forma invariante, deparamos um expediente que costuma
exaltar um viés anedotico e com maior atencdo destinada a curiosidade que, de forma corres-
pondente, relega o saber matemético para um segundo plano. Para exemplificar, Gullberg
(1997) desenvolve uma critica de abordagens que costumam evidenciar a historia que tornou
popular um problema formulado por Leonardo Pisano, sobre os ‘coelhos imortais’ (Figura 1),
cujas propriedades numericas e aplicadas ja eram conhecidas bem antes dele (SINGH, 1985).
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Figura 1: Gullberg (1997) discute o problema da producéo dos ‘coelhos imortais’ e outras abordagens ane-
déticas presentes em livros de Historia da Matematica. Fonte: Gullberg (1997).

Por outro lado, se mostra imprescindivel compreender determinados vestigios historicos
gue motivam um processo epistemoldgico e evolutivo de determinados objetos matematicos
(ALVES, 2017) e, de um modo amplo, determinadas teorias matematicas. Para exemplificar,
na Figura 2, Feinberg (1963) discute um modelo bioldgico, cujos exemplos para o caso de
Fibonacci podem ser encontrados em profuséao, todavia, correlacionado com a sequéncia Tri-
bonacci, cuja relacdo pode ser descrita pela relagdo T, =T, ,+T, ,+T,;,n>3. Ademais,

Feinberg (1963) questiona em seu trabalho a terminologia “Tree-bonacci” se haveria uma
relacdo entre a sequéncia de Tribonacci com as ramificaces dos galhos de uma arvore, assim
como ocorre com a sequéncia de Fibonacci. O termo Tribonacci é simplesmente devido ao
fato de que a relacdo de recorréncia é formada pelos trés termos anteriores.

Year

""Fibonaceci" Tree "Tribonacci" Tree

Figura 2: Feinberg (1963) introduziu, de forma pioneira, a generalizacdo da Sequéncia de Fibonaccci e vesti-
gios de sua manifestacdo na natureza, como no caso da “Tree —bonacci’. Fonte: Feinberg (1963).

De forma geral, podemos constatar que o interesse por diversas formas de abordagem e
generalizacdo de sequéncias numeéricas recorrentes e, com lugar de destaque, pela generaliza-
cdo da Sequéncia de Fibonacci (HOGGATT; LIND, 1969) preserva um amplo vigor e con-
temporaneidade. De modo particular, identificamos 0 emprego de inimeras nogdes e modelos
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combinatorios que permitem interpretar e descrever tais relagbes. Diante desse contexto, nas
secdes subsequentes, buscaremos responder ao seguinte questionamento: Considerando a Se-
quéncia de Fibonacci e suas formas de generalizacdo (Tribonacci, Tetranacci, Pentanacci,
etc.), que propriedades combinatdrias permitem formas diferenciadas de sua interpretacdo?
Com o0 escopo de responder, pelo menos em parte, 0 questionamento anterior, explorare-
mos a nocdo de tabuleiro e outras nocGes originadas da combinatoria que possuem um Viés
significativamente heuristico e intuitivo e, por fim, alguns exemplos sobre a pesquisa atual.

2 Abordagem combinatdria para a Sequéncia de Fibonacci

De modo geral, podemos constatar o vigor da pesquisa contemporanea em torno do estudo
de sequéncias numéricas recorrentes e suas inimeras formas de abordagens e de generaliza-
cdo (GRIMALDI, 2012; LAGRANGE, 2013) que, de modo recorrente, costuma ser negligen-
ciada pelos autores de livros de Historia da Matematica (GRIMALDI, 2012; STILLWELL,
2010). A relagdo de recorréncia que permite determinar os nimeros de Fibonacci é definida
pela seguinte relagdo: F, ., =F,+F,,, F, =0, F, =1. Em seguida, assumiremos o interesse

n-11
em calcular o nimero de ladrilhamentos possiveis em um tabuleiro do tipo 1 x n (ver Figura
3), com dois tipos de ladrilhos: um ladrilho 1 x 1 na cor branca e um ladrilho (dominds)
1 x 2 na branca. Um n - tabuleiro unidimensional é indicado abaixo. Todavia, iremos em-
pregar o expediente discutido por Brigham, Caron, Chinn e Grimaldi (1997), quando definem
a seguinte recorréncia auxiliar: f, =f ,+f ,, f, =1, f =1, f, =2. Claramente, por in-

n

termédio de uma mudanca na ordem dos indices, obtemos a relacdo f,=F,,,i>0.

Figura 3: Benjamin e Quinn (2003b) fornecem uma interpretacdo heuristica sobre a no¢do de n — tabuleiro. Fonte:
Benjamin e Quinn (2003b).

Ademais, para efeito de introducdo de maior rigor envolvendo determinados termos e ex-
pedientes a serem empregados, apoiamos nossa argumentacdao nos trabalhos de Benjamin e
Quinn (2003b) e Spreafico (2014), quando descrevem a nocao de um n — tabuleiro, mediante
a formulagdo de uma definicdo e, logo a seguir, suas propriedades combinatérias com a se-
guéncia de Fibonacci, como indicaremos logo no Teorema 1.

Definicdo 1: (Tabuleiro). O tabuleiro é uma formacéo de quadrados denominados por ca-
sas, células ou posi¢des. Essas posicOes sdo enumeradas e essa enumeracao descreve a posi-
¢do. Um tal tabuleiro sera chamado apenas de n — tabuleiro (SPREAFICO, 2014).

Teorema 1: A quantidade de maneiras de se cobrir um tabuleiro 1 x ncom quadrados
1x 1 edomin6s 1 x 2 eiguala f, = F, _, (SPIVEY, 2019).

Demonstragdo: Vamos definir como f_, como o numero de maneiras de cobrir um tabu-

leiro 1 x n com quadrados 1 x 1 e domin0s 1 x 2. Para um 1 — tabuleiro do tipo 1 x 1
utilizamos um quadrado 1 x 1, isto é, temos f, =1=F, = F,, . Paraum 2 - tabuleiro tere-

mos duas coberturas possiveis, com dois quadrados ou com um domind 1 x 2. Neste caso,
reparemos que f, =2 = F, = F,,,. Em seguida, quando consideramos f, , visando cobrir

um tabuleiro 1 x n, teremos apenas duas possibilidades, a saber: (i) um conjunto de parti-
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¢Oes cuja primeira peca € justamente um quadrado 1 x 1; (ii) um conjunto de parti¢Bes cuja
primeira peca € justamente um retangulo 1 x 2. Se ocorrer (i), isto &, a primeira peca € um
quadrado, entéo as demais posi¢cdes (n —1) restantes devem correspondera f, , = F,. Com

0 mesmao raciocinio, se ocorrer (ii), isto €, as demais posi¢des (n — 2) restantes devem cor-
responder ao termo f_ _, = F_ _,. Para considerar o conjunto f_ como o numero total de

maneiras de cobrir completamente um tabuleiro unidimensional 1 x n, por um principio adi-
tivo, somaremos f =(f,,+f ,)=F +F _,=F n>1.m

n+11?

Benjamin e Quinn (2003b) introduzem, ainda, uma outra nogéo, a partir do exame do
comportamento de ladrilhamento que indicamos a seguir. Podemos visualizar que, para de-
terminadas posi¢des 0 10 — tabuleiro é ‘quebravel’ e em outras € ‘inquebravel’. Com efeito,
para exemplificar, entre a posicdo 3 e 4 é quebravel e, conforme a Figura 4, podemos identifi-
car dois novos ladrilhamentos. Logo, a seguir, na Definicdo 2, apresentamos uma definigédo
formal sobre o processo ha pouco descrito em um caso particular.

(T — -

Figura 4: Benjamin e Quinn (2003b) introduzem a nocéo de ladrilhamento ‘quebravel’ e ‘inquebravel’. Fon-
te: Benjamin e Quinn (2003b).

Definicéo 2: (Ladrilhamento quebravel e inquebravel) Um n — tabuleiro se denomina co-
mo quebravel na posi¢do ‘k’ se puder ser dividido em dois ladrilhamentos, de modo que o
primeiro cobre as posig¢oes de ‘1’ até ‘k’, e outro ladrilhamento cobre as posi¢des de ‘k+1” até
‘n’. De outro modo, dizemos que o ladrilhamento ¢ inquebravel, (BENJAMIN; QUIN, 2003b,
p. 3).

Resgataremos agora uma identidade classica: F,,, =F,F,,, +F, ,F,,m>1n>1(SPI-
VEY, 2019). Seguindo os argumentos de Benjamin e Quinn (2003b) passaremos a considerar
um n+m - tabuleiro e buscamos responder a pergunta: Com quantos ladrilhamentos f,,

conseguimos preencher tal tabuleiro?

i
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Figura 5: Benjamin e Quinn (2003b) demonstram algumas identidades com o recurso do modelo combinat6-
rio e a nogdo de n — tabuleiro. Fonte: Benjamin e Quinn (2003b).

Teorema 2: Para m,n=>1 a quantidade de maneiras de se cobrir um m+n-
tabuleiro com  quadrados 1x1 e  dominos 1x2 é igual a
F..=F ,F +F,F _,,m>1n>1.(BENJAMIN; QUINN, 2003b).

m+1" n
Demonstragéo: Os autores Benjamin e Quinn (2003b) separam em dois casos: (i) se 0 m +n -
tabuleiro é quebravel na posi¢ao ‘m’; (ii) se o m + n - tabuleiro ndo é quebravel na posi¢do
‘m’. Na Figura 5, no lado esquerdo divisamos quando ocorre 0 caso (i) e, ao lado direito o
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caso (ii). Em seguida, consideramos se ocorrer o caso (i) entéo, na posicdo (m —1, m) deve
ocorrer um quadrado 1 x 1 e, em seguida, separamos dois tabuleiros. O primeiro trata-se de
um m - tabuleiro, enquanto que, o segundo, com inicio na posicdo (m + n—1, m+ n) tra-
ta-se de um n - tabuleiro. De imediato, sabemos que f_ corresponde ao nimero de formas
de ladrilhar o 1° tabuleiro, enquanto que f_ corresponde ao numero de formas de ladrilhar o
2° tabuleiro, por um principio fundamental da Contagem, existem f_ x f_ formas de ladri-

Ilhar 0 m + n - tabuleiro. No segundo caso, prosseguindo com o argumento dos autores Ben-
jamin e Quinn (2003b) deve ocorrer um domind na posi¢do ( m, m-+21) e, consequentemen-

te, o tabuleiro sera quebravel nas posicdes m—1 e m+ 2. Passamos, entdo, a desconsiderar
(retirar) o domino correspondente, restando, assim, um m —1 - tabuleiro e o outro um n —1-
tabuleiro. Mais uma vez, por um argumento em contagem, determinamos f_ , < f_ _, como

sendo a quantidade total de formas de ladrilhar o tabuleiro m + n - tabuleiro, para o segundo
caso. Por fim, contamos, aditivamente e de forma indenpendente, todas as contribuicdes, da
forma: f.,,,= f,f,+ f,,f,,. Paraconcluir, vamos considerar, tendo em vista 0 Teo-

remal, quevale F,  =f =f =f f,+f . f,=F . ,F+FF_, m=ln>1l.m

m-+n-1 m-+(n-1) m+1 m

Definigédo 3: Considerando dois n - tabuleiros, definiremos a ‘cauda’ de tabuleiros como
sendo as pecas que ocorrem apds a Ultima falha (BENJAMIN; QUINN, 2003b).

Logo na sequéncia, apresentamos o Teorema 3 que envolve uma outra identidade cléssica,
recorrentemente discutida no estudo amplo de generalizacdo de sequéncias recursivas e atri-
buida a0 matematico italiano Giovanni Domenico Cassini (1625 — 1712). Em sua demonstra-
¢do, empregaremos uma técnica denominada de “tail swapping” (troca de cauda).

Teorema 3: Para n=0.Entdo f?=f, . f ,+(—1)" (Identidade de Cassini).

Demonstracédo: De forma geral, passaremos a considerar dois n - tabuleiros, de sorte que, 0
primeiro enumerado com células de 1 aténe o segundo com células enumeradas de 2 até
n+21. De modo geral, se ocorrer uma falha na posicdo ‘1’, na condi¢do em que ambos o0s
tabuleiros sejam quebraveis na posigdo ‘i’, isto ¢, ndo ocorram dominos, entdo, a técnica do
“tail swapping” (troca de cauda) podera ser empregada. Na etapa seguinte, quando consulta-
mos a Figura 6, ao lado direito, deslocamos os mesmos, considerando uma célula. Para verifi-
car a identidade de Cassini, de modo geral, o expediente envolvera em determinar dois novos
tabuleiros: um n+1 - tabuleiro e um n—1 - tabuleiro. Com efeito, na Figura 6 ao lado es-
querdo auxiliara em contar a quantidade de dois ladrilhos, independentes um do outro, por
conseguintes, sabemos que f,_ para cada tabuleiro e, por um principio da contagem, segue

que f xf =f?. Agora, para determinar uma contagem que corresponde a expressdo
f .. f._,+(=D" consideraremos dois casos: (a) se n for par; (b) se n for impar. Se ocorrer

o item (a) se n for par e, além disso, todos os ladrilhos s&o dominos, entdo ndo poderemos
realizar um “tail swapping” (troca de cauda). Mas, se ocorrer pelo menos um quadrado, entdo,
teremos pelos menos uma falha garantida em uma posi¢ao ‘i’. Considerando, entdo, esta falha
na posicao ‘i’, trocaremos as caudas de ambos, sem desconsiderar a posi¢do deslocada do
tabuleiro inferior. Realizado o procedimento, devemos determinar dois novos tabuleiros: um
n+1 - tabuleiro (na parte superior) e um n—1 - tabuleiro (na parte inferior). Em seguida,
passamos a repetir o principio combinatorio anterior, para ambos independentes um do outro,

isto é, determinamos f_ ., f . N&o obstante, recordamos que, acrescentaremos um caso parti-

n+l 'n-1°

cular dos ladrilhos apenas com dominds, resulta entdo na  expressdo
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f . f

n+l "n-1

mos, de novo todas as possibilidades iniciais de ladrilhamentos f, x f, entdo, necessariamen-

te, ndo pode ocorrer ladrilhos preenchidos completamente por dominés (pois n € impar!). Por
conseguinte, todo ladrilhamento possuird pelo menos um quadrado e, poderemos determinar
pelo menos uma falha. Uma vez identificada a posicdo da falha, empregaremos a técnica do
“tail swapping” (troca de cauda), determinando, de forma precisa, um n+1 - tabuleiro (na
parte superior) e um n—1 - tabuleiro (na parte inferior), com ambos de ordem n+1 e
n —1 pares. Efetuaremos nova contagem de todas as possibilidades f, ., mas, recordan-

n+l "n-1

do que estamos no caso em que ndo podem ocorrer ladrilhos preenchidos completamente por

+1=f ., f, ,+(+1D)™ . Agora, se ocorrer o item (b) se n for impar, quando examina-

dominés e, neste caso, excluiremos 0 caso, considerando a  expressao
f.f,-1="f ,f ,+(=1D", n impar. Considerando, por fim, com amparo dos casos (a) e (b)
determinaremos a identidade de Cassini f?=f ,f ,+(-D",paran=0.m=

I O P O O (EEEEREEE

12 3 4 5 n-2n-1 n 12 3 4 5 n-1 n n+1

JEEEEEREEE JEEEEESEEE

12 3 4 5 n-2n1 n fa+1xfa-1 12 3 4 5 n-3 n-2 n-1

Figura 6: Demonstracgéo da identidade de Cassini via tabuleiro (Adaptado pelos autores). Fonte: Benjamin e Quinn
(2003b).

Antes de finalizarmos a secdo atual, se mostra imprescindivel assinalar que, diante dos li-
mites de um trabalho cientifico, optamos por ndo examinar outras propriedades combinatorias
e/ou identidades mais gerais envolvendo a Sequéncia de Fibonacci e que podem ser demons-
tradas, por um processo semelhante, com o expediente de argumentos combinatdrios

(KOSHY, 2001; 2019), como por exemplo Zn: f2=f n > 0 . Ao leitor mais inte-
i=0

n’ fn+1’

ressado, indicamos os trabalhos de Benjamin e Quinn (1999; 2003a; 2003b) e Benjamin; Eus-
tis e Shattuck (2009). Isso posto, na secdo subsequente, apresentaremos uma definicdo que
permite estabelecer uma recorréncia correspondente aos polindmios de Fibonacci.

2.1 Um modelo combinatorio para os polindmios de Fibonacci

Seguiremos as indicac¢6es apontadas por Koshy (2001), quando examina 0 comportamento
da seguinte definicéo introduzida, de forma pioneira, no trabalho de Bicknell (1970).
Definigéo 4: Os polindmios de Fibonacci {F,(x)} sdo definidos pela seguinte relagdo de

recorréncia F, , = x-F, ,(x) + F, ;(x), e as seguintes condi¢des iniciais F (x) =1 F,(x) =x
.(BICKNELL, 1970)

Tabela I: Descricdo de alguns termos iniciais dos polinémios de Fibonacci.

F (%)

F,(x)

F;(x)

F,(x)

(%)

F ()

F (x) .| F(X)

1

X

X% +1

X3 +2X

x* +3x% +1

x> +4x3 +3x

X® +5x* +6x° +1

Fonte: Elaboracdo dos autores.
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Para estabelecer sua interpretacdo combinatoria, Koshy (2001) considera o quadrado

1x1, com peso x, e um domind 1x 2, de peso de peso 1. Na Figura 7, ao lado es-
querdo, o autor fornece alguns exemplos visando preencher um n - tabuleiro correspondente
com a sequéncia polinomial. Divisamos, ainda, ao lado direito, que as expressées correspon-
dentes podem ser comparadas com os elementos indicados na Tabela | e, em seguida, o Teo-
rema 4 proporciona um fundamento combinatério para contarmos a quantidade de formas de
preencher, via ladrilhos da forma indicada ha pouco, fazendo corresponder ao nimero de for-
mas de ladrilhos para cada tabuleiro uma expressao algébrica correspondente ao peso.

, :
v
=
[EE 0 O
5353 5 s s s 5 o v
CEEER GEGEI) GELE G L
1:1‘\\1\1\11\1 T R e

Figura 7: Koshy (2001) introduz representacdes combinatdrias visando o preenchimento de um tabuleiro
que resulta na Sequéncia Polinomial de Fibonacci. Fonte: Koshy (2001).

Para verificar o Teorema 4, vale assinalar que Koshy (2019) emprega o principio de Fubi-
ni, em homenagem ao matematico italiano Guido Fubini (1879-1943): Contar 0s objetos em
um conjunto de duas maneiras diferentes produz o mesmo resultado.

Teorema 4: Considerando um tabuleiro do tipo 1 x n e 0 quadrado 1x 1, com peso

X, enquanto que, o domind 1 x 2, de peso 1, como sendo formas de ladrilhos. Entéo,
considerando o numero de maneiras de preenché-lo, fazendo corresponder ao respectivo ‘pe-
so’ de cada tabuleiro, serd determinado por f,(x).(KOSHY, 2019).

Demonstragéo: De forma preliminar, vamos considerar S_ o conjunto dos pesos dos ladrilhos

em um tabuleiro tabuleiro do tipo 1 x n e o quadrado 1x 1, com peso x, e um domino

de peso 1 x 2, de peso 1. De forma trivial, quando consultamos a Figura 7, constata-
mos que S, =1=F,(x) e que S, =x=F,(x). Em seguida, Koshy (2019) busca mostrar

que S, 0 conjunto dos pesos goza de propriedade semelhante de recorréncia, isto é,
S, =x-S,,+S,_,. Com efeito, o autor considera um ladrilho qualquer do tabuleiro, de sorte
que, ao final, 0 mesmo termine por um 1 x 1 e ocorreria algo da forma sub —ladrilhos
| ——

n-1
. Ou seja, a soma final correspondente dos pesos seria de x-S, ;. No outro caso, Koshy

(2019) considera os ladrilhos que terminam em um dominé 1 x 2, de peso 1, da forma

sub —ladrilhos [, Decorre, de forma semelhante, que a soma final correspondente dos
|y
n-2
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pesos seria de 1-S, , . Finalmente, como ambas as formas de ladrilhos séo independentes uma

da outra e, por intermédio de um principio de contagem, determinamos todas os pesos da
forma: S, =x-S _,+1-S, ,=x-S, ,+S, ,, para n>0. Fato que coincide com a recorréncia

de Fibonacci. m

3 A sequéncia Tribonacci

Logo a seguir, passaremos a examinar uma extensdo da sequéncia de Fibonacci. Na Tabe-
la Il vamos considerar a sequéncia descrita pela seguinte recorréncia T, =T, ,+T, ,+T, ,,

com valores iniciais definidos por T,=0,T, =1, T, =1. Alguns escritores usaram 0 nome
"Quadranacci” (latim) em vez de "Tetranacci" (grego), segundo as explicacfes de Wadill
(1992). Quando consideramos a recorréncia T, , =T, ,+T, ,+T, , e, subtraindo da relagéo
anterior, determinaremos a seguinte identidade T, +T, , =T ,+T,, (FENG, 2011). Na Tabe-

la 1l apresentamos alguns valores numeéricos iniciais da "Tetranacci" (grego). Uma grande
quantidade de propriedades pode ser imediatamente generalizadas, quando comparamos as
Sequéncias de Fibonacci e Tribonacci (SPICKERMAN, 1982).
Tabela I1: Descrigcdo de alguns termos iniciais da sequéncia Tribonacci.
T1 Tz Ts T4 T5 Te T7 Ts T9 T10 T
1 1 2 4 7 13 24 44 81 149
Fonte: Elaboracdo dos autores.

Agora, seguindo as indicagdes fornecidas por Mehdaoui (2021), vamos considerar um n -
tabuleiro unidimensional e indicar/estabelecer as seguintes formas de ladrilhos: com quadra-
dos azuis W 1x 1, com retangulos verdes claros B 1x2, com retangulos vermelhos
) 3, todos com peso 1. Na Figura 8, de imediato, considerando o termo t, como a

quantidade de formas de ladrilhos do n - tabuleiro, seguindo as regras supracitadas, podere-
mos determinar que teremos a seguinte relagdo t, =T, .,,n>0. Logo em seguida, no Teorema

5, poderemos constatar que o expediente de demonstracdo desenvolve, de forma semelhante,
ao caso do Teorema 1.
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Figura 8: Mehdaoui (2021) fornece uma interpretacao via tabuleiro para a sequéncia Tribonacci. Fonte: Adaptado de
Mehdaoui (2021).

Teorema 5: A quantidade de maneiras de se cobrir um tabuleiro 1 x ncom quadrados

azuis L 1x 1, com retangulos verdes claros = 1x 2, com retangulos vermelhos
B ;3¢ iguala t, =T,,,,para n>1.
Demonstragdo: Vamos definir como t, como o numero de maneiras de cobrir um tabuleiro

1 x n 1 x ncom quadrados azuis m oy 1, com retangulos verdes claros 1 1x 2, com
retdngulos vermelhos B 1y 3. para um 1 - tabuleiro do tipo 1 x 1 utilizamos um qua-

drado M , Isto é, temos t, =1=T, =T,,,. Para um 2 - tabuleiro teremos duas coberturas

possiveis, com dois quadrados L ou com um dominé = | Neste caso, reparemos que
t,=2=T,=T,,,. Em seguida, quando consideramos t, visando cobrir um tabuleiro

1 x nteremos apenas duas possibilidades, a saber: (i) um conjunto de parti¢des cuja primeira
peca é justamente um quadrado L 1; (ii) um conjunto de parti¢cbes cuja primeira peca
é justamente um retangulo Ei1x2 ; (iii) um conjunto de particGes cuja primeira peca €
justamente um retangulo B ;. 3. Se ocorrer (i), isto €, a primeira peca é um quadrado
entdo as demais posi¢cdes (n —21) restantes devem corresponder a t, , =T, . Com 0 mesmo
raciocinio, se ocorrer (ii), isto &, as demais posi¢es (n — 2) restantes devem corresponder ao
termo t, , =T, ,. Finalmente, se ocorrer (iii), isto é, a primeira peca € um . , entéo,
vale que t, , =T, ,. Para considerar o conjunto t, como o numero total de maneiras de
cobrir um tabuleiro 1 x n, por um principio aditivo e o carater de independéncia dos casos,
somaremos t, =(t,,+t, ,+t, )=T, +T,,+T,,=T, n>1.m

n+17

3.1 Um modelo combinatorio para os polinémios Tribonacci

A seqguir, é estudado o modelo combinatério polinomial de Tribonacci, com os termos
apresentados na Tabela I11.

ALVES, F. R. V,; VIEIRA, R. P. M.; CATARINO, P. M. M. C.; SPREAFICO, E. V. P. Abordagem combinatéria para a sequéncia Fibonacci, Tribonacci,
Tetranacci, Pentanacci,... etc e a nogdo de tabuleiro. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 1, p. 182-204, jul. 2023. Edicdo
Iniciacdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdv23n1ic2023182204 Disponivel em: https:/sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

190



Definigao 5: Os polindmios de Tribonacci {T,(x)} sdo definidos pela seguinte relagdo de
recorréncia T, =x*-T,, () +Xx-T, ,(X)+T, 5,(x), € as seguintes condi¢des iniciais
T,(x)=0,T,(x) =1,T,(x) = x* (BICKNELL, 1970).

Tabela I11: Descricdo de alguns termos iniciais da sequéncia polinomial Tribonacci.

T | (0 | T,(x) | T,(x) T,(x) Ts(%) Ts (%) T, (x)

0 1 X2 X x| X +23+1 | B3 +3x% | X2 +4x" +6x* +2x

Fonte: Elaboracdo dos autores.
Para estabelecer sua interpretacdo combinatdria, consideraremos o quadrado com peso

x?, enquanto que, o domind 1x 2 de peso de peso x e um o domin6 1x 3 de
peso 1. Fixando essas pecas de forma preliminar, na Figura 9 o leitor podera visualizar algu-
mas configurac@es e tabuleiros iniciais que, ao lado direito, fazemos corresponder seu peso
final aos polindmios de Tribonacci {T, (x)} .

% 1= 19 [ <] (= F#e] FRl 1 ] T rar 60 +0x ]

Figura 9: Descri¢do combinatdria para a Sequéncia Polinomial Tribonacci via Tabuleiro. Fonte: Elaboracéo
dos autores.

Teorema 6: Considerando um tabuleiro do tipo 1 x n e o quadrado com peso x*, en-

quanto que, o domind 1x 2 de peso de peso x e um o domind 1x 3 de peso 1,
como sendo as pecas dos ladrilhos. Entdo, considerando o nimero de maneiras de preenché-
lo, fazendo corresponder ao respectivo ‘peso’ de tabuleiro do tipo 1 x n, serd determinado
por t.(x)=T,,,(x),para n>0 .

Demonstracéo: Basta repetir os argumentos do Teorema 4.
4 A sequéncia Tetranacci

Na tabela abaixo vamos considerar a sequéncia Tetranacci (WADDILL, 1992) descrita pe-
la sequinte recorréncia Te, =Te, ,+Te, ,+Te, ;+Te, ,, com valores iniciais definidos da

seguinte forma Te, =0,Te, =1,Te, =1,Te, =2 (ver Tabela IV).
Tabela IV: Descricédo de alguns termos iniciais da sequéncia Tetranacci.
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& e | lE Te, Te, 1, e, | s, iz, T
0 1 1 2 4 8 15 | 29 56
Fonte: Elaboracdo dos autores.

Agora, vamos considerar um n - tabuleiro e indicas as seguintes formas de ladrilhos: com

quadrados azuis ooy 1, com retangulos verdes claros 1 1x 2, com retangulos verme-

Ihos N 1x 3, com retangulos na cor rosa I 1 x 4, todos com peso 1. Na Figura
10, de imediato, considerando o termo te, como a quantidade de formas de ladrilhos do n -

tabuleiro, seguindo as regras supracitadas, poderemos determinar que te, =Te,,,;,n>0.
u L
I [ |
I Bl N
BN BN B N ..
— [te, = 8=Tay
I N . i
N e [ e N e
N N e e N [ L
NI DS ([ W W ]
[ DN -

Figura 10: Descri¢do combinatoria — via tabuleiro — para a Sequéncia Tetranacci. Fonte: Eelaboragéo dos
autores.

Teorema 7: A quantidade de maneiras de se cobrir um tabuleiro 1 x ncom quadrados

azuis W 1x 1, com retangulos verdes claros 0 1x2, com retangulos vermelhos I
1x 3, com retangulos na cor rosa I 1x 4 éigual ate, =Te,,,.
Demonstracdo: Basta repetir os argumentos indicados no Teorema 5.

4.1 Um modelo combinatdrio para os polindmios Tetranacci

Iniciando os estudos do modelo combinatério polinomial de Tetranacci, tem-se 0s termos
da sequéncia polinomial na Tabela V.

Definigédo 6: Os polindmios de Tetranacci {Te, (x)} sdo definidos pela seguinte relacao de
recorréncia Te, = x*>-Te, ,(X)+Xx*-Te, ,(X) +x-Te, ;(X)+Te, ,(x), & as seguintes con-
dicBes iniciais Te,(x) =0,Te,(X) =1 Te,(x) = x>, Te,(x) = x° + x°.

Tabela V: Descrigdo de alguns termos iniciais da sequéncia Tetranacci.
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Tey(x) | Te(x) | Te,(x) | Tes(x) | Te,(x) Te;(x) e (X)

0 1 X Cxt [ X+ +x | X233 +3x +1 | xS +4xt 16X +4x°

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Para estabelecer sua interpretacdo combinatoria, consideraremos o quadrado com pe-
so x%, enquanto que, o domind 1x 2 de peso de peso x*, um o domind 1x 3

de peso x e, finalmente, um domin6 1x 4 , com peso 1. Fixando essas pecas de
forma preliminar, na Figura 11 o leitor podera visualizar algumas configuragdes e tabuleiros
iniciais que, ao lado direito, fazemos corresponder seu peso final aos polindmios de Tetranac-

ci{Te,(x)} .

o

ol I 1 O 3 Pl P CLEETUETTIEETY

Figura 11: Descricao via tabuleiro para a Sequéncia Polinomial Tetranacci (elaboragéo dos autores).

Teorema 8: Considerando um tabuleiro do tipo 1 x n e o quadrado com peso x°,

enquanto que, o domind 1x 2 de peso de peso x*, um o domind 1x 3 de peso

x e, finalmente, um domin6 1x 4 , com peso 1, como sendo as pecas dos ladri-
Ihos. Entdo, considerando o nimero de maneiras de preenché-lo, fazendo corresponder ao
respectivo ‘peso’ de tabuleiro do tipo 1 x n, sera determinado por te (x) =Te, ., (x), para

n>0 .
Demonstracéo: Basta repetir os argumentos do Teorema 4.

5 A sequéncia Pentanacci

Na Tabela VI vamos considerar a sequéncia descrita pela seguinte recorréncia
Pe,=Pe,,+Pe, ,+Pe ,+Pe ,+Pe ., para n>5 e com valores iniciais definidos por

Pe,=0,Pe, =1,Pe, =1 Pe, =2,Pe, =4. Pe, é a sequéncia (A001591), consultada em OEIS
Foundation INC.

Tabela VI: Descrigdo de alguns termos iniciais da sequéncia Pentanacci.
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(v

Pe | Pe, | Pe; Pe, | Pe, Pe, Pe, Pe, Pe, Pe
1 1 2 4 8 16 31 61 120
Fonte: Elaboracdo dos autores.

Agora, vamos considerar um n - tabuleiro e indicas as seguintes formas de ladrilhos: com

quadrados azuis Wi 1, com reténgulos verdes claros B 1« 2, com retangulos verme-
lhos HEEEE 1y 3, com retangulos na cor rosa — 4, com retangulos na cor ama-

rela 11 x 5todos com peso 1. Na Figura 12, de imediato, considerando o termo t,
como a quantidade de formas de ladrilhos do n - tabuleiro, seguindo as regras supracitadas,

poderemos determinar que pe, =Pe,,,n>0.
| | [P = T=Pey]
] | N T N (e . ===

RN N e . e
DN B e W
N D

Figura 12: Descri¢do combinatoria — via tabuleiro — para a Sequéncia Pentanacci. Fonte: Elaboragédo dos autores.

Teorema 9: A quantidade de maneiras de se cobrir um tabuleiro 1 x ncom quadrados
azuis M 1x1, com retangulos verdes claros = 1x 2, com retdngulos vermelhos
— 1x 3, com retangulos na cor rosa — 1x 4, com retangulos na cor amarela
x5 6 igual a pe, = Pe, , .
Demonstracéo: Basta repetir os argumentos do Teorema 7.

5.1 Um modelo combinatorio para os polinémios Pentanacci

De maneira similar aos modelos anteriormente discutidos, seguiremos a defini¢cdo dos po-
linbmios Pentanacci.

Definigéo 6: Os polindmios de Pentanacci {Pe, (x)} sdo definidos pela seguinte relagao
de recorréncia Pe, = x*-Pe, ,(X)+x%-Pe, ,(X)+x*-Pe, 5(X)+xPe, ,(X)+Pe, ;(X), €
as seguintes condigdes iniciais:

Pe,(x) =0, Pe,(X) =1, Pe, (x) = x*, Pe,(x) = x® + x%, Pe, (X) = X" + 2x” + x°.

Tabela VII: Descricdo de alguns termos iniciais da sequéncia Pentanacci.
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Pey(x) | Pe(x) | Pe,(x) | Pes(x) | Pe,(X) Pe; (x) Pe, (x)

0 1 XY | 2 x| XX 3+ x| X 4K 46X 4+ -

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Visando realizar a interpretagdo combinatoria, consideraremos o quadrado com peso
x*, enquanto que, 0 domind 1x 2 de peso de peso x°, um o domind 1x 3 de
peso x*> , um o domind 1x4 de peso x e, finalmente, um domindé 1x5

, com peso 1. Fixando essas pecas de forma preliminar, na Figura 13 o leitor po-
dera visualizar algumas configurac@es e tabuleiros iniciais que, ao lado direito, fazemos cor-
responder seu peso final aos polindmios de Pentanacci { Pe, (x)} -

. L+ 1]
= 5 ———
. FEE B [ 5
e SO i a8 o [ Bl AP o

FE [ E E0E | s E——

FFFFE FREE] FREF FEFE

I [l LY TLET LTy

FFF FE FEE T

I A I s —

Figura 13: Descricéo via tabuleiro para a Sequéncia Polinomial Pentanacci. Fonte: Elaboracdo dos autores.

Teorema 10: Considerando um tabuleiro do tipo 1 x n e o quadrado com peso Xx*,
enguanto que, o domind 1x 2 de peso de peso x°, um o domind 1x 3 de peso
x* , um o domind 1x 4 de peso x e, finalmente, um domind 1x5 ,

com peso 1, como sendo as pecas dos ladrilhos. Entdo, considerando o nimero de maneiras de
preenché-lo, fazendo corresponder ao respectivo ‘peso’ de tabuleiro do tipo 1 x n, sera de-
terminado por pe,(x) = Pe,,,(x), para n>0 .

Demonstracéo: Basta repetir os argumentos do Teorema 4.

Para concluir, de forma natural, o leitor podera inferir que, com o amparo das proprieda-
des abordadas anteriormente, poderemos definir as sequéncias Hexanacci, Heptanacci, Octa-
nacci, etc. (BENJAMIN; HANUSA; SU, 2003). E, de igual modo, quando ampliamos e gene-
ralizamos os argumentos de Koshy (2001), podemos determinar, para cada tabuleiro, tomando
suas representagdes polinomiais correspondentes, conseguimos estabelecer demais teoremas,
semelhantes aos casos dos Teoremas 6 e 8. Deixamos tal tarefa para o leitor mais interessado!
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6 A pesquisa atual sobre sequéncias recorrentes e outros
tabuleiros

Nas se¢des predecessoras discutimos, de forma predominante, algumas propriedades com-
binatorias em torno da Sequéncia de Fibonacci que, depois dos anos 60 passou a atrair um
conjunto cada vez maior de pesquisadores (BICKNELL-JOHNSON, 1987). N&o obstante,
quando consideramos, por exemplo, propriedades combinatérias envolvendo tabuleiros, ndo
necessariamente unidimensionais, podemos recordar o estudo de tabuleiros circulares relacio-
nados com a Sequéncia de Lucas e a Sequéncia Gibonacci (BENJAMIN; DERKS; QUINN,
2011; BENJAMIN; HANUSA; SU, 2013; BENJAMIN; QUINN, 2003b; BRIGGS; LITTLE;
SELLERS, 2010), o estudo de tabuleiros relacionados com a Sequéncia de Pell (BENJAMIN;
PLOTT,; SELLERS, 2008) e de Pell — Lucas, inclusive suas representacdes polinomiais via
tabuleiro (KOSHY, 2001) e outros exemplos que confirmam o vigor da abordagem combina-
toria (BENJAMIN; WALTON, 2009; VAJDA, 1989).

Por exemplo, a Sequéncia de Lucas que, forma standard, se define por L, =L, +L, ,, e

valores iniciais L, =1, L, = 3. Por intermédio de configuragdes circulares, do tipo: um qua-

drado curvo % e um retangulo curvo ) 0 expediente envolve em contar a quantidade de
maneiras, que denotaremos por |, de preencher um n - tabuleiro circular, com células enu-

meradas em um sentido anti-horario como podemos visualizar na Figura 14. Benjamin e
Quinn (2003b) explicam o comportamento de um 4 - tabuleiro e sugerem o seguinte compor-
tamento de recorréncia I, =1, , +1, ,, para n>3.

10000000

Figura 14: Benjamin e Quinn (2003b) explicam propriedades sobre o tabuleiro circular e suas relagdes com a
sequéncia de Lucas. Fonte: Benjamin e Quinn (2003b).

Teorema 11: A quantidade de maneiras 1, de se cobrir um n - tabuleiro circular

(bracelete) com quadrados curvos % (na cor cinza claro) ou retangulos curvos ) (na cor
cinza escuro) éigual a 1, = L, (BENJAMIN; QUINN, 2003b).

Demonstracdo: Sugerimos consultar Benjamin e Quinn (2003b).

Em outro trabalho, Benjamin, Plott e Sellers (2008) abordam a forma de preencher um ta-
buleiro com os valores correspondentes com a Sequéncia de Pell que, de modo standard, é
descrita pela seguinte relagdo P,, =2P,+P, ,, para os valores P, =0,P, =1. Assim, conside-

rando um quadrado branco [T, um quadrado preto B ¢ um dominé na cor cinza I |
Para tanto, os autores denotam p, =1=PF, que corresponde a nenhum ladrilhamento inicial.
Para p, =2=P, que corresponde preencher um 1 — tabuleiro de duas formas, com um qua-

drado branco e um quadrado preto. Na sequéncia, para um 2 — tabuleiro, podemos verificar na
Figura 15, inclusive os ladrilhamentos para um 3 — tabuleiro e 4 — tabuleiros que determinam
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as relagdes p,=5=P, , p;,=12=P, e p,=29=PR,. (ver Figura 15). Com amparo em um
argumento combinatdrio, determinaremos que o respectivo tabuleiro pode ser contado a partir
do nimero P,,n>1.

O |Om (pi=2=%]
(I Eesls N =N N (m=s=7]
SRl ensl Ealles s 5N W

= §

mnnnll snnls smlEE Bl EoalE
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H mfiss = & fhonnEcaEl B [ FEEE
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Figura 15: Benjamin, Plott e Sellers (2008) introduzem uma nocao de tabuleiro para o estudo da Sequéncia de Pell.
Fonte: Adaptada pelos autores de Benjamin, Plott e Sellers (2008).

Sabemos que a relacdo de recorréncia que permite determinar os nimeros de Jacobs-
thal (HORADAM, 1996) é definida pela seguinte relacdo J, =J, ,+2J, ,, J,=1,J, =1.
Em seguida, de forma semelhante ao que estabelecemos nas sec¢Oes predecessoras, assumire-
mos o interesse em calcular o nimero de ladrilhamentos possiveis em um tabuleiro do tipo
3 xn, com apenas dois tipos de ladrilhos: um ladrilho 1 x 1 na cor branca e um ladrilho
2 x 2 na cor vermelha. Na Figura 16 indicamos nosso tabuleiro e, para efeito notacional,
denotaremos por j. para o numero de ladrilhamentos possiveis e, em nossa discusséo sobre a

ultima sequéncia empregaremos 0s argumentos indicados por Craveiro (2004).

Figura 16: Craveiro (2004) formula uma regra para o preenchimento de um tabuleiro 3 X N bidimensional correla-
cionado com a Sequéncia de Jacobsthal. Fonte: Craveiro (2004).

Teorema 12: Considerando um tabuleiro 3 x n, com apenas dois tipos de ladrilhos, um
ladrilno 1 x 1 I:l na cor branca e um ladrilho 2 x 2 - na cor vermelha. Entdo, j,

para o n° de ladrilhamentos possiveis para o tabuleiro é determinado por j =J, ,n>1.
(CRAVEIRO, 2004).
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Demonstracdo: Recorrendo aos argumentos combinatorios empregados por Craveiro (2004),
vamos considerar trés conjuntos, a saber: (i) um conjunto de ladrilhamentos 3 x n (com ladri-
Ihos dos dois tipos definidos 1 x 1 e 2 x 2) e que contém, pelo menos um ladrilhamento (a

direita) 3 x 1e com ladrilhos de cor branca 1 x 1@; (if) um conjunto de ladrilhamentos
3 x n (com ladrilhos dos dois tipos definidos 1 x 1 e 2 x 2) e que contém, pelo menos um
ladrilhamento (& direita) 3 x 2 com dois ladrilhos de cor branca e um vermelha, de acordo

com a seguinte configuracéo ; (i) um conjunto de ladrilhamentos 3 x 2 (com ladri-
Ihos dos dois tipos definidos 1 x 1 e 2 x 2) e que contém, pelo menos um ladrilhamento (a
direita) 3 x 2 com dois ladrilhos de cor branca e um vermelha, de acordo com a seguinte

configuracéo . Em seguida, Craveiro (2004) examina a cardinalidade do primeiro con-
junto de ladrilhos definidos em (i), isto €, j, . Por sua vez, quando examina o conjunto dos

ladrilhos seguindo a configuracdo dos ladrilhos como indicados em (ii) e (iii), depreendemos
que ambos possuem a mesma cardinalidade indicada por j, ,. Mais uma vez, como todos 0s

trés conjuntos (i), (ii) e (iii) representam casos independentes, Craveiro (2004) estabelece a
io=1j =1 ) ) ]

relacdo {JO . L . e que tal relacéo de recorréncia fornece, de forma precisa, 0s nu-
h=lat 2- Jo2

meros de Jacobsthal e estabelecemos que j =J,,n>1. =

Vejamos um pequeno exemplo. Na Figural7, em (a) identificamos o total de ladrilhamen-
tos possiveis para o tabuleiro 3 x n. De imediato, podemos contar, da seguinte forma:
j,=11=5+6=5+2-3= j,+2-j,. Por um principio da contagem, poderemos verificar
que, em casos particulares e por intermédio de um exame ‘visual’ e heuristico das configura-
¢Oes dos ladrilhos, depreendemos as relagdes estabelecidas no teorema anterior.
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Figura 17: Algumas relacdes combinatdrias identificadas via a visualizagdo de ladrilhos para o caso da Sequéncia de
Jacobsthal. Fonte: Elaboragéo dos autores.

j, =11

Em nosso ultimo exemplo, os autores Benjamin e Walton (2009) descrevem um mode-
lo de representacdo combinatoria, via tabuleiro, para os polindmios de Chebyschev que, se-
gundo os autores, “eles aparecem em quase todos 0s ramos de matematica, incluindo Geome-
tria, Combinatdria, Teoria dos nimeros, Equacdes diferenciais, Teoria da aproximacdo, Ané-
lise numérica e Estatistica” (BENJAMIN; WALTON, 2009, p. 1).

Benjamin e Walton (2009) distinguem duas classes de polindmios de Chebyschev a
saber: (a) classes de polinémios de Chebyschev de primeira espécie, caracterizados pela rela-
cdo de recorréncia indicada por T, (x) =2x-T, ,(x)—T, ,(x), com as condicBes iniciais
T,(x) =1, T,(x) = x ; (b) classes de polindmios de Chebyschev de segunda especie, caracte-
rizados pela relagdo de recorréncia indicada por U, (x) =2x-U, _(x)—-U,_,(x), com as
condigdes iniciais U,(x) =1,U,(x) = 2x. O carater de proficuidade destas sequéncias, se-

gundo os autores, reside no fato de que “os polinémios de Chebyshev geram muitas sequén-
cias fundamentais, incluindo os nimeros de Fibonacci” (BENJAMIN; WALTON, 2009, p. 2).

Com efeito, por intermédio de um expediente comparativo e que emerge, diretamente
do modelo do tabuleiro que indicamos na Figura 3, correspondente ao caso de Fibonacci,

Benjamin e Walton (2009) designam os seguintes dominds: Gae quadrado rosa com peso 2x

, - domino verde, com peso —1. Na Figura 18, ao lado esquerdo, divisamos classes de
polinbmios de Chebyschev de segunda espécie e, ao lado direito, classes de polindmios de
Chebyschev de primeira espécie, com emprego da nocdo de tabuleiro.
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Figura 18: Benjamin e Walton (2009) fornecem uma interpretacdo combinatéria — via tabuleiro — para os
polindmios de Chebyshev. Fonte: Benjamin e Walton (2009).

Teorema 13: Considerando a classes de polindmios de Chebyschev de segunda espe-

cie. E os seguintes dominds: = quadrado rosa com peso 2x, - dominé verde, com
peso —1 para efeito do preenchimento com ladrilhos um tabuleiro de comprimento n . (BEN-
JAMIN; WALTON, 2009).

Demonstragéo: Considerando o termo w,, correspondente ao peso total dos ladrilhos de com-

primento n. De imediato, com amparo dos resultados particulares da Figura 18, depreende-
mos que w, =1=U,(x),w, = 2x =U,(x) . Além disso, quando consideramos os tabuleiros

de comprimento n =2, sabemos ainda que w, = 4x* —1=U,(x) . Logo em seguida, obser-
vamos que, todos ladrilhos de comprimento n>2 se torna um ladrilho de comprimento
2x

n—1, se terminar com um quadrado rosa com peso 2x . De igual modo, todos ladrilhos
de comprimento n>2 se torna um ladrilho de comprimento n—2, se terminar com um

- quadrado rosa com peso —1. Desde que, temos dois conjuntos de ladrilhos indepen-
dentes, para ambos o0s casos, contamos o total de ladrilhos por intermédio da soma
w, =2x-W_, +(—1)-w,_ _, =2x-w,, —1w,__, . Por inducéo, poderemos escrever ainda que

w, =2x-w, , —1lw, , =2x-U,_,(X)-U, . (X)=U_,(X),n=0. =

7 Conclusao

Nas secOes predecessoras abordamos determinadas propriedades relacionadas com a se-
quéncia de Fibonacci e suas formas de recorréncia generalizadas. Ademais, devido a um am-
plo cenario e a pesquisa atual que confirma o interesse contemporaneo e variadas formas de
generalizacdo da referida sequéncia, a abordagem combinatoria se apresenta como uma ver-
tente de importantes avancos da pesquisa (WILSON; WATKINS, 2013).

Como podemos constatar, por intermédio de um conjunto dos teoremas e defini¢bes apre-
sentados, a nogdo de tabuleiro, quer sejam de natureza unidimensional ou ndo, proporcionam
um expediente de descoberta ou ‘contagem heuristica’ que revela relagdes e significados
inesperados com muitas sequéncias recorrentes e, de modo especial, discutimos o caso da
sequéncia de Fibonacci, Tribonacci, Tetranacci, Pentanacci, etc., sem desconsiderar suas cor-
respondentes recorréncias polinomiais, que ha pouco tempo, foram incorporadas a toda uma
cultura matematica que reune varios entusiastas da referida sequéncia e suas especializaces
(KOSHY, 2014, 2019).
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n n
De certo que muitas identidades elementares do tipo » F =F, , -1, >'F, =F,,, ad-
i=1

2n+1
i=0

mitem uma verificacdo, nem sempre imediata, por intermédio das propriedades formuladas
para um tabuleiro e, nesse contexto, merecem destaque, os resultados introduzidos nos traba-
Ihos de Benjamin e Quinn (2003a, 2003b) e Benjamin; Derks e Quinn (2011) que proporcio-
nam expandir um amplo universo de descobertas.

Ademais, podemos constatar que a noc¢éo de tabuleiro, a despeito de sua dimensao ou con-
figuragéo (linear ou circular) permite o incremento de resultados e interpretacbes de uma pro-
fusdo de propriedades (DETEMPLE; WEBB, 2014) correlacionadas com a sequéncia de Fibo-
nacci e que, por vezes, envolvem uma abordagem superficial ou restritiva, quando consulta-
mos alguns compéndios de Histdria da Matematica (HEMENWAY, 2005; VOROBIEV, 2000)
e perdem a oportunidade de desvelar um cenério ampliado de aplicagdes.

Por fim, certamente que ndo buscamos apresentar resultados com substancial viés de ine-
ditismo envolvendo uma abordagem combinatéria para o estudo de certas sequéncias recor-
rentes e, de modo especial, para o caso da Sequéncia de Fibonacci e suas extensdes. Nao obs-
tante, resgatando o questionamento inicial, constatamos que existem inumeras formas de sua
representacdo combinatoria (para Fibonacci e outras sequéncias) e, de modo invariante, o lei-
tor deve perceber que a nogao abstrata de ‘ n - tabuleiro’ se apresenta como um objeto mate-
matico com ampla interface heuristica e intuitiva.
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