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Resumo
Cinco problemas propostos para olimpı́adas internacio-
nais de Matemática são discutidos em detalhe. As
demonstrações envolvidas nas soluções são complementadas
pela disponibilização dos respectivos links das figuras intera-
tivas utilizando o GeoGebra. É esperado que o artigo possa
ser apreciado tanto por estudantes que preparam-se para as fa-
ses finais de competições nacionais ou internacionais quanto
por professores que atuam no ensino e interessam-se em desa-
fios olı́mpicos. Além dos quadriláteros inscritı́veis e circuns-
critı́veis, a fundamentação teórica é baseada numa combinação
de conceitos: semelhança, base média, incentro e ortocentro,
arco capaz, potência de ponto, eixo e centro radical, e os teore-
mas de Reim e Pitot.
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Abstract
Five proposed problems for international Mathematical Olym-
piads are discussed in detail. The demonstrations involved in
the solutions are complemented by the availability of the res-
pective links of the interactive figures using GeoGebra. It is
hoped that the article can be appreciated both by students who
are preparing for the final stages of national or international
competitions and by professors who work in teaching and are
interested in Olympic challenges. In addition to cyclic and
tangential quadrilaterals, the theoretical foundation is based
on a combination of concepts: similarity, mean base, incenter
and orthocenter, power of a point, radical axis and center, and
Reim’s and Pitot’s theorems.
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1 Introdução
O presente texto foi elaborado a partir de materiais didáticos utilizados durante uma aula do curso

“Geometria Olı́mpica com GeoGebra” para professores de Matemática do Ensino Fundamental e
Médio de todo o Brasil. Quadriláteros inscritı́veis e circunscritı́veis aparecem na resolução de muitos
problemas olı́mpicos.

A Olimpı́ada Internacional de Matemática (IMO, International Mathematical Olympiad) é uma
competição para estudantes do Ensino Médio. Os objetivos são descobrir, estimular e desafiar estu-
dantes talentosos em Matemática. Fortalecer relações de amizade internacional entre matemáticos,
criar oportunidades para o intercâmbio de informação sobre programas e conteúdos de estudo e
promover a Matemática em geral.

Na preparação para uma Olimpı́ada Internacional de Matemática cada delegação (menos o paı́s
sede) pode enviar problemas para formar a base de dados inicial, chamada lista longa (LongList,
LL). Os mesmos não podem ter sido usados em competições anteriores, nem publicados e devem
abranger vários tópicos de Matemática pré-universitária. O paı́s sede da competição cria um Comitê
de Seleção que escolhe os melhores problemas da LL para formar a lista curta (ShortList, SL).
Os professores Lı́deres, um por equipe, recebem a SL no primeiro dia da reunião e escolhem, por
maioria simples, os seis problemas da SL que serão usados na IMO. As duas listas são mantidas em
segredo até a IMO do próximo ano.

As resoluções neste artigo complementam algumas poucas disponı́veis nos fóruns em lı́ngua
inglesa e nas publicações das competições. Utilizando argumentos menos rebuscados, focou-se na
apresentação mais detalhada das transições, possibilitando que alunos e professores conseguissem
acompanhar o desenvolvimento do problema. Como complemento, uma versão interativa de cada
uma das figuras do texto está disponibilizada no site do GeoGebra.

2 Conceitos básicos
Para fins didáticos, esta seção aborda alguns dos mais importantes fundamentos teóricos e

construtivos que serão utilizados na próxima. O leitor especialista na área pode pular para a
discussão dos problemas olı́mpicos.

2.1 Construção do arco capaz
Exercı́cio 1. Construir o Arco Capaz dado um segmento 𝐴𝐵 e um ∠𝐶𝐷𝐸 = 𝛼. Isto é, encontrar os
pontos do plano que são visto sob o mesmo ângulo 𝛼 desde 𝐴𝐵.

Será construı́do a parte do Arco Capaz que fica acima da reta 𝐴𝐵 (Figura 1). A parte que fica
abaixo é encontrada de maneira análoga.

1. Transportar para o vértice 𝐴 e o semiplano inferior determinado pela reta 𝐴𝐵 o ângulo 𝛼. Um
dos lados do mesmo é denotado pela semirreta 𝑖.

2. Construir a mediatriz 𝑚 dos pontos 𝐴 e 𝐵. Denotar por 𝑀 o ponto médio entre 𝐴 e 𝐵. Marcar
𝐿 = 𝑚 ∩ 𝑖.

3. Passando por 𝐴 construir uma perpendicular à semirreta 𝐴𝐿. Marcar a o ponto 𝑂, interseção
desta com 𝑚. Como ∠𝐿𝐴𝑂 = ∠𝐴𝑀𝐿 = ∠𝑂𝑀𝐴 = 90◦, segue que ∠𝐿𝐴𝑀 = ∠𝐴𝑂𝑀 = 𝛼.
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C.Q.D. – Revista Eletrônica Paulista de Matemática, Bauru, v. 23, n. 1, p. 317–334, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023317334 Disponı́vel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

318



4. Construir o arco 𝑐, maior de 𝐴𝐵, com centro em 𝑂 e raio 𝑂𝐴. Como 𝑂 está na mediatriz de
𝐴𝐵 tem-se que𝑂𝐴 = 𝑂𝐵, o △𝐴𝑂𝐵 é isósceles e ∠𝐴𝑂𝑀 = ∠𝐵𝑂𝑀 = 𝛼. De 𝐿𝐴 ser tangente a
𝑐 em 𝐴 o ângulo 𝐿𝐴𝐵 é chamado de segmento e ∠𝐿𝐴𝐵 = 1

2∠𝐴𝑂𝐵. O ∠𝐴𝑂𝐵 define-se como
central. Em palavras, o ângulo de segmento mede a metade do central correspondente.

5. Qualquer ponto 𝑋 ou 𝑌 no arco 𝑐, maior da corda 𝐴𝐵 (Arco Capaz), é visto com o mesmo
ângulo. Vale que ∠𝐴𝑋𝐵 = ∠𝐴𝑌𝐵 = 𝛼 e estes são chamados de ângulos inscritos. Em palavras,
os ângulos inscritos medem a metade do central correspondente (Figura 1).

Figura 1: Construção do Arco Capaz no semiplano superior do segmento 𝐴𝐵.

2.2 Quadrilátero inscritı́vel ou cı́clico
Definição 2. Um quadrilátero é dito inscritı́vel ou cı́clico quando seus quatro vértices pertencem a
uma mesma circunferência.

Proposição 3 (Critério I). Um quadrilátero 𝐴𝐵𝐶𝐷 é inscritı́vel se, e somente se, a soma dos ângulos
opostos é 180◦ :

∠𝐵𝐴𝐷 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180◦,

∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 180◦.
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Figura 2: Guia para a ida da Proposição 3.

Demonstração. Inicialmente, suponha-se que 𝐴𝐵𝐶𝐷 seja inscritı́vel na circunferência de centro 𝑂
(Figura 2). Considera-se o arco

>

𝐴𝐷𝐶 de medida 2𝛼. Um ângulo inscrito correspondente ao mesmo
é ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼. Por outro lado, seja o arco

>

𝐴𝐵𝐶 de medida 2𝛽. Um ângulo inscrito correspondente
será ∠𝐴𝐷𝐶 = 𝛽. Logo, uma volta completa em torno de 𝑂 permite calcular:

2𝛼 + 2𝛽 = 360◦,

𝛼 + 𝛽 = 180◦.

Isto é,
∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 180◦.

Seja 𝐸 um ponto na prolongação do segmento 𝐶𝐵, além de 𝐵. Vale que:

∠𝐸𝐵𝐴 = ∠𝐴𝐷𝐶 = 𝛽.

Analogamente, mostra-se que:

∠𝐵𝐴𝐷 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180◦.

Para a recı́proca (Figura 3), por hipótese, a soma dos ângulos opostos no quadrilátero convexo
𝐴𝐵𝐶𝐷 é 180◦ :

∠𝐷𝐴𝐵 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180◦.

Seja ∠𝐵𝐶𝐷 = 𝛼, logo:
∠𝐷𝐴𝐵 = 180◦ − 𝛼.

Suponha-se, por absurdo, que o quadrilátero 𝐴𝐵𝐶𝐷 não seja inscritı́vel e o ponto 𝐶 esteja fora
da circunferência 𝑘, circunscrita ao △𝐴𝐵𝐷. Traça-se a reta 𝐶𝐵 e marca-se o ponto 𝐸 na interseção
com 𝑘. Por construção, 𝐴𝐵𝐸𝐷 é inscritı́vel e segue que:

∠𝐷𝐴𝐵 + ∠𝐵𝐸𝐷 = 180◦.
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Logo, ∠𝐵𝐸𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐷 = 𝛼. Contradição, pois o ângulo externo em 𝐸, do △𝐷𝐸𝐶, pode ser
escrito como:

∠𝐵𝐸𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐷 + ∠𝐶𝐷𝐸.
No caso em que 𝐶 está no interior de 𝑘 a demonstração é análoga. □

Figura 3: Guia para a volta da Proposição 3.

Proposição 4 (Critério II). Um quadrilátero é inscritı́vel se, e somente se, o ângulo entre um lado e
uma diagonal é igual ao ângulo entre o lado oposto e a outra diagonal.

Figura 4: Guia para a ida da Proposição 4.

Demonstração. Inicialmente, suponha-se que 𝐴𝐵𝐶𝐷 seja inscritı́vel na circunferência de centro 𝑂
(Figura 4). A prova segue do Exercı́cio 1 (Construção do Arco Capaz). Para a recı́proca (Figura 5),
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por hipótese, no quadrilátero convexo 𝐴𝐵𝐶𝐷 vale que ∠𝐵𝐷𝐴 = ∠𝐵𝐶𝐴. Suponha-se, por absurdo,
que 𝐴𝐵𝐶𝐷 não seja inscritı́vel e o ponto 𝐶 esteja no interior da circunferência 𝑘, circunscrita ao
△𝐴𝐵𝐷. A semirreta 𝐵𝐶 intercepta 𝑘 no ponto 𝐸. Por construção, 𝐴𝐵𝐸𝐷 é inscritı́vel. Logo,
∠𝐵𝐷𝐴 = ∠𝐵𝐸𝐴. Segue que ∠𝐵𝐶𝐴 = ∠𝐵𝐸𝐴. Absurdo, pois no △𝐴𝐶𝐸 tem-se:

∠𝐵𝐶𝐴 = ∠𝐵𝐸𝐴 + ∠𝐸𝐴𝐶.

O caso em que 𝐶 está fora de 𝑘 é demonstrado de forma análoga. □

Figura 5: Guia para a volta da Proposição 4.

2.3 Teorema de Reim
Teorema 5. Suponha-se que as circunferências 𝑤1 e 𝑤2 interceptam-se nos pontos 𝐴 e 𝐵. Sejam os
pontos 𝐴1, 𝐵1 ∈ 𝑤1 e 𝐴2, 𝐵2 ∈ 𝑤2 e os trios 𝐴, 𝐴1, 𝐴2 e 𝐵, 𝐵1, 𝐵2 colineares. Então as retas 𝐴1𝐵1
e 𝐴2𝐵2 são paralelas (Figura 6).

Demonstração. Seja ∠𝐵2𝐴2𝐴 = 𝛼. Como o quadrilátero 𝐴𝐵𝐵2𝐴2 é inscritı́vel, então

∠𝐴𝐵𝐵2 = 180◦ − 𝛼.

Segue que ∠𝐵1𝐵𝐴 = 𝛼. Por outro lado, o quadrilátero 𝐴𝐴1𝐵1𝐵 é cı́clico, então

∠𝐴𝐴1𝐵1 = 180◦ − 𝛼.

Seja o ponto 𝐴0 na semirreta 𝐴𝐴1, além 𝐴1 ou a esquerda de 𝐴1. Com isto, ∠𝐵1𝐴1𝐴0 = 𝛼.

Da igualdade ∠𝐵1𝐴1𝐴0 = ∠𝐵2𝐴2𝐴 = 𝛼 e a recı́proca de ângulos correspondentes entre paralelas
encontra-se:

𝐴1𝐵1 ∥ 𝐴2𝐵2.

□
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Figura 6: Guia para o Teorema 5.

2.4 Quadrilátero circunscritı́vel ou tangencial
Definição 6. Um quadrilátero (convexo ou não) é dito circunscritı́vel ou tangencial quando é possı́vel
construir no interior deste uma circunferência que tangencia os quatro lados ou suas prorrogações.

Na Figura 7 sejam as interseções das retas 𝐴𝐵 e 𝐶𝐷 e 𝐵𝐶 e 𝐴𝐷 os pontos 𝐽 e 𝐼, respetivamente.
Os quadriláteros 𝐴𝐵𝐶𝐷 e 𝐴𝐽𝐶𝐼 circunscrevem 𝑘 ou 𝑘 está inscrita em 𝐴𝐵𝐶𝐷 e 𝐴𝐽𝐶𝐼.

Figura 7: Guia para a Definição 6 e o Teorema 7.

Teorema 7 (Ida do teorema de Pitot). Com referência a Figura 7, se 𝐴𝐵𝐶𝐷 for um quadrilátero
circunscrito a uma circunferência 𝑘, então

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷.
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Alternativamente, se 𝐴𝐽𝐶𝐼 for um quadrilátero circunscrito a 𝑘, então

𝐴𝐽 + 𝐶𝐼 = 𝐴𝐼 + 𝐽𝐶.

Demonstração. Sejam 𝐺, 𝐹, 𝐸 e 𝐻 os pontos de tangência da circunferência 𝑘 com os lados 𝐴𝐵,
𝐵𝐶, 𝐶𝐷 e 𝐷𝐴, respectivamente (Figura 7). Tem-se:

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = (𝐴𝐺 + 𝐺𝐵) + (𝐶𝐸 + 𝐸𝐷).

Utilizando a igualdade dos segmentos tangentes 𝐴𝐺 = 𝐻𝐴, 𝐺𝐵 = 𝐵𝐹, 𝐶𝐸 = 𝐹𝐶 e 𝐸𝐷 = 𝐷𝐻

encontra-se:
𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = (𝐻𝐴 + 𝐵𝐹) + (𝐹𝐶 + 𝐷𝐻),
𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = (𝐵𝐹 + 𝐹𝐶) + (𝐷𝐻 + 𝐻𝐴),

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷.
Analogamente,

𝐴𝐽 + 𝐶𝐼 = (𝐴𝐺 + 𝐺𝐽) + (𝐼𝐹 − 𝐹𝐶).
Adicionalmente, 𝐺𝐽 = 𝐽𝐸 e 𝐼𝐹 = 𝐻𝐼. Logo,

𝐴𝐽 + 𝐶𝐼 = (𝐴𝐻 + 𝐽𝐸) + (𝐻𝐼 − 𝐸𝐶),

𝐴𝐽 + 𝐶𝐼 = (𝐴𝐻 + 𝐻𝐼) + (𝐽𝐸 − 𝐸𝐶),
𝐴𝐽 + 𝐶𝐼 = 𝐴𝐼 + 𝐽𝐶.

□

Teorema 8 (Volta do teorema de Pitot). Se 𝐴𝐵𝐶𝐷 for um quadrilátero tal que

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷,

então 𝐴𝐵𝐶𝐷 está circunscrito a uma circunferência 𝑘. Ou seja, 𝐴𝐵𝐶𝐷 é circunscritı́vel.

Demonstração. A demonstração é feita por redução ao absurdo. Suponha-se que o centro 𝐼 da
circunferência 𝑘 encontra-se na interseção das bissetrizes dos ângulos 𝐶𝐷𝐴 e 𝐷𝐴𝐵. Ou seja, 𝑘 é
tangente aos lados 𝐶𝐷, 𝐷𝐴 e 𝐴𝐵. Mas não é tangente ao lado 𝐵𝐶 (Figura 8).

Seja o ponto 𝐸 ∈ 𝐴𝐵 tal que 𝐶𝐸 é tangente a 𝑘. Considera-se o caso em que 𝐵𝐶 não intercepta
𝑘. Pelo Teorema 7 (Ida de Pitot) vale que:

𝐴𝐸 + 𝐶𝐷 = 𝐶𝐸 + 𝐴𝐷.

Por hipótese tem-se:
𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷.

Da diferença das duas últimas equações encontra-se:

𝐴𝐵 − 𝐴𝐸 = 𝐸𝐵 = 𝐵𝐶 − 𝐶𝐸.

Ou seja:
𝐶𝐸 + 𝐸𝐵 = 𝐵𝐶.

Mas a última igualdade está em contradição com a desigualdade triangular aplicada no △𝐵𝐶𝐸.
O estudo do caso em que 𝐵𝐶 e 𝑘 interceptam-se em dois pontos é análogo. □
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Figura 8: Guia para o Teorema 8.

3 Problemas olı́mpicos resolvidos

3.1 Quadriláteros cı́clicos, triângulo circunscrito e desigualdades. P4 IMO
1967.

Problema 1. São dados dois triângulos acutângulos: △𝐴0𝐵0𝐶0 e △𝐴′𝐵′𝐶′. Descrever como cons-
truir um △𝐴𝐵𝐶, semelhante ao △𝐴′𝐵′𝐶′ e circunscrito ao △𝐴0𝐵0𝐶0, de tal forma que 𝐴, 𝐵 e 𝐶
correspondam a 𝐴′, 𝐵′ e 𝐶′ e 𝐴𝐵 passe por 𝐶0, 𝐵𝐶 por 𝐴0 e 𝐶𝐴 por 𝐵0. Entre os △𝐴𝐵𝐶 possı́veis,
descrever e provar qual é o de área maior.

A IMO 1967 foi realizada na cidade de Cetinje, Montenegro (Antiga Iugoslávia). Problema 29
da lista longa e escolhido como P4 da competição, proposto pela delegação da Itália (DJUKIC et al,
2011).

3.1.1 Resolução do Problema 1

Construir o Arco Capaz 𝑙𝑎 do ∠𝐴′ = 𝛼 no lado de 𝐵0𝐶0 oposto com 𝐴0 (Exercı́cio 1). Seja 𝑆𝑎 o
centro da circunferência 𝑘𝑎, do qual o arco 𝑙𝑎 faz parte. Isto é, 𝑙𝑎 ⊂ 𝑘𝑎 (Figura 9). Analogamente,
construir os arcos capazes 𝑙𝑏 e 𝑙𝑐 dos ∠𝐵′ = 𝛽 e ∠𝐶′ = 𝛾 no lado de 𝐶0𝐴0 oposto com 𝐵0 e no lado
de 𝐴0𝐵0 oposto com 𝐶0. Sejam 𝑆𝑏 e 𝑆𝑐 os centros das circunferências 𝑘𝑏 e 𝑘𝑐, dos quais os arcos 𝑙𝑏
e 𝑙𝑐 fazem parte. Ou seja, 𝑙𝑏 ⊂ 𝑘𝑏 e 𝑙𝑐 ⊂ 𝑘𝑐 .

Posicionar 𝐴 ∈ 𝑙𝑎, construir as semirretas 𝐴𝐶0 e 𝐴𝐵0 e marcar os pontos 𝐵 = 𝐴𝐶0 ∩ 𝑙𝑏 e
𝐶 = 𝐴𝐵0 ∩ 𝑙𝑐 . Pelo critério de semelhança ângulo-ângulo △𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐴′𝐵′𝐶′ e 𝐶0 ∈ 𝐴𝐵, 𝐴0 ∈ 𝐵𝐶
e 𝐵0 ∈ 𝐶𝐴. Seja o ponto 𝑆 = 𝑘𝑎 ∩ 𝑘𝑏 ≠ 𝐶0. Tem-se ∠𝐵0𝐴𝐶0 = 𝛼, ∠𝐶0𝐵𝐴0 = 𝛽 e ∠𝐴0𝐶𝐵0 = 𝛾.

Dos quadriláteros 𝐵0𝐴𝐶0𝑆 e 𝐶0𝐵𝐴0𝑆 serem inscritı́veis encontra-se que ∠𝐵0𝑆𝐶0 = 180◦ − 𝛼 e
∠𝐶0𝑆𝐴0 = 180◦ − 𝛽. Logo, ∠𝐴0𝑆𝐵0 = 𝛼 + 𝛽. Como 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 180◦ segue que o quadrilátero
𝐴0𝐶𝐵0𝑆 é cı́clico e 𝑆 ∈ 𝑘𝑐 . A Figura 9 mostra uma construção geométrica inicial.
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C.Q.D. – Revista Eletrônica Paulista de Matemática, Bauru, v. 23, n. 1, p. 317–334, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023317334 Disponı́vel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

325



Figura 9: Uma construção geométrica inicial para o Problema 1.

Construir os pontos simétricos de 𝑆 com respeito a 𝑆𝑎, 𝑆𝑏 e 𝑆𝑐 e chama-los de 𝐴1, 𝐵1 e 𝐶1,
respectivamente. Como 𝑆𝐵1 e 𝑆𝐶1 são diâmetros de 𝑘𝑏 e 𝑘𝑐 segue que ∠𝑆𝐴0𝐵1 = ∠𝑆𝐴0𝐶1 = 90◦ e
𝐴0 ∈ 𝐵1𝐶1. Analogamente, 𝐵0 ∈ 𝐶1𝐴1 e 𝐶0 ∈ 𝐴1𝐵1. Ou seja, o △𝐴1𝐵1𝐶1 satisfaz as condições do
problema. Provar-se-á que entre os triângulos △𝐴𝐵𝐶 o triângulo △𝐴1𝐵1𝐶1 é o de maior área.

Mostra-se primeiro que 𝐵𝐶 ≤ 𝐵1𝐶1. Sejam 𝑆′
𝑏

e 𝑆′𝑐 as projeções de 𝑆𝑏 e 𝑆𝑐 sobre 𝐵𝐶. Os
triângulos 𝑆𝑏𝐵𝐴0, 𝑆𝑐𝐶𝐴0, 𝑆𝑏𝐵1𝐴0 e 𝑆𝑐𝐶1𝐴0 são isósceles. Logo, 𝐵𝐶 = 2𝑆′

𝑏
𝑆′𝑐 e 𝐵1𝐶1 = 2𝑆𝑏𝑆𝑐 .

No trapézio retângulo 𝑆𝑏𝑆′𝑏𝑆
′
𝑐𝑆𝑐 tem-se 𝑆′

𝑏
𝑆′𝑐 ≤ 𝑆𝑏𝑆𝑐 e consequentemente 𝐵𝐶 ≤ 𝐵1𝐶1. De forma

semelhante mostra-se que 𝐶𝐴 ≤ 𝐶1𝐴1 e 𝐴𝐵 ≤ 𝐴1𝐵1. Isso demonstra que o △𝐴1𝐵1𝐶1 é o de maior
área. A Figura 10 ilustra uma construção geométrica com o problema resolvido.

Figura 10: Construção geométrica da resolução do Problema 1.
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C.Q.D. – Revista Eletrônica Paulista de Matemática, Bauru, v. 23, n. 1, p. 317–334, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n12023317334 Disponı́vel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

326



3.2 Eixo e centro radical, quadriláteros cı́clicos, ângulos. P5 IMO 1985.
Problema 2. Um cı́rculo de centro 𝑂 passa pelos vértices 𝐴 e 𝐶 de um triângulo 𝐴𝐵𝐶 e intersecta
os segmentos 𝐴𝐵 e 𝐵𝐶 novamente em pontos distintos 𝐾 e 𝑁, respectivamente. Os cı́rculos
circunscritos aos triângulos 𝐴𝐵𝐶 e 𝐾𝐵𝑁 intersectam-se em exatamente 2 pontos distintos 𝐵 e 𝑀.
Provar que ∠𝑂𝑀𝐵 = 90◦.

A IMO 1985 foi realizada na cidade de Joutsa, Finlândia. Problema 22 da lista curta e escolhido
como P5 da competição, proposto pela delegação da Rússia (DJUKIC et al, 2011).

3.2.1 Resolução do Problema 2.

A Figura 11 mostra uma construção geométrica inicial.

Figura 11: Construção geométrica inicial para o Problema 2.

Sejam 𝑐, 𝑑 e 𝑓 a circunferência de centro𝑂, a circunscrita ao△𝐴𝐵𝐶 e ao△𝐾𝐵𝑁, respectivamente.
As retas 𝐴𝐶, 𝐾𝑁, e 𝑀𝐵 são eixos radicais das circunferências 𝑐, e 𝑑, 𝑐 e 𝑓 e 𝑑 e 𝑓 , respectivamente
(MUNIZ NETO, 2013). Seja 𝑃 o centro radical das três circunferências anteriores (Figura 12). Isto
é,

𝑃 = 𝐴𝐶 ∩ 𝐾𝑁 ∩ 𝑀𝐵.
Como os quadriláteros 𝐵𝑁𝐾𝑀 e 𝑁𝐶𝐴𝐾 são cı́clicos tem-se:

180◦ = ∠𝑃𝑀𝐾 + ∠𝐵𝑀𝐾 = ∠𝐵𝑁𝐾 + ∠𝐶𝑁𝐾 = ∠𝐶𝐴𝐾 + ∠𝑃𝐴𝐾.

Logo, o quadrilátero 𝑃𝑀𝐾𝐴 é cı́clico. Seja 𝐸 a segunda interseção da linha 𝑀𝐴 com a
circunferência 𝑐. Como o quadrilátero 𝐾𝑁𝐸𝐴 é cı́clico:

∠𝑀𝐸𝑁 = ∠𝐴𝐸𝑁 = ∠𝐴𝐾𝑃 = ∠𝐴𝑀𝑃.

Segue que 𝐵𝑃 ∥ 𝑀𝑃 ∥ 𝑁𝐸 e bastará mostrar que 𝑂𝑀 ⊥ 𝐸𝑁. Mas também tem-se:

∠𝑀𝑁𝐸 = ∠𝐵𝑀𝑁 = ∠𝐵𝐾𝑁 = ∠𝑀𝐸𝑁.
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Os triângulos 𝑀𝐸𝑁 e 𝑂𝐸𝑁 são isósceles com a mesma base 𝐸𝑁, segue que 𝑀𝐸 = 𝑀𝑁 e
𝑂𝐸 = 𝑂𝑁. Os pontos 𝑂 e 𝑀 pertencem a mediatriz do segmento 𝐸𝑁, disto é concluı́do que
𝑂𝑀 ⊥ 𝐸𝑁. A Figura 12 mostra uma construção geométrica.

Figura 12: Construção geométrica para o Problema 2.

3.3 Potência de ponto relativo a circunferência, base média, semelhança. P2
IMO 2009.

Problema 3. Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo com circuncentro 𝑂. Sejam 𝑃 e 𝑄 pontos no interior dos
lados 𝐶𝐴 e 𝐴𝐵, respectivamente. Sejam 𝐾, 𝐿 e 𝑀 os pontos médios dos segmentos 𝐵𝑃, 𝐶𝑄 e 𝑃𝑄,
respectivamente, e seja Γ o cı́rculo que passa por 𝐾, 𝐿 e 𝑀. Se 𝑃𝑄 é tangente a Γ, provar que
𝑂𝑃 = 𝑂𝑄.

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Problema 17 da lista curta e
escolhido como P2 da competição, proposto pela delegação da Rússia (DJUKIC et al, 2011).

3.3.1 Resolução do Problema 3.

A Figura 13 mostra uma construção geométrica inicial. Seja 𝑐 a circunferência circunscrita ao
△𝐴𝐵𝐶 e 𝑂′ o centro de Γ. No △𝑃𝑄𝐵 tem-se que 𝑀 e 𝐾 são pontos médios (Figura 14). Logo,
𝑀𝐾 ∥ 𝑄𝐵 ∥ 𝐴𝐵 e

𝑀𝐾

𝑄𝐵
=

1
2
.

Analogamente, no △𝑃𝑄𝐶 tem-se que 𝑀 e 𝐿 são pontos médios. Segue que 𝑀𝐿 ∥ 𝑃𝐶 ∥ 𝐴𝐶 e

𝑀𝐿

𝑃𝐶
=

1
2
.
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Figura 13: Construção geométrica inicial para o Problema 3.

Por serem ângulos formados de segmentos mutuamente paralelos encontra-se:

∠𝐾𝑀𝐿 = ∠𝐵𝐴𝐶.

Adicionalmente, vale que:
𝑀𝐿

𝑀𝐾
=
𝑃𝐶

𝑄𝐵
. (1)

Por ângulos alterno entre paralelas ∠𝐴𝑄𝑃 = ∠𝐾𝑀𝑄. Como 𝑃𝑄 é tangente a Γ, referente a corda
𝐾𝑀, tem-se a igualdade de um ângulo de segmento com um inscrito ∠𝐾𝑀𝑄 = ∠𝑀𝐿𝐾. Segue que
△𝐴𝑄𝑃 ∼ △𝑀𝐿𝐾,

𝐴𝑄

𝑀𝐿
=
𝐴𝑃

𝑀𝐾
=
𝑄𝑃

𝐿𝐾
. (2)

De (1) e (2) tem-se:
𝐴𝑄

𝐴𝑃
=
𝑀𝐿

𝑀𝐾
=
𝑃𝐶

𝑄𝐵
.

Logo,
𝐴𝑄 · 𝑄𝐵 = 𝐴𝑃 · 𝑃𝐶. (3)

A equação (3) indica que a potência de 𝑄 e 𝑃 em relação a circunferência 𝑐 é a mesma:

𝑃𝑜𝑡𝑐 (𝑄) = 𝑂𝐴2 −𝑂𝑄2 = 𝑂𝐴2 −𝑂𝑃2 = 𝑃𝑜𝑡𝑐 (𝑃).

Isto é, 𝑂𝑄 = 𝑂𝑃. A Figura 14 mostra uma construção geométrica.
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Figura 14: Construção geométrica para o Problema 3.

3.4 Quadrilátero circunscritı́vel, teorema de Pitot, incentro e ortocentro. P23
SL IMO 2009.

Problema 4. Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero circunscritı́vel. Seja 𝑔 uma reta que passa por 𝐴 e
encontra as retas 𝐵𝐶 e 𝐶𝐷 em 𝑀 e 𝑁, respectivamente. Denotar por 𝐼1, 𝐼2, e 𝐼3 os incentros dos
△𝐴𝐵𝑀, △𝑀𝑁𝐶 e △𝑁𝐷𝐴, respectivamente. Mostrar que o ortocentro do △𝐼1𝐼2𝐼3 está sobre 𝑔.

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Problema 23 da lista curta, proposto
pela delegação da Bulgária (DJUKIC et al, 2011).

3.4.1 Resolução do Problema 4.

A Figura 15 mostra uma construção geométrica inicial. A circunferência 𝑐 ilustra que o qua-
drilátero 𝐴𝐵𝐶𝐷 é circunscritı́vel. Pelo Teorema 7 (ida de Pitot) vale que:

𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶. (4)

Sejam 𝑘1, 𝑘2 e 𝑘3 os incı́rculos dos triângulos 𝐴𝐵𝑀, 𝑀𝑁𝐶, e 𝑁𝐷𝐴, respectivamente (Figura 16).
É construı́da a reta tangente ℎ de 𝐶 a 𝑘1, diferente de 𝐶𝐵. Será mostrado que ℎ também é tangente
a 𝑘3.

Seja o ponto 𝑋 = 𝑔 ∩ ℎ. Nota-se que os lados (ou suas extensões) do quadrilátero 𝐴𝐵𝐶𝑋, são
tangentes a 𝑘1. Pelo Teorema 7 (ida de Pitot) vale:

𝐴𝐵 + 𝐶𝑋 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝑋. (5)

Somando e subtraindo 𝐴𝐵 e das equações (4) e (5) segue que:

𝐶𝐷 − 𝐶𝑋 = (𝐴𝐵 + 𝐶𝐷) − (𝐴𝐵 + 𝐶𝑋) =

= (𝐴𝐷 + 𝐵𝐶) − (𝐵𝐶 + 𝐴𝑋) = 𝐴𝐷 − 𝐴𝑋.
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Figura 15: Construção geométrica inicial para o Problema 4.

Isto é,
𝐶𝐷 + 𝐴𝑋 = 𝐴𝐷 + 𝐶𝑋.

Pelo Teorema 8 (volta de Pitot), o quadrilátero 𝐴𝐷𝐶𝑋 também é circunscritı́vel, assim como ℎ
é tangente à 𝑘3. Adicionalmente, como 𝐼3𝐶, 𝐼2𝐶, 𝐼1𝐶, 𝐼3𝑁 e 𝐼1𝐼2 são bissetrizes, encontra-se:

∠𝐼3𝐶𝐼1 = ∠𝐼3𝐶𝑋 + ∠𝑋𝐶𝐼1 =

=
1
2
(∠𝐷𝐶𝑋 + ∠𝑋𝐶𝐵) = 1

2
∠𝐷𝐶𝐵 =

=
1
2
(180◦ − ∠𝑀𝐶𝑁) = 180◦ − ∠𝑀𝐼2𝑁 = ∠𝐼3𝐼2𝐼1.

O anterior permite concluir que os pontos 𝐶, 𝐼1, 𝐼2 e 𝐼3 pertencem a uma mesma circunferência
𝑑.

Sejam 𝐿1 e 𝐿3 as reflexões do ponto 𝐶 em relação as retas 𝐼2𝐼3 e 𝐼1𝐼2, respectivamente. Como
𝐼2𝐼3 é bissetriz do ∠𝐶𝑁𝑀 e 𝐼1𝐼2 do ∠𝐶𝑀𝑁 segue que 𝐿1 ∈ 𝑔 e 𝐿3 ∈ 𝑔.

Seja 𝐻 o ortocentro do △𝐼1𝐼2𝐼3. Tem-se:

∠𝐼2𝐿3𝐼1 = ∠𝐼1𝐶𝐼2 = ∠𝐼1𝐼3𝐼2 = 180◦ − ∠𝐼1𝐻𝐼2.

Isto significa que o quadrilátero 𝐼2𝐻𝐼1𝐿3 é cı́clico. Analogamente, 𝐼3𝐻𝐿1𝐼2 é inscritı́vel. Na
configuração da Figura 16 encontra-se:

∠𝐿3𝐻𝐼2 = ∠𝐿3𝐼1𝐼2 = ∠𝐼2𝐼1𝐶 =

= ∠𝐼2𝐼3𝐶 = ∠𝐿1𝐼3𝐼2 = ∠𝐿1𝐻𝐼2.

Portanto, 𝐿1, 𝐿3 e 𝐻 são colineares. Como 𝐿1 ≠ 𝐿3, o problema fica demonstrado.
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Figura 16: Construção geométrica para o Problema 4.

3.5 Quadriláteros cı́clicos, ângulos na circunferência e triângulo isósceles. P1
NA IGO 2015.

Problema 5. Dois cı́rculos 𝑤1 e 𝑤2 (com centros 𝑂1 e 𝑂2, respectivamente) intersectam-se em 𝐴

e 𝐵. Sejam os pontos 𝑋 ∈ 𝑤2 e 𝑌 ∈ 𝑤1 tal que ∠𝑋𝐵𝑌 = 90◦. Sejam ainda 𝑋′ o segundo ponto de
interseção da reta 𝑂1𝑋 e 𝑤2 e 𝐾 o segundo ponto de interseção de 𝑋′𝑌 e 𝑤2. Provar que 𝑋 é o
ponto médio do arco 𝐴𝐾 .

Problema 1 (Nı́vel Avançado) da 2 Olimpı́ada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geometry
Olympiad) de 2015, proposto por Davood Vakili.

Figura 17: Uma construção geométrica inicial para o Problema 5.
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3.5.1 Resolução do Problema 5

A Figura 17 mostra uma construção geométrica inicial para o problema. Seja 𝑍 o ponto de
interseção do prolongamento de 𝐵𝑋 e 𝑤1 (Figura 18). Como ∠𝑌𝐵𝑍 = 90◦, então os pontos 𝑌, 𝑂1 e
𝑍 são colineares. Do quadrilátero cı́clico 𝑌𝑍𝐵𝐴 segue:

∠𝑂1𝑌 𝐴 = ∠𝑍𝑌 𝐴 = ∠𝐴𝐵𝑋.

Tem-se ∠𝐴𝑋′𝑋 = ∠𝐴𝐵𝑋, pois enxergam o mesmo arco 𝐴𝑋 de 𝑤2. Como ∠𝐴𝑋′𝑋 = ∠𝑂1𝑌 𝐴, o
quadrilátero 𝑌𝑂1𝑋

′𝐴 também é cı́clico, circunferência 𝑤3. De 𝑂1𝑌 = 𝑂1𝐴 encontra-se:

∠𝑂1𝐴𝑌 = ∠𝑂1𝑌 𝐴.

Adicionalmente, ∠𝑌 𝐴𝑂1 = ∠𝑌𝑋′𝑂1, pois enxergam o mesmo arco 𝑌𝑂1 de 𝑤3. Por ângulos
opostos pelo vértice ∠𝑌𝑋′𝑂1 = ∠𝐾𝑋′𝑋. Como ∠𝐴𝑋′𝑋 = ∠𝐾𝑋′𝑋 os arcos menores 𝐴𝑋 e 𝑋𝐾 de 𝑤2
tem a mesma medida. Isto é, 𝑋 é o ponto médio do arco 𝐴𝑋𝐾. A Figura 18 mostra uma construção
geométrica com o problema resolvido.

Figura 18: Construção geométrica da resolução do Problema 5.

4 Comentários finais
Foram discutidos em detalhe cinco problemas propostos para olimpı́adas internacional de Ma-

temática. As demonstrações envolvidas nas soluções foram complementadas pela disponibilização
dos respectivos links das figuras interativas no GeoGebra.

No Problema 1, P4 da IMO 1967, foram dados dois triângulos acutângulos e foi pedido descrever
a construção de um terceiro semelhante ao segundo e circunscrito no primeiro. Ainda solicitou-se
indicar e justificar qual desses triângulos possı́veis é o de maior área. O uso do conceito de Arco
Capaz, quadriláteros inscritı́veis e projeções solucionou o desafio.

O Problema 2, P5 da IMO 1985, iniciou com a construção de três circunferências e requereu
determinar um ângulo. Foram utilizadas as definições de eixo e centro radical e quadriláteros
cı́clicos.
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No Problema 3, P2 da IMO 2009, um conjunto de construções foram feitas em um triângulo
e pediu-se provar que a tangência a uma circunferência implica na igualdade de dois segmentos.
Foram utilizados na resolução a potência de ponto, o teorema da base média e propriedades de
semelhança.

O Problema 4, P23 da lista curta da IMO 2009, partiu de um quadrilátero circunscritı́vel e os
incentros de três triângulos. Solicitou-se provar uma propriedade do ortocentro do triângulo formado
pelos incentros. Na solução utilizou-se o Teorema de Pitot.

No Problema 5, P1 do nı́vel avançado da IGO 2015, uma construção geométricas com duas
circunferências foi dada e pedido provar que determinado ponto divide um arco a metade. Foram
utilizadas as propriedades de quadriláteros cı́clicos, ângulos na circunferência e triângulos isósceles.
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