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Um passeio pela sequéncia repunidade

A walk through the repunit sequence

Resumo

Neste trabalho, consideramos uma sequéncia formada apenas
pelos nimeros repunidades R,, em que R, indica os nimeros
formados pela repeticao da unidade, tal abordagem ocorre em
referéncia as propriedades das sequéncias de Lucas, conforme
abordado por Jaroma (2007). Em destaque, para a sequéncia
numérica das repunidades mostramos que também valem as
Identidades de Catalan e Cassini. Em 1978 Yates afirmara que
existe um fascinio pelos nimeros repunidades, que advém da
sua aplicacdo em vdrios problemas de recreagdo matemaética.
Aqui também exibimos algumas propriedades inerentes a classe
numérica dos R,,, mostramos algumas relagdes entre repunida-
des e poténcias de repunidades com algum expoente natural;
e mais, estudamos a relagao de divisibilidade entre seus ter-
mos, em especial a caracteristica do fator primo da repunidade.
Ademais, provamos a conjectura proposta por Costa e Santos
(2022) acerca do quociente de um tipo de repunidade.
Palavras-chave: Primo. Repunidade. Sequéncia.

Abstract

In this work, we consider a sequence formed only by repunit
numbers R,, where R, denotes the numbers formed by repea-
ting the digit 1. This approach has related to the properties of
Lucas sequences, as discussed by Jaroma (2007). We highlight
that for the numerical sequence of repunit numbers, the Catalan
and Cassini identities also hold. In 1978, Yates claimed that
there is a fascination with repunit numbers, which stems from
their application in various recreational math problems. Here,
we also exhibit some inherent properties of the numerical class
of R,,, show some relationships between repunit numbers and
powers of repunit numbers with natural exponents; further-
more, we study the divisibility relationship among its terms,
particularly the prime factor characteristic of repunit numbers.
Additionally, we prove the conjecture proposed by Costa and
Santos (2022) regarding the quotient of a type of repunit num-
ber.

Keywords: Prime. Repunit. Sequence.
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1 Introducao

Sendo n um ndmero inteiro ndo negativo ou natural, dizemos que n € uma repunidade quando
sua representacdo num sistema numérico posicional de base b > 1, consiste apenas na repeticao
do algarismo ou digito 1; por exemplo no sistema decimal, ou seja, base b = 10, os nimeros
1, 11, 111, 111, 1111 e 11111 sao exemplos de repunidades. O termo repunidade foi usado
pela primeira em Beiler[1], no qual mostrou algumas repunidades primas, bem como apresentou a
fatoracdo ou divisores para algumas repunidades. Em notag¢ao decimal, e de acordo com [1, 2, 3, 4,
5, 6], a Equacao (1), a seguir, representa a féormula de Binet para as repunidades:

10" -1
R, = 5 paratodon > 1. ()

Para todo natural n > 1, R, denota a n—€sima repunidade, e mais,

R,=10"14.- 410+1=11...1.
N——
n vezes

Tomemos o seguinte problema motivador:

Problema 1. [7] Mostre que a sequéncia de niimeros 49, 4489, 444889, ..., obtidos colocando o
numero 48 no meio do niumero anterior, sao quadrados de niimeros inteiros.

Resolucao: Observe as igualdades

49=48+1=4-1-10+8-1+1
4489 = 4488 +1= 4-11-10>+8-11+1
444889 = 444888 + 1= 4-111-10°+8- 111 +1.

De modo geral, para n > 1 seja a, o termo geral da sequéncia, ou seja,

a,=444...4888...89=4-10"(11...1)+8(11...1)+1=4-10"-R,+8 - R, + 1,
N— e N—— N—— N——
n n—1 n n

segue da Equacao (1) que:

an:4-10"(109_1)+8(10 _1)+9

9 9
_4-107-4-10"+8- 10"+ 1
- 9
(21074 1)
=5

Como o nimero 2 - 10" + 1 € divisivel por 3, visto que a soma dos algarismos € 2+0+---+0+1 = 3,
assim o ndmero a, € inteiro. Disto concluimos que cada a, ¢ um quadrado perfeito para todo n
natural.

Nota 2. Vale ressaltar que situacdo semelhante ao problema anterior é explorada por Tahan[§],
na qual sao apresentados alguns casos particulares como curiosidade, porém o autor ndo exibe
nenhuma demonstragao formal ou qualquer justificativa para este fato.
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Em geral, pode ser desafiador provar que uma razao entre dois nimeros inteiros €, por si s0,
um numero inteiro. Por exemplo, o problema apresentado em [9, Problema 1] exigia mostrar que a
expressao abaixo € um nimero inteiro para todo ¢ inteiro:

k-1 k-1 k-1
10184177 4 10164117 4 4 102017 4]
102411571 — 1

Nosso resultado principal, como exposto no Teorema 35, mostra que tal problema tem uma solu¢ao
inteira. Além disso, em [9, Teorema 3], demonstramos que se p > 3 € um ndimero primo € R, €
composto, entdo qualquer divisor primo g de R, deve ser da forma 2px + 1, onde x € um nimero
natural adequado. No entanto, aprimoramos esse resultado e mostramos que, na verdade, g deve ser
da forma 6z + 1, conforme descrito pelo Teorema 40.

Nestas notas, apresentamos uma parte do nosso estudo relacionado aos nimeros repunidades.
Nosso objetivo € destacar alguns resultados (novos) que obtivemos, os quais nao possuem referéncias
indicadas. Em destaque, na Secdo 4 apresentamos o nosso principal resultado, o Teorema 35,
conjecturado em [9, Problema 1], além de mostrarmos um critério de divisibilidade de (R,)?
para todo n natural. Ressaltamos que estes “novos” resultados podem ndo ser inéditos, visto que
suas demonstragdes nao exigem recursos, técnicas ou ideias incomuns. Porém, apresentamos tais
proposi¢des € a “nossa’ demonstracdo, uma vez que elas nao foram encontradas nas referéncias
consultadas.

2 Repunidades e sequéncias

Nesta secdo apresentamos alguns resultados explorando relagdes interessantes que fornecem
termos na sequéncia numérica das repunidades.

Em geral dizemos que uma sequéncia € recorrente de ordem k, quando o termo sucessor
¢ determinado em relacdo (ou associado) a k termos antecessores dados, ndo todos nulos, veja
[10, 11]. Por exemplo, as sequéncias de Lucas sdao aquelas sequéncias de nimeros inteiros que
satisfazem a relacao de recorréncia

Lpy = an - an—l Vn>1. (2)

em que p e g sao fixos, L, e L,—1 dados. Assim a sequéncia de Lucas, dada na Equacgao (2), é
uma equacao de recorréncia de ordem 2. Por exemplo, considerando p =g =1,Lp=1eL; =2
obtemos a sequéncia de Lucas 1,2,1,-1,-2, .. ..

A sequéncia de Lucas possui propriedades semelhantes as sequéncia de Fibonacci e de Pell,
as quais nao serdo tratadas nestas notas. Para maiores detalhes acerca das mesmas consulte, por
exemplo, [10, 11, 12]. Entretanto ainda é pouco explorada no ensino basico ficando restrita ao
ensino superior, aos diletantes das recreacoes matematicas e a alguns problemas olimpicos.

Jaroma [13] mostrou que em qualquer sistema posicional de base b > 1 os numeros repunidades
formam uma sequéncia recorrente de Lucas de ordem 2. Na Equacdo (2), fixando os ndmeros
inteiros p = 11 e g = 10, definimos recursivamente as repunidades por intermédio da recorréncia:

RO =0 ,R] =1 eRnH = lan - 10Rn_1 , (3)

em que R, denota a n—ésima repunidade, e por conveniéncia usamos Ry = 0.
O primeiro resultado exibe uma combinagdo linear de dois outros termos, a saber temos:
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Proposicao 3. Para quaisquer m, n naturais, temos R4, = Ry Ryv1 — 10R,,— 1 R),.
Demonstragdo. Segue da Equacao (1) que
RyuRp1 — 10R; 1R, =

(10" -1\ (10m! —1 0 10" -1\ (10" -1
IR 9 9 9

(10n+m+1 —10™ - 10n+1 + 1) 10 (10n+m—l _ 10m—1 - 10" + 1)

81 81
1o 10m - 10M 4+ 1 - 10M + 10" + 10M - 1
- 81
10m+n _ 1 10m+n _ 1
=9 = = Ripsn -
( 81 ) 9 *
Disto obtemos o resultado. O

Como consequéncia direta da Proposicao 3, temos:

Corolario 4. Para todon € N, entdo:
(a) Ry,—1 = R2 — 10R?

n—l;

(b) Ry, =2R,R,_1 — 11R2.
Demonstragdo. (a) Como 2n —1=n+ (n— 1), segue da Proposicdo 3 que

Ron-1 = Rus(n-1)
=R,R, — 10R,_ R,
=R2-10R>_,.

(b) Veja que da Equagao (3) temos que R,+1 — 11R, = —10R,,_1, e da Proposicao 3, segue que
R>, = R,R,+1 — 10R,,_1 R,,. Dessa forma

Ry, = RyRyy1 — 10R, R,
= R,Ry41 + (Rpe1 — 11R,)R,
= RyRy1 + RyRyst — 11R;,
=2R,Ry1 — 11R; .

De modo semelhante a Proposicao 3 temos:

Proposicao 5. Sejam m, n naturais quaisquer. Para m > n tem-se

1Oan—n =R.Rpus1 — Ry 1Ry, .
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Demonstragcao. Usando novamente Equacao (1) obtemos que

10" -1\ (10™! =1 10+ — 1\ (10" = 1
RmRn+l - Rm+1Rn = -

9 9 9 9
I e (e (L (U o (10"~ 10"
B 81 B 81
10" — 10" 10*(10m" -1
e temos a validade do resultado. O

Proposicao 6 (Identidade de Catalan). Sejam m, n naturais quaisquer. Para m > n tem-se

10" 4+ 10m™" -2 - 10™

R;2n - Rm—an+n = 31

Demonstragao. Decorre da Equacao (1) que

10" —1\>  [10m" =1\ (10" — ]
et (-5 152

9 9 9
107" =210+ 1 - 102" + 10™" + 10™ " — ]
- 81
1010 -2 10"
= o :

Fazendo n = 1, sem muito esforco, segue diretamente da Proposi¢ao 6 que:
Corolario 7 (Identidade de Cassini). Para todo m > 1, tem-se R,%1 - Ry+1 Ry = 1071,

Nota 8. De acordo com Noronha e Alves [12], as igualdades (identidades) S;i —Sm—nSmin=Xe
Si — S-1Sm+1 = Y sao conhecidas, respectivamente, por Identidade de Catalan e Identidade de
Cassini para uma sequéncia S,, em que X e Y sdo nimeros inteiros. As quais nos motivaram a
verificar a validade da tais identidades para as repunidades.

Para finalizar esta secao apontamos a soma parcial de termos de R,,.

Proposicao 9. Seja (Ry,),>1 0 n-ésimo niimero repunidade, entdo

ZR Ry1 — (n+ 1)

11-2
Demonstragdo. Aplicaremos a inducao sobre n. Para n=1 é fécil obter que R; = 5 - 1. Isso

garante a validade da sentenga paran = 1.
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n
Ry —(n+1) . )
Suponha que para algum n > 1 a sentenca Z Ry = # seja valida. Devemos mostrar
k=0
a validade para n + 1. Vejamos:
n+l n
Z Ri = ) Ri+ Ry
k=0 k=0
Ry —
_ sl (n+1) + Ryt
9
1
= 5(10Rn+1 -n+1)
110" -10-9n-9
-9 9
_ Ryi2 — (l’l + 2)
= 5 )
E temos a validade do resultado. m|

Segue diretamente da Proposi¢dao 9 que

Corolario 10. /2] Seja (Ry,),>1 um niimero repunidade, entdo

" 10" =91 - 10
> Ri= 81” .
k=0

Demonstragao. Basta aplicar a Equacao 1 na Proposicao 9 que o resultado segue. O

3 MDC e poténcias de repunidades

Para o restante do texto seria interessante ou esperado que o leitor tenha alguma familiaridade
(preliminares) com certos conceitos e propriedades de sistema de numeracao, divisibilidade e
congruéncia, caso precise consultar recomendamos [11, 14, 15]. Além disso, faremos uso de alguns
fatos conhecidos (Lemas) que serdo utilizados como arcabougo conceitual para as demonstracoes
dos resultados principais deste estudo; salientamos que as demonstragdes para os mesmos podem
ser consultadas nas referéncias indicadas em cada um deles.

Lembramos que, dados dois inteiros a e b, 0 maior divisor comum (mdc) entre eles € indicado
por (a, b). A seguir, apresentamos o cldssico resultado conhecido como algoritmo do maior divisor
comum entre dois nimeros inteiros.

Lema 11. /14, Lema de Euclides] Dados os inteiros a, b, com b = aq +r para g e 0 < r < |b|
inteiros. O maior divisor comum entre a e b é dado por

mdc(a,b) = mdc(a,r) .

Dados os nimeros a e b, lembramos que a é relativamente primo com b, ou que sao coprimos,
se (a,b) = 1. Como aplicagdo do Lema 11, temos que:

Proposicao 12. [4, Teorema 3] Para quaisquer m > n, com m, n > 1 naturais, tem-se que
(Rm, Rn) = R(m,n)-
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Demonstracao. Como m > n, entdo existem inteiros g, r; da divisdo euclidiana de m por n, ou
seja, m = gn+r; com 0 < r; < n. De igual modo sejam r, ..., rs, g1 = 0 0s restos parciais
no algoritmo de Euclides. Pelo Lema 11, temos que ry = (m,n). Veja que R, = 10"R, + R, e,
aplicando o Lema 11 obtemos que

(Rms Rn) = (Rps Ry)) = ... = (Rr, Ry,y) = (R, 0) = Ry -
m]
Exemplo 13. Veja que (R100, Reo) = Rog visto que (100, 60) = 20.
Corolario 14. /2, 14] Dois niimeros repunidades consecutivos sdao coprimos.
Demonstragdo. Basta observar que (n + 1,n) = 1 para todo n natural. O

Lembramos que um nimero natural m é um quadrado perfeito se existe a € N tal que m = a?.

Proposicao 15. Sejam m > n inteiros maiores que 1 entiao R, - R, ndo é quadrado perfeito.

Demonstragao. Por hipotese temos que m > n. Considerando (m,n) = d > 1, segue da Proposi¢ao
12 que (R, R,) = R;. Vamos separar em dois casos. Se d = 1 entdo R, e R, sdo coprimos,
logo ndo existe um divisor comum, o que acarreta que R,, - R, nao um é quadrado perfeito. Caso
tenhamos d > 1, seja R; o maior divisor comum de R, € R,,, e mais R,,, = (R;) -q1 e R, = (Ry) - q2
com g # g2 e (q1,q2) = 1 visto que m # n. Veja que

Rm'Rn:(Rd)z'QI'Q2,
0 que acarreta que R, - R, também nao € quadrado perfeito. O

Ao analisarmos a fatoragdo de R, apresentada em [1, 2], um fato curioso foi observado. Para
n > 2 nenhum R, € um quadrado perfeito ou cubo perfeito. Esta curiosidade motivou os seguintes
resultados:

Lema 16. [2, /4] Com excecdo de Ry = 1, nenhum outro R, é um quadrado perfeito ou soma de
dois quadrados perfeitos .

Segue diretamente do Lema 16 que
Proposicao 17. Para n > 2, nenhum R, é uma poténcia par ou uma soma de duas poténcias pares.

Demonstracdo. Admita que para algum n > 1 tenhamos R, = a?* para convenientes inteiros a e
k > 0. Isto acarretaria que R, é um quadrado perfeito, pois R, = (a¥)?, contrariando a Proposicdo
16 .

De igual modo, suponha que para algum n > 1 temos R, = a** + b4 para convenientes inteiros
a,b, k >0eqg > 0. Novamente isto acarretaria que R,, seria uma soma de dois quadrados perfeitos,
pois R, = (a*)? + (b7)?, um absurdo em vista a0 Lema 16. O

Resta-nos avaliar as poténcias impares. Antes relembramos o conceito de fun¢do de Euler e um
resultado auxiliar.

Para todo m natural, seja ¢(m) a quantidade de nimeros naturais menores ou igual a m que sao
relativamente primos a m, isto é, (a,m) = 1 para a < m, em que (a, b) é o maior divisor comum

entre os numeros a e b. A funcdo ¢(m) é conhecida como funcao de Euler .
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Lema 18. [16, Teorema 1] Sejam x, y, m, n naturais, comx > 1, y > 1, m > 2, n > 1, a equacdo

x" -1

x—-1

=y,

ndo tem solucdo (x, y, m, n) satisfazendo mdc(xp(x), m) = 1, em que ¢(x) é a funcao de Euler de
X.

E assim temos que:
Proposicao 19. Com excecdo de Ry = 1, nenhum outro R,, é um cubo perfeito.

Demonstragdo. Seja, R, = 11...11, ou seja,
N’

n algarismos

10" — 1
Rn:T:1+10+102+IO3+...+10”‘1.

Aplicando o Lema 18, devemos mostrar que a equagao diofantina
1+10+10°+10° +...+ 10" = y3;

nao possui solugdes inteiras para nenhum n e y, visto que mdc(xp(x),m) = 1 , para x = 10,
p(10) =4em =3. O

Para uma poténcia quinta, usaremos o seguinte resultado:

Lema 20. [17, Teorema 1] Seja p > 2 um nuimero primo (ou um nitmero de Carmichael) e seja
n € N. Entdo a equacdo diofantina 1 +2p + (2p)> + - - -+ (2p)" = y? ndo tem solugdo, com 'y € Z.

Ainda em relacdo as poténcias de R, temos que
Proposicao 21. [17] Com excecdo de Ry = 1, nenhum outro R, é uma quinta poténcia perfeita.

Demonstragdo. Considere n > 1 e p =5, vamos aplicar o Lema 20, e assim obtemos que

Ry = 1+10+10%+---+ 10"
= 1+2-5+(2-5)2+---+(2-5""!
* y5.

O

Para qualquer poténcia prima impar maior que 5 desconhecemos a validade de resultados simi-
lares.
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4 Divisibilidade entre repunidades

Nesta se¢do abordaremos alguns resultados relacionadas divisibilidade ou multiplicidade entre
dois nimeros repunidades. Os trés primeiros resultados estabelecem condi¢cdes em uma fatoragcao
polinomial, e serdo usadas nesta se¢ao.

Lema 22. [14, Proposicdo 3.6] Sejam a e b inteiros e n natural, entdo a — b divide a"* — b".
Lema 23. [14, Proposicdo 3.8] Sejam a e b inteiros e n natural, entdo a + b divide a® — p*,

Lema 24. [18, Lema 7] Para quaisquer a e q > 1 naturais a seguinte igualdade ocorre

2 2

o +ad+ 1=+ 2 v dt a1

(@ —a® "y a®? - at—a+ ).

a*l + g

O préximo resultado exibe um divisor repunidade da repunidade R,,, no caso em que n € composto.
Proposicao 25. [3, 6] Para quaisquer m, n € N, se n é miiltiplo de m entdo R, é miiltiplo de R,,.
Demonstragcao. Se n é multiplo de m entao n = m - k para algum k inteiro. Veja que

10-1 10" -1 10" -1 10" -1
9 9 10m-1 9

Pelo Lema 22 temos que 10” — 1 divide 10™% — 1 = (10™) — 1* ¢ assim a repunidade R,, divide
R,. O

O préximo resultado aborda a regra de divisibilidade por 11, que usaremos adiante.

Lema 26. [14, 15] Dado um nimero natural n. Se a soma alternada dos algarismos de n é multiplo
de 11. Entdo n também é multiplo de 11.

O Exemplo a seguir apresenta um caso particular para o nosso préximo resultado.
Exemplo 27. [9] Veja que 22 =2 - 11, e

R = 102+ 100+ -+ 10> + 10+ 1
= 10°10+ 1D + 10810+ 1) +-- - + 10>(10+ 1) + (10 + 1)
= 11-(10°+10% +---+10°+ 1)

= 11-(10°+10%+---+10+1) - (10— 10°+--- + 10> = 10+ 1)
= 11- Ry - [10°(10 = 1) + 107(10 = 1) + - - -+ 101 (10 — 1) + 1]
= 11 - Ry1 - 9090909091 .
Conforme Lema 26 a soma alternada dos algarismos do fator x = 9090909091 é 5(-9)+1 = —44 =

—4 - 11, ou seja, miiltiplo de 11, entdo x também é miiltiplo de 11, e por conseguinte 11% é divisor
de R22 = R11.2.

Nota 28. Outros casos particulares podem ser consultados em Kamada [19], que apresenta uma
fatoracdo de R,, para todo n < 299 910.
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De modo geral temos o seguinte:
Proposiciio 29. Para todo n natural, tem-se que (R,)? divide Ru(r,)-

Demonstragdo. Fazendo m = R, segue da Proposicdo 25 que R, | R, em particular temos:

Rum =10""7 1 410" 2 4 . 410" 1 410" +10" !+ ... +10+ 1
=(10""D 41072 &+ D107 +10"2 4. +10+1)
=(10"""D 4 10" 4+ DR,
=(10"= 2+ _qorm=3+2 L 1 1) A0" 1072+ ...+ 10+ )R,
=(10"m=D+1 _qorm=3)+2 L L )R .
Donde obtemos o resultado desejado. O
Segue diretamente da Proposicao 29 que

Corolario 30. Para todo n natural, temos que (R,)?* divide Ryn(r,) para algum q natural.

Proposicao 31. Dados os naturais m,n e k nao nulos com m = 102" + 1. Se k > m entdo m divide
Rzk.

Demonstracdo. Temos que k > m > n > (. Note que
102 = 1= (102" =1 = (1072 - 12",
102 -1

10-1
que mdc(m,9) = 1. O

Segue do Lema 23 que m divide 10%* - 1. Temos que Ryx = , € o resultado segue do fato

Segue da Proposicao 31 que

Corolario 32. Dados m,n e k ndo nulos com m = 10*" + 1. Se k > m entdo m divide Rk, para
qualquer g natural.

4.1 Resultado principal
Para apresentarmos o nosso resultado principal, faremos uso dos seguintes resultados auxiliares:

Lema 33. [14, Teorema 2.8] Sejam a e b niimeros reais e n € N. Tem-se que

(a+b)"=a"+ (n) a" b+ (n) a2 b+ 4 (

n—1 n
1 ) )ab +b" .

n-—1

Lema 34. [14, Lema 7.5] Seja p um nitmero primo. Entdo os niimeros (l; ) sao todos divisiveis por

p, para0 <i < p.

Teorema 3S. [9, Problema 1] Para todo n > 1 tem-se que (R2)" divide R,.,.;1n-1 para algum q
natural.
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Demonstragdo. Aplicaremos a indug@o sobre n. Para n = 1 segue da Proposi¢do 25 que R | Ry,
para qualquer ¢ natural. Assim, garantimos a validade da sentenca paran = 1.

Suponha que para algum n > 1 a validade da sentenga 11" | R,,.j1»-1 seja garantida. Devemos
mostrar a validade para todo n + 1. Por hipdtese temos que 11" | R,,.11-1, Ou seja, existe um natural
k, de forma que pela Equagao (1), temos

1026]411"71 - 1 20-1 n-1
Rygqin-1 = o9 ou equivalentemente, 10911 =9. 11"k + 1.
Note que
102q-11" -1
Rojijn = ——
2¢-11 9

(1025]-11"’1)11 -1

B 9

911"+ -1

= 5 .

Segue do Lema 33 que

9- 11"k + 1 =9 11!t 4 (111) 910 1110710 4 (”) 9% 117"k %+

2
+ 131 08 . 1188 + 1 97-117”k7+(151)96-116”k6+
+ 1 9. 117k + 1 9. 11%k* + 1 9. 11373+
6 7 8
I o 20,2, (11 n
g |97 1P+ { )9 11k + 1

Como por hipétese n > 1, entao segue de acordo com o Lema 34 que

Q- 11"+ DM = 9. 111910 1 10n=1g T 1 9% 119,10 4o 4 9k) + 1
= 9. 11"x+1,

para algum conveniente x natural. Donde obtemos que Ry,.j1n = 11"1x, e este fato garante a
validade da sentenca para todo n + 1. O

4.2 Fator primo de uma repunidade
Em [9] € exibida uma caracterizag¢do para um fator primo de um tipo de repunidade, a saber:

Proposicao 36. [9, Teorema 3] Seja p > 3 um primo e R, composto. Entdo um divisor primo q de
R, é da forma 2px + 1, para todo natural x.

Além do resultado apresentado anteriormente, fornecemos uma caracteriza¢do para um fator
primo de uma repunidade composta. Para demonstrar o Teorema 40 que sera apresentado mais
adiante, faremos uso de resultados bem estabelecidos acerca de residuos quadraticos, os quais
podem ser encontrados em [14, 15, 20] .
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Definicao 37. Seja p > 2 um nuimero primo e a um inteiro qualquer. Indicamos o simbolo de
Legendre por:
1,se p{aeaé residuo quadratico modulo p;

(E) =q-L,sep|a;
p

0, caso contrario .

Lema 38. [Critério de Euler] [14, 20] Seja p > 2 um primo e a um inteiro qualquer. Entdo

(ﬁ) =atu mod p .
p

10 -1

Lema 39. [14, 15, 20] Para todo primo p > 5 temos (—) = (—l)IT, ou seja, 10 é residuo
p

quadratico modulo p se, e s6 se, p = +1 mod 6.

Teorema 40. Se p > 3 é um primo e R, composto. Entdo cada divisor primo q > 5 de R, é da
forma 6z + 1, para algum natural 7.

107 -1

Demonstragdo. Seja p > 3 primo tal que R, = seja composto, sendo g > 5 € um divisor
primo de R, entdo existe um natural y de tal forma que R, = p -y. Disto obtemos que 9R, =9-q -y,
ou seja, g | 9R,. Temos que (g,9) = 1, logo g | 10” — 1, acarretando que 10” =1 mod ¢. Segue

da Proposicao 36 que g = 2px + 1, com x natural. Veja que

2px+1-1

1002 = (107)*
1 modg.

10

Pelo critério de Euler temos que (—) = 1 e 10 é residuo quadritico médulo g. Agora, segue do
q

Lema 39 que g = 6z + 1, para algum natural z . O
Tal situacao pode ser descrita ou especificada no seguinte exemplo.

Exemplo 41. Para p = 7, temos R; = 239 X 4639 donde notamos que 239 = 6 x40 -1 e
4639 = 6 X 775 — 1. Enquanto que para p = 11 temos Ry; = 21649 X 513239 donde segue que
21649 = 6 x 3608 + 1 ¢ 513239 = 6 x 85540 — 1.

S5 Consideracoes finais

Neste discutimos alguns resultados acerca da sequéncia de repunidades com vistas as proprieda-
des relativas a sequéncia de Lucas levantadas por Jaroma[13]. Para além disso, mostramos que uma
repunidade ndo pode ser expressa como um cubo perfeito, nem como uma poténcia de indice par,
multiplos de cinco ou mesmo como uma soma de duas poténcias de indice par. Ademais, aborda-
mos algumas propriedades relacionadas a divisibilidade entre repunidades, em especial destacamos
o Teorema 35 que fornece uma demonstracdo a conjectura proposta em Costa e Santos[9], além
de apresentarmos um critério de divisibilidade para uma poténcia quadradas de uma repunidade
proposta pela Proposi¢do 29. Também melhoramos e expandimos o resultado proposto em Costa e
Santos[9], mostrando que todo divisor de R, composto € p > 5 primo € da forma 6z + 1. Esperamos
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que os resultados apresentados possam inspirar € motivar novos estudos sobre a classe de ndmeros
repunidades. Acreditamos que as propriedades aritméticas e as questdes abertas em torno desses
nimeros possam ser um tema frutifero para a pesquisa matematica e que novos estudos possam ser
feitos a partir desses resultados
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