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Resumo

Com a transmissao de informacdes realizadas por meio digi-
tais, foi importante criar mecanismos que assegurassem que
as informacodes recebidas correspondiam as enviadas. A fim
de assegurar essa transmissdo, foram criados cdédigos corre-
tores e detectores de erros, os quais, atualmente, sao indis-
pensaveis na transmissao de informacoes digitais. Neste sen-
tido, os cddigos ciclicos, como o de Reed Somolon (RS) e de
Bose—Chaudhuri—-Hocquenghem (Cédigo BCH) sao utilizados
nessas transmissoes. Desse modo, o artigo busca exemplificar
os processos de codificacao e decodificacao de um codigo BCH
binario. Para isso, inicialmente, serdo abordados conceitos de
Algebra Abstrata, como grupos e polindmios, bem como mos-
trada a constru¢ao de um corpo finito. Apds isso, serdo apre-
sentados os c6digos BCH binério, mostrando sua defini¢ao e
exemplo da decodificacao de uma informacao recebida.
Palavras-chave: Cddigos ciclicos. Codigo BCH binario. Cor-
pos finitos. Algebra abstrata.

Abstract

Because of the increasing use of data trasmission, it was impor-
tant to create methods to ensure that the information received
was equivalent to the information sended. In this context it was
created Error-control codes that are used to detect and correct
errors that can occur during data transmission. These are now
indispensable in the transmission of digital information. In
this circumstances, the cyclic codes, such as the Reed Solomon
(RS) and the Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH code) are
used to transmit data. In this sense, the paper aims to show an
example of encoding and decoding process. For that, the paper
will present concepts of Abstract Algebra, such as group and
polynomials. Besides, the article will show the construction of
a finite field. After that, the paper will present the binary BCH
code, exhibiting its definition and an example of a decoding of
a message received.

Keywords: Cyclic Code. BCH Code. Finite Field. Abstract
Algebra.
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1 Introducao

A revolugao tecnoldgica iniciada no século XX trouxe a possibilidade de se comunicar utilizando
meios digitais. Para tornar possivel essa comunicagdo foi necessario desenvolver maneiras de
assegurar a transmissao das informagdes. Essas mensagens passam por canais de comunicacao,
como fios e ondas eletromagnéticas, sujeitos a distor¢des elétricas ou magnéticas.

E preciso, entdo, assegurar que os dados recebidos sejam iguais aos enviados. Nesse contexto,
surgem os codigos detectores e corretores de erros. Os codigos detectores de erros identificam um
erro e impedem que a informacao seja repassada. Ja os cddigos corretores de erros tem o intuito de
descobrir possiveis erros e corrigi-los, fazendo com que a mensagem planejada seja determinada,
ainda que certa quantidade de erros tenha acontecido.

Em 1948, o matematico Claude Elwood Shannon estabeleceu bases tedricas para projetar sistemas
de comunicac¢do que sejam codificados com uma probabilidade de erro tdo pequena quanto a menor
capacidade do canal de transmissao da informacdo. Mais informacgdes sobre a teoria de Shannon
pode ser encontrada em Shannon (1948). Além disso, na década de 1940 foi criado o Cdédigo de
Hamming, um dos primeiros c6digos corretores de erros que se tem registro. Tal cédigo é baseado
na adicao de digitos de paridade e podem detectar até dois e corrigir até um erro. No entanto, com
o desenvolvimento da comunicacao digital houve a necessidade de criar codigos mais eficientes que
o de Hamming. Neste sentido, desenvolveu-se a classe de cédigos ciclicos, a qual inclui o Cédigo
de Bose—Chaudhuri—-Hocquenghem (C6digo BCH) e o Cdédigo de Reed Solomon (Cdédigo RS). O
codigo RS, por exemplo, foi utilizado pela NASA durante missdes espaciais.

Assim, devido a importancia dos c6digos corretores e detectores de erro, esse trabalho tem como
objetivo apresentar a teoria dos Cddigos Ciclicos do Cédigo BCH bindério. Para isso, inicialmente,
sdo apresentados definicdes e resultados importantes sobre corpos, espacos vetoriais € polindmios.
Ap6s isso, € exibido a construcao de um corpo finito. Por fim, foi definido Cédigo BCH e apresentado
um exemplo.

2 Codificacao

A codificag@o € um campo de estudo relacionado a transmissao de mensagem. Na transmissao de
informagdes, ha uma fonte de mensagens, um meio em que a mensagem € transmitida € um usuario
que recebe e, geralmente, interpreta a mensagem. No entanto, € importante destacar que no meio de
transmissao das informagdes, erros podem ocorrer, fazendo com que uma informacao diferente da
planejada chegue ao receptor.

Nesse contexto, considere uma mensagem m que € preciso enviar. Ao invés de envia-la e deixa-la
sujeita a erros, associa-se, a m uma palavra codigo c. O processo que associa uma mensagem a
uma palavra codigo através de uma bijecdo € chamado de codificagdo. Esse processo pode ser feito
através da multiplicacdo da mensagem por matrizes ou polindbmios, por exemplo.

A palavra c6digo ¢ serd enviada pelo canal de comunicagao e estard sujeita a erros. Assim, a
informacado r que chega ao receptor pode conter erros. O processo de decodificacdo ird verificar
se erros ocorreram, detectando ou corrigindo tal erro. Caso a correcao seja possivel, serd obtida a
palavra cddigo c enviada. Como ¢ e m foram associadas por uma bijecao serd possivel encontrar a
mensagem original m.

O processo de decodificagao geralmente usa o método do vizinho mais préximo. Neste método
se r € a informacao recebida, entdo € procurada a palavra c6digo ¢ com a maior quantidade de digitos
iguais ar.
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E importante ressaltar que existe uma quantidade maxima de erros que determinado cédigo
corrige.

Os codigos corretores de erro tem o intuito de descobrir possiveis erros e corrigi-los, fazendo com
que a mensagem planejada seja determinada, ainda que certa quantidade de erros tenha acontecido.

Esse trabalho estuda c6digos ciclicos. No estudo desses c6digos, usa-se conceitos da Algebra
Linear e Abstrata como grupos, anéis, corpos e espacos vetoriais. Tais conceitos sao definidos na
proxima secao.

3 Conceitos preliminares

Na modelagem de cddigos corretores e detectores de erros, faz-se necessdrio o entendimento
de grupos, anéis, ideais, corpos e polindmios. Isso porque tais conceitos serdo utilizados na teoria
dos codigos. Assim, a compreensao desses conceitos € indispensavel no entendimento de cddigos
ciclicos e codigos BCH bindrios, os quais serdo tratados nas secdes subsequentes.

3.1 Grupos, anéis, ideais e corpos

Definicao 1 (Grupo) Seja (G, +) um conjunto G ndo vazio sobre o qual foi definido uma operacdo
de adicdo. (G, +) sera chamado de grupo aditivo se as seguintes condicoes 1, 2 e 3 forem satisfeitas.
Além disso, (G, +) sera chamado de grupo abeliano se a condicdo 4 abaixo for satisfeita.

1. Sea,b,c € Gentaoa+ (b+c)=(a+Db)+c. (Propriedade associativa da adicdo.)

2. Existe um elemento Og € G tal que a +0g = a, para todo a € G. O elemento Og é chamado
elemento neutro de G.

3. Para todo a € G, existe a’ € G tal que a + a’ = Og. Esse elemento é indicado por —a e é
chamado oposto de a.

4. Sea,b € G, entdo a+ b = b + a. (Propriedade comutativa da adi¢do.)

Definicao 2 (Anel) Seja (A,+,.) um conjunto A ndo vazio, sobre o qual foram definidas uma
operacdo de adicdo e uma operacdo de multiplicacdo. (A,+,.) sera chamado de anel se as
condicoes da Definicdo 1 e também as seguintes condicoes forem satisfeitas.

1. Amultiplicacdo goza da propriedade associativa, isto é, sea, b, c € Aentdoa.(b.c) = (a.b).c.

2. Sea,b,c € Aentdoa.(b+c)=a.b+a.ce(a+b).c=a.c+b.c, isto é a multiplicacio é
distributiva em relagado a adigao.

Além disso, (A, +,.) sera chamado de anel comutativo se a multiplicacdo é comutativa, isto é,
sea,b € A, entdoa.b =b.a.

Definicao 3 (Subanel) Seja (A, +,.) um anel e L um subconjunto ndo vazio de A. Diz se que L é
um subanel de A se (L, +,.) também é um anel, em que a adicdo e multiplicagcdo consideradas sdo
as mesmas de A, porém restritas aos elementos de L.
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Definicao 4 (Ideal) Seja (A, +,.) um anel comutativo. Um subconjunto ndao vazio I C A sera
chamado ideal em A se, para quaisquer x,y € [ ea € A, tem-sex —y € lea.x € I.

Definicao 5 (Conjunto das classes laterais) Seja (G, +) um grupo, H um subgrupo de G e a € G.
O conjunto indicado e definido por a + H = {a+ h|h € H} é chamado de classe lateral a direita
modulo H definida por a.

O conjunto das classes laterais a direita modulo H é o conjunto G/H = {a+ H |a € G}.

Se for definida a operag@o de multiplicacio sobre G de forma que (G, +, .) seja um anel, pode-se
definir uma operagao de multiplicag¢@o sobre G /H de forma que ele também seja um anel. O Teorema
6 apresenta essa operacao bem como a condi¢do que H deve obedecer.

Teorema 6 (Teorema 14.2, (3) ) Seja (A, +,.) um anel e J um subanel de A. O conjunto A/J =
={a+J|a € A} é um anel sob as operacoes (s+J)+(t+J) = (s+t)+J e (s+J).(t+J) = (s.t)+J
se, e somente se, J é um ideal.

Definicao 7 (Conjunto gerado) Seja (A,+,.) um anel comutativo e ay, as, ...,a, € A, define-se o
seguinte subconjunto de A: < ay,as,...,a, >={xj.a; +xp.as + ... + Xp.a, | x1, X2, ..., x, € A}.

Proposicao 8 Seja (A, +,.) umanel comutativoe ay, ay, ...,a, € A, o subconjunto < ay, ay, ..., a, >
é um ideal em A.

A demonstragcao da Proposi¢ao 8 pode ser encontrada em Domingues e Iezzi (2003) na pagina
257.

Definicao 9 (Corpo) Seja Q um conjunto ndo vazio, Q recebe o nome de corpo se as seguintes
condigoes sdo satisfeitas:

1. (Q,+) é um grupo e a adicdo é comutativa.
2. (Q—-A0},.) éum grupo e a multiplicacdo é comutativa, onde 0 é o elemento neutro da adicdo.
3. A multiplicagado é distributiva em relacdo a adicado.

Obviamente, percebe-se que todo corpo € um anel. Um exemplo de corpo infinito € R com as
operacdes usuais.

Ha também corpos finitos, indicados por GF(g), em que g € o nimero de elementos do corpo.
Exemplo disso é G F(2), cujo conjunto é GF(2) = {0, 1} e tém as seguintes tibuas de operagdes.

Tabela 1: Tdbua da adicao em GF(2) Tabela 2: Tdbua da multiplicagao em GF(2)
+10]1 101
001 0(0]0
11110 1101

Definicao 10 ( Extensao de um corpo) Um corpo F é uma extensao de um corpo Q se as seguintes
condigoes forem verificadas:

1. QCcF
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2. As operagoes de F restritas aos elementos de Q sdo as operacoes definidas em Q.

Na proxima subsecdo serdo definidos alguns conceitos acerca de corpos finitos, utilizados nos
codigos ciclicos.

Definicao 11 Seja Q um corpo e @ € Q, a ordem de « é o menor inteiro positivo n tal que o = 1.

Definicao 12 ( Elemento primitivo) Considere o corpo finito GF(q). Um elemento ndo nulo
a € GF(q) é primitivo se a ordem de a é g — 1.

Definicao 13 ( Espaco vetorial) Seja V um conjunto nao vazio e Q um corpo. Define-se uma
operacdo de adicdo sobre V e uma operacdo de produto de um elemento de Q por um elemento
de V. Sejam u,v € Ve u,A € Q. Se essas operacoes satisfazem as seguintes condicoes, V sera
chamado de espaco vetorial sobre o corpo Q.

I. u+v=v+u, Yu,v eV;

22 u+(v+w)=(u+v)+w,Vu,v,weV;
. Existe elemento O € V tal que 0 +v =v;
. Para cadav €V existe —v € V tal que v + (-=v) = 0;
. u(Av) = (ud)v,Vu, 1€ Q,v eV,

3

4

5

6. (u+A).u=pu+Adu,vu,Ae€ Q,ucV;
7. u(u+v)=pu+puv,Yu,v e Vu e Q;
8

lu=u,Yu eV.

Definicao 14 ( Subespaco vetorial) Seja V um espaco vetorial e U um subconjunto ndo vazio de
V. Se U é um espaco vetorial de V quando as operagoes de V sdo restritas a U, entdo U é chamado
de subespaco vetorial de V.

3.2 PolinoOmios

No estudo de cddigos ciclicos, € necessario construir corpos finitos, como serd visto na Se¢ao
4. Neste sentido, na construgao desses corpos, faz-se necessario o uso de polindmios para dar
sentido a operacao de adicao sobre corpos finitos.

Definicao 15 (Polindmio sobre um anel comutativo) Seja (A, +,.) um anel comutativo. O con-
junto

Alx] = {anx" + ap_1xX" '+ ...+ aix + ao | a; € A e n é um inteiro néo negativo}
¢é chamado de conjunto dos polinomios sobre A na indeterminada x.

Com a adi¢ao e multiplicacdo sobre esse conjunto definidas de maneira usual, semelhante aos
polindmios sobre o conjunto dos niimeros reais, A[x]| € um anel.
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Definicao 16 (Polindmio monico) Seja Q um corpo. Um polinomio p(x) € Q[x] é chamado de
monico se o coeficiente do termo de maior grau for 1 € Q.

Definicao 17 (Polinémio irredutivel) Seja Q um corpo. Um polinomio p(x) sobre Q é dito irre-
dutivel se:

1. grau p(x) > 1

2. Sempre que p(x) = g(x).h(x), onde g, h € Q[x], entdo ou g(x) é um polinéomio constante ou
h(x) é um polinomio constante.

-1

Proposi¢io 18 (Teorema 5.1, (2)) Todo polinémio irredutivel de graum em G F (2) divide x*" ' +1.

Definicao 19 (Polinémio primitivo) Um polinomio irredutivel p(x) de grau m é dito primitivo se
0 menor inteiro positivo n para o qual p(x) divide x" +1 én =2m + 1.

Definicao 20 (Polindmio minimal) Considere um elemento @ € GF(2™), extensdo de GF(2). O
polinomio @, (x) € GF(2)[x] é polinomio minimal de a com respeito a GF (2) se:

1. ®yu(a) =0

2. @, (@) é o polindomio de menor grau em GF(2)[x] em que o item 1 é verificado.

Como sera visto € importante calcular o polinomio minimal de dado elemento. Paraisso utiliza-se
o Teorema 21. Na Secdo 4 sera calculado o polindmio minimal de um elemento @ € GF(2™).

Teorema 21 (Teorema 2.1.8, (6)) Seja @, o polindomio minimal de « € GF(2™). Seja e 0 menor
inteiro tal que ao* = a, entio

e—1
o, = n(x +a?)
i=0

4 Codigo Ciclico
As definicOes a seguir auxiliam no tratamento formal de cédigos.

Definicao 22 (Conjunto das mensagens) Seja Q um corpo . O conjunto M = Q™ é um espago
vetorial chamado neste trabalho de espago das mensagens. Os elementos de M sdo chamados de
mensagens.

Definicao 23 (Cédigo linear) Seja U = Q" um espaco vetorial sobre um corpo Q. Um codigo
linear é um subespaco vetorial C C U. Os elementos de C sao chamados de palavras codigos.

Nas Defini¢oes 22 e 23, tem-se que m < n, pois 0 espaco das mensagens M deve ter menos
entradas que os espago das palavras codigos C.
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Definicao 24 (Distancia de Hamming entre dois vetores) Seja U = Q" um espaco vetorial. O
peso do vetor u € U, w(u), é o niimero de coordenadas ndo nulas de u. A distancia de Hamming
entre dois vetores vi, vy € U, indicada por dg(vi,v3), é w(vi — v2).

Definicao 25 (Distancia minima de Hamming em um cédigo linear) A distancia minima de Ham-
ming d(C) de um Cédigo Linear C é a menor distancia de Hamming entre duas palavras codigos
distintas, isto é, d(C) = min{dy(ci1,c)|c1,c2 € Cecy # ¢}

Perceba que dy(cy, c2) = w(cy —c¢2), logo d(C) € igual ao peso da palavra cédigo de C ndo nula
com O menor peso.
Com essas defini¢Oes, a seguinte proposi¢ao pode ser provada:

Proposicao 26 Seja d(C) = 2t + 1 a distancia minima de Hamming de um codigo linear C. O
processo de decodificagcdo pelo método do vizinho mais proximo, visto na Sec¢do 2, pode corrigir no
mAaximo t erros.

Demonstracdo. Suponha que na transmissao de mensagens a palavra cédigo ¢ € C tenha sido
enviada e o vetor r tenha sido recebido. Suponha também que ocorreram e erros, com 0 < e < ¢.
Assim, dg(c,r) < t. Sejav € C,v # ¢. Como d(C) = 2t + 1, entdo dy(v,c) > 2t + 1.
Assim, 2t + 1 < dg(v,c) < dg(v,r) +dy(c,r) < dg(v,r)+t. Logo 2t +1 < dy(v,r) +t
ot+1 <dy(v,r). [

Observe, entdo que ¢ € a palavra codigo mais proxima de r. Isso porque toda palavra codigo
diferente de ¢ tem dy(v,r) > t+ 1. Além disso, se ocorreram mais do que ¢ erros, existird v # ¢ em
que dy(v,r) < dg(v,c) e, portanto, o processo de decodificacdo ndo consideraria a palavra mais
proxima.

Nesta se¢ao serao estudados codigos ciclicos em geral. Nas proximas secoes, no entanto, sera
detalhado acerca dos codigos ciclicos BCH binério.

Definicao 27 Seja C um codigo linear tal que C C Q", em que Q é um corpo qualquer. Esse
codigo linear é chamado de codigo linear ciclico sobre Q se a seguinte condigdo é satisfeita: Se
¢ = (co,C1,...,cn-1) € C, entdo ¢’ = (cy-1, €0, C1, ..., cy2) € C.

Pode-se associar cada palavra cédigo ¢ = (cg, ¢y, ..., c,—1) com um polindmio ¢(x) com coefi-
cientes em Q, c(x) = co + c1x + cox? + ... + ¢,1.x"~1. O polindmio c(x) é chamado de polinémio
codigo.

Para melhor analise, vale-se definir o conjunto dos polindomios codigos de C.

Definicao 28 Seja C um codigo ciclico, o conjunto

2

1(C) = {c(x) = co+c1x + cox’ + oo+ cuo1 X (o, €1y ooy Cnt) € CY}

é chamado conjunto dos polinomios codigos de C.

Assim, ao invés de se trabalhar com o subespaco vetorial C, trabalha-se de forma equivalente
com o conjunto /(C). Portanto, é véalido estudar as operagdes e propriedades sobre 1(C).
Como C éum codigociclicosec, ¢’ € C em que ¢ = (¢, €1y -vvs Cpn—1) € = (Cpn=1,C€0» C1s +vvr Cn—2),

entdioc+ ¢’ = (co+c),c1 + c’l, ey Cpe1 + c;l_l) € C. Assim, € preciso que uma operagao de adi¢dao
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seja definida sobre /(C) de forma c(x) + ¢’(x) € I(C). A operacao de adi¢ao usual sobre Q[x]
garante esse resultado.

Ademais, ¢ = (cq, c1,...,cn—1) € C, entdo ¢’ = (¢y—1, o, C1, ..., cn—2) € C é equivalente a dizer
que se c(x) =co+cix+ X’ + ...+ 1 X" e I(C), entdo ¢/ (x) = Cue + CoX + C1X% +CoX> + ...+
+cpx™ L e I(C).

No entanto, considerando a multiplicacdo em Q[x], xc(x) = cox + c1x% + x> + ... + Cpox™™
+c,—1x". Perceba com isso que ¢’(x) € o resto da divisao de xc(x) por x" — 1.

Isso motiva a utilizacao da classe de equivaléncia

Ly

Qlx]/<x" =1 >={q(x) + p(x).(x" — 1), em que g(x), p(x) € Q[x]}.

De acordo com o Teorema 6, Q[x]/< x* — 1 > é um anel. Além disso, pode-se provar que I(C)
€ um conjunto de polindomios cddigos se, e somente se, ¢ um ideal em Q[x]/< x" — 1 >.

Proposicao 29 Considere um cédigo ciclico linear C sobre o corpo Q cujo conjunto de polinomios
associado seja I(C). Com isso, I(C) é um conjunto de polinomios codigos se, e somente se, é um
ideal em Q[x]/< x" =1 >.

Demonstracdo. Seja C um codigo ciclico linear sobre o corpo Q, entdo o conjunto de polindmios
associados I(C) € Q[x]/< x" — 1 >, uma vez que os elementos de /(C) tem grau menor que n.
Pela Defini¢ao 4, para provar que /(C) € um ideal basta mostrar que

1. c¢(x) —d(x) € I(C) sempre que c(x),d(x) € I(C);
2. m(x).c(x) € I(C) sempre que m(x) € Q[x]/<x"—1>ec(x) € I(C).

A condigao 1 € verificada pois como C € um cddigo linear, a palavra codigo ¢ — d € C, logo seu
polindmio associado c(x) — d(x) € I(C) pela Defini¢ao 28.

Sejam m(x) = mo + mix + mox> + ... + mu_1. X" € Q[x]/< 2" =1 > Q[x]/< x" =1 > e
c(x) € I(C), entdo m(x)c(x) = moc(x) + mixc(x) + ... + mu_; X" Le(x).

Por outrolado, xc(x) € I(C), poisxc(x) corresponde a palavracodigo ¢’ = (¢y—1, €0, Cly +vvs Cn—2) €
C pela Defini¢io 27. E ficil perceber que, utilizando o mesmo argumento, tem-se que x'c(x) € I(C)
para todo 7 inteiro positivo.

Dessa forma, m(x)c(x) = moc(x) + mixc(x) + ... + mu_1.x""'c(x) € I(C) pelo argumento
anterior e pelo item 1.

Agora, seja I(C) um ideal em Q[x]/< x" — 1 >. Pela Defini¢do 4, tem-se que c(x) — d(x) € I
o que implica que ¢ — d € C. Além disso, por essa mesma defini¢do, g.c(x) € I, o que implica
que gc € C. Assim C é um cddigo linear. Ademais, pelo item 2, x.c(x) € I(C) o que implica que
¢’ € C. Assim, C é um cddigo linear ciclico. []

E possivel provar que o ideal /(C) tem um unico polindmio gerador monico, isto €, uma maneira
de se encontrar todos os elementos do cédigo. Isso € provado no Teorema 30 a seguir.

Teorema 30 Seja I(C) um codigo ciclico, entdo
1. existe um tinico polinomio monico g(x) € I(C) de grau minimo;

2. I(C) é um ideal gerado pelo polinomio monico de grau minimo;
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3. O polinomio gerador monico divide x" — 1.

Demonstragao.

1. Obviamente é possivel encontrar um polindmio A (x) tal que h(x) = ho + hix + hox? + ... +
+h,.x", em que h, # 0 e r seja o menor grau. Para encontrar um polindmio monico basta tomar
W(x) = (h,)~'.h(x). Agora, deve-se provar que /’(x) é unico. Para isso tome um polindmio
j(x) = jo+ jix + jox*> + ...+ j,.x", j, # 0 de grau r. Multiplique-o por j- !, obtendo o polindmio
J'(x) que é minimo de grau r. Devemos provar que j'(x) = A’(x). Para isso, lembre-se que I(C) é
um ideal, logo j’(x) — h’(x) € I(C), como esse polindmio nao pode ter grau menor ou igual ar — 1,
ja que foi suposto que r era o menor grau encontrado em /(C), entdo j'(x) — h’(x) = 0 e, portanto,
J'(x) = ' (x).

2. Seja g(x) o polindmio mdnico de grau minimo em I(C) e f(x) € I(C). E preciso provar
que f(x) =m(x).g(x)+ <x" -1 >,m(x) € Q[x]. Na verdade basta mostrar que em Q[x], f(x) =
= m(x).g(x). Usando o algoritmo da divisdo euclidiana, tem-se que f(x) = m(x).g(x)+r(x),emque
grau(r) j grau(g). Como I(C) é umideal, f(x), g(x) € I(C), entdo f(x) —m(x)g(x) =r(x) € I(C).
No entanto, por hip6tese g(x) é um polindmio de menor grau, logo o grau de r(x) nao pode ser
menor que o de g(x). Assim r(x) = 0.

3. Suponha que o polindmio moénico de grau minimo g(x) em /(C) ndo seja um divisor de
x" — 1. Entdo, x" — 1 = m(x)g(x) + r(x), em que r(x) ndo € o polindmio nulo e grau(r) ; grau(g).
Isolando r(x) tem-se que x" — 1 —m(x)g(x) =r(x). Masr(x) =x" — 1 —m(x)g(x) = -m(x).g(x)
em Q[x]/< x" =1 >. Assim, r(x) € Q[x]/< x" — 1 >. No entanto, pelo algoritmo da divisao
euclidiana grau (r)j grau (g), um absurdo pois pela hipétese inicial nao existe elemento em /(C) de
grau menor que o de g(x). Assim, g(x) é um divisor de x"* — 1. [

E evidente que um polindmio gerador mdnico gera um tnico cédigo ciclico. Além disso, pelo
item 1. do Teorema 30 um cddigo ciclico ndo pode ser gerado por dois polindbmios monicos distintos
de menor grau h(x) e g(x).

De fato, como g(x) gera o codigo I(C) e h(x) € I(C) entdo h(x) = g(x).m(x),m(x) € Q[x].
Sabe-se que na verdade, h(x) = g(x)m(x) + p(x).(x" — 1), p(x) € Q[x], como g(x) divide x"* — 1,
tem-se que h(x) = g(x)m(x) + p(x).g(x)t(x) para conveniente #(x) € Q[x]. Logo, h(x) =
= g(x)(m(x) + p(x)t(x)). Assim, pode-se afirmar que o grau de 2(x) é maior que o de g(x) ou
que h(x) = m(x)g(x), em que m(x) € um polindmio constante. No entanto, ambos 0s casos sao
absurdos, o primeiro contraria o fato de /(x) ter grau minimo em /(C), ja o segundo contraria o fato
de h(x) ser mdnico. Dessa forma, pode-se concluir que g(x) € o tinico polindmio moénico de grau
minimo gerador de /(C).

Assim, hd uma correspondéncia biunivoca entre os ideais /(C) em Q[x]/< x"—1 > e os divisores
monicos de x" — 1.

S Construcao de corpos finitos

Pelo Teorema 30, percebe-se que para construir um codigo ciclico € necessdrio encontrar,
primeiramente, um divisor monico de x"* — 1.
Encontrar divisores, em Q[x], de um polindmio pode ser trabalhoso e algumas vezes impossivel.
No entanto, a teoria relacionada aos corpos finitos permite sempre encontrar um divisor de dado
polindmio criando extensodes de determinados corpos.
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Na préxima subsecao serd explicado como construir uma extensao do corpo G F(2).

5.1 Construindo corpos a partir de GF(2)

Para construir uma extensdo F' de GF(2), considere primeiramente um elemento @ € F.
Impde-se que a operacdo de multiplicagdo em F tem as seguintes propriedades:

0.0/ =a’.0=0 1l =a’.1=a’ a'.a/ =a"",

comi,j € {1,2,3,4,...}. Logo, F = {0,1,«, %, e, ...,al,...}. A fim de limitar o nimero de
elementos de F, tome p(x) de grau m um polindmio irredutivel sobre GF(2). Considere que,
em F, p(@) = 0. Como p(x) divide x>~ + 1, tem-se que x>~ ! + 1 = p(x).¢q(x), como g(x) €
GF(2)[x]. Logo a® ' +1 = p(a).gqla) = & '+1=0 < o? ! = 1. Com isso,
F={01a,a%a%..,ad,.}={01,a,da? ...azm_z}.

Suponha agora uma operacio de adi¢iio entre dois elementos indicada por ' + @/, suponha que
é vilida a distributiva da multiplicacio em relag¢do a adicdo. Portanto, o’ + o/ = a/(1 + a/). Para
dar significado a (1 + a/) pode-se associar cada elemento de F com um polindmio com coeficientes
em G F(2) de grau menor ou igual am — 1.

a/l =ajptana+ a120z2 + ...+ al,m_lam_l. Com isso, (1 + a/l) = (1 + a[()) +ana+apa
+al,m_1a’”_1.

Com as operagdes definidas dessa maneira, pode-se provar que F € uma extensao de G F(2).

Apesar de (1 + o) estar definido é preciso encontrar o € F tal que (1 + @) = of, em que [, k
nio sdo necessariamente iguais a i e j. Para isso, utiliza-se que p(a) = 0e a® ' +1 = 0. Com
essas duas informacoes, monta-se uma Tabela de Operagdes.

2y o+

Exemplo 31 Construa a extensdo F = GF(2*) = GF(16) e sua Tabela de Operagées.
Resolucdo. Primeiramente, é preciso encontrar um polinomio irredutivel sobre GF(2) de grau 4.
Perceba que p(x) = x* — x — 1 é irredutivel sobre GF (2). Impondo que um elemento a € GF(2™)
seja tal que p(@) = 0, afirma-se que a* —a —1 =0 &= a* = a + 1. Para ser possivel fazer a
adicdo é necessdrio encontrar os valores de ' + 1 para 1 < i. No entanto, primeiramente é preciso
representar cada elemento o' na forma polinomial.

Por exemplo, @ = at

od'=aba=(P+aP)a=a

a=(@+)a=ad*+a, b =.a=(?+a)a=a’+a?

‘vl za+l+dP =P +a+l.

Com esse mesmo raciocinio constrdi-se a Tabela 3 a seguir.

Exemplo 32 Encontre o polindémio minimal de o € GF(2*), em que a é o elemento primitivo de
GF(2%).

Resolucdo. Pelo Teorema 21 é preciso, primeiramente, encontrar o menor niimero inteiro e tal que
()% = >, Usando propriedades exponencial, tem-se que (a°)* = &® = (¢*)’ =’ =
(a®°) = a. Essa iltima igualdade ocorre quando e = 4. Agora, basta fazer o produto

3
Oy = [ [+ (@) = (r+ (@)7).(x + (@)7).(x + (@)7).(x + (2)))
i=0

= (x4 (@)).(x 4+ (@)).(x + (@) ). (x + (@)).
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Tabela 3: Forma exponencial e polinomial de GF
(16)
Forma exponencial Forma polinomial

Tabela 4: Forma exponencial e valores
de o' + '1 em GF (16)
a'+1 Forma exponencial

a

2 2 a+l a?
@ @ 2 8
3 3 a”+1 a
@ @ 3 14
4 a’+1 a
a a+1 4
5 2 a” +1 a
04 a”+a 5 10
6 3. 9 a +1 a
[0 a” +a 6 13
7 3 a’+1 a
o' a’+a+1 7 9
3 2 a’ +1 a
(07 a‘+1 8 2
9 3 a®+1 a
a a +a 9 7
10 ) a’ +1 a
a a‘+a+1

10 41 5
11 3, .2 o+ o
a a +a"+a 11 12
12 3, .2 a +1 o
o' a’+a +a+1 12 1
13 3, .2 a”+1 o
a a’+a+1

13 1 6
14 3 o+ a
a a’+1 14 3
ol 1 a"+1 a

a®+1 0

Usando a'® = a e a Tabela 3 , tem-se

3

(N =t P a1

5.2 Asraizesde x" — 1

O seguinte Teorema aliado a subsecao anterior, permitem que codigos ciclicos sejam cons-
truidos.

Teorema 33 (Teorema B.1, (5)) Os?2" —1 elementos ndo nulos de GF (2™) formam todas as raizes
de x*"~ '+ 1 em GF(2™)[x].

Assim, a extensdo de GF(2), que é GF(2™), é o menor corpo em que x" + 1, com n = 2" — 1,
serd fatorado como produto de fatores lineares.

Com essa fatoracao, o processo de encontrar um polindomio gerador € simplificado. De fato,
para encontrar um polindmio gerador g(x) € preciso multiplicar os fatores de maneira que g(x) tenha
coeficientes em GF(2).

Nos cddigos BCH binérios, os polindmios minimos e o gerador sao encontrados e definidos de
maneira a se ter a distancia minima de Hamming do cédigo definida. Assim, a partir da distancia
minima que se deseja para o cddigo, define-se o polindmio gerador.

6 Codigos BCH binarios

Para saber a quantidade de erros que um c6digo linear ciclico C consegue detectar e corrigir

CAMARGO, A. S.; GALVES, A. P. T. Corpos finitos: cddigos ciclicos e BCH binério . C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica,
Bauru, v. 23, n. 1, p. 255-268, jul. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n1ic2023255268 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

265



" of
=
=)

€ necessario saber a distancia minima de Hamming deste c6digo C. Assim, como dito esse trabalho
exibe um tipo de cédigo ciclico, os codigos BCH bindrios.
O Teorema 34 permite a posterior definicao de c6digo BCH binario.

Teorema 34 (Teorema 4.3.3, (1)) Considere o corpo GF(2), n um niimero natural maior do que
1 e GF(2™) uma extensdo de GF(2), na qual x" — 1 pode ser fatorado em fatores lineares. Sejam
@ o elemento primitivo de GF(2™), ®,:(x) o polinémio minimo de o' e C um cédigo ciclico com
seguinte polinomio gerador

g(x) = mmc{®@y(x), D2 (x), ..., Dys-1(x)}

em que 6 < n. Assim, a distancia minima d de Hamming de C é d > 6 e sua dimensdo k é
k>n-m(6—-1), comm adimensdo do espaco vetorial GF (2™) sobre o corpo GF(2).

Pelo Teorema 34, pode-se definir um cédigo ciclico com n coordenadas e que corrige ¢ erros.
Além disso, o nimero de digitos £ das mensagens é dado pela seguinte inequagdo k > n — m.t, em
que m satisfaz x> — 1 = n.

Definicao 35 Seja a um elemento primitivo em GF(2™) e seja ®@,i(x) o polinomio minimal de
a'. Entdo, o cédigo BCH cuja distancia é d = 2t + 1 é um cédigo ciclico gerado pelo polinémio
g(x) € GF(2)[x] dado por

g(x) =mmc{®y(x), D 2(x), ..., P 2 (x)}.

Exemplo 36 Suponha que é desejado construir um codigo ciclico que corrige t = 2 erros e que
cada palavra codigo tenha n = 15 digitos. Dessa maneira, pela Defini¢do 35 esse codigo tera como
polinomio gerador:

g(x) = mmc{®y(x), D2 (x), ..., Dyo ()} = mmc{ Dy (x), Dy2(x), Dys(x), Pya(x)}.

Usando o Teorema 21, encontra-se os polinomios minimais de maneira similar ao feito no
Exemplo 32.

@, (x) = (x+a)(x+a?)(x+a*)(x +ad);

D2 (x) = (x+0%) (x+ () (x+ (@) (x+(a?)®) = (x+a?) (x+a*) (x+0%) (x +@) = D1 (x);

@3 (x) = x* + X3 + x> + x + 1, como encontrado no Exemplo 32;

@, (x) = (x+aM)(x+ (@) (x+ (@M (x+ (@) = x+aM)(x+a®) (x+ @) (x +a?) = D1 (x).

Além disso, tem-se que (x+a) (x+a?) (x+a*) (x+a®) = x*+x+1, usando a Tabela de Operagées.

Assim, g(x) = (x* +x+ D.* + X3 +x2+x+ D =x¥+x7 +x0 +x* + 1.

Com isso, o numero de digitos das mensagens sera 15 — 8 = 7.

Portanto, o polinémio g(x) = (x* +x+ 1).x* + 3 +x2+x+ 1) =x3 +x7 +x0 +x* + 1 gera
o codigo ciclico com 15 digitos e que codifica mensagens de 7 digitos, o qual sera denotado por
C(15,7).

6

7 Codificacao e decodificacao

A codificagao das mensagens em palavras codigos pode ser feita de maneira similar aos
codigos de Hamming ou usando o polindmio gerador monico. Ja a decodificacao também consiste
em, primeiramente, multiplicar a palavra recebida pela matriz de controle e, juntamente com a
dimensao minima do cédigo, encontrar o erro.
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7.1 Decodificacao

Seja r(x) um polindomio recebido, pelo Algoritmo da Divisao Euclidiana r(x) = m(x).g(x) +
+s(x) em que g(x) é o polindbmio monico que gera I(C) e m(x) € GF(2)[x]/< x" —1 >. Pelo
Teorema 30, r(x) € I(C) < s(x) =0.

Pela Defini¢do 35, o' para 1 < i < 2t é uma raiz de g(x) em GF(2™)[x], em que ¢ é o niimero
de erros que o cédigo ciclico BCH corrige. Logo, r(a') = m(a').g(a') + s(a’) = s(a').

Dessa forma, g(x) = (x—a').p;(x) com p;(x) € GF(2™)[x]. Como c(x) = m(x).g(x), Vc(x) €
1(C), entdo c(x) = m(x)(x — a').p;i(x). Assim, c(x) € I(C) se, e somente se, &' divide c(x), para
1<i<?2t.

Seja r(x) = ro + rix + r2x> + ... + rp_1.x*~! o polindmio recebido, entio r(x) € I(C)
r(@) =ro+rid +r(a@)?+ ... +re_1.(a)" 1 = 0.

Como, 7(x) = c(x) + e(x), em que c(x) € I(C) e e(x) é o polindmio erro, tem-se que s(a’) =
=r(a’) = c(a') + e(a’) = e(a').

Suponha que ocorreram b < t erros nas posi¢oes ji, j2, ..., jp €m uma palavra cédigo enviada.
Assim, e(x) = x/' + x72 + x73 + ... + x/». Dessa forma, e(a') = (a')/' + (') + (') + ... + ()77,
para 1 < i < 2t. Dessa maneira, para encontrar o erro e(x) basta resolver esse Sistema com 2t
equagoes, encontrando all, a2, a3, ..., alb.

Na préxima secao serd mostrado um exemplo particular da resolu¢dao de uma decodificacao.

7.2 Exemplo de decodificacao

Considere o codigo ciclico C(15,7), BCH binéario, do Exemplo 36, cujo polindmio gerador é

g(x) = x8 +x” + x5+ x* + 1 e que corrige no maximo dois erros. Serd mostrado um processo de
decodificagdo de um vetor recebido.

Suponha que se tenha recebido o vetor r = [1101111010001100].

Passando para a forma polinomial, tem-se 7(x) = 1 +x +x° + x* + 27 + x0 + x8 + x12 + x 13,

Seja a o elemento primitivo de G F(2), pelo resultado anterior, tem-se que o erro e(x) =0
e(@) =r(a’) =0.

Ap6s fazer cdlculos e usar a Tabela de operagdes, tem-se que r(e) = ab;r(e?) = a;
r(@’) = a'*;r(a?) = o

Como esse codigo corrige dois erros, supdem-se que 0s erros ocorreram nas posi¢oes ji € ja.

6 8 2

a® =al +

a = (a/)? + (ah?)?
a,14: (aj1)3+(aj2)3 (1
a® = (a/)* + (a2)*

E preciso encontrar uma solucio para o Sistema (1). Perceba que se a/! = a2, entio a/! +a/2 =
= a’/! + @' = 0. Portanto, a’/! # a’2.
Para resolver esse sistema pode-se encontrar o polindmio localizador, como apresentado por
Souza (2012).
No entanto, como o Sistema (1) é pequeno € possivel resolvé-lo por inspecao utilizando a Tabela
de operacdes. Apds algumas andlises percebe-se que a'” e a satisfazem o Sistema (1).
Dessa maneira, conclui-se que os erros ocorreram nas posi¢cdes2e 11,logoe = [0100000000010000]
e a palavra cédigo enviada é 7+ =c=[1001111010101100].
Para decodificar o vetor ¢ basta fazer uma divisdo de polindmios em G F(2)[x].
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De fato, como c(x) = m(x).g(x), em que m(x) € a mensagem codificada e g(x) o polindmio

5

gerador. Pode-se obter que c_x) = x°+x>+1. Portanto, o vetor mensagem enviado foi [1001010].

g(x

8 Conclusoes

Com esse trabalho foi possivel exibir uma aplicacio da Algebra Abstrata, em particular o estudo
de Corpos Finitos. Isso porque com o intuito de apresentar como os c6digos ciclicos sao definidos, foi
necessario o estudo de polindmios e corpos finitos, por exemplo. De fato, para encontrar um divisor
monico de x"—1 e, consequentemente, criar um codigo ciclico, foi necessario construir um corpo
finito a partir do corpo GF(2). Além disso, o trabalho exibiu um caso particular dos c6digos ciclicos,
o codigo BCH bindrio. Neste sentido, foi mostrado um exemplo de decodificagao de uma mensagem
recebida. Como ja discutido, cédigos ciclicos sao extremamente utilizados na transmissao de dados.
E importante, assim, entender a teoria matemética que apoia o desenvolvimento desses cédigos, a
fim de propor c6digos mais eficientes e seguros.
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