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A generalização da forma matricial hı́brida das
sequências de Leonardo, Padovan, Perrin e

Narayana
The generalization of the hybrid matrix form of the Leonardo,

Padovan, Perrin and Narayana sequences

Resumo
A partir do conjunto dos números hı́bridos e das sequências
Leonardo, Padovan, Perrin e Narayana, o presente artigo tem
como objetivo apresentar as formas matriciais hı́bridas des-
tas sequências lineares, bem como suas matrizes para ı́ndices
inteiros não positivos. Todos os resultados obtidos foram de-
monstrados pelo princı́pio de indução matemática e, para tra-
balhos futuros, é incentivado a exploração desta investigação
com outros conteúdos matemáticos.
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Abstract
From the set of hybrid numbers and Leonardo, Padovan, Perrin
and Narayana sequences, this article aims to present the hybrid
matrix forms of these linear sequences, as well as their matrices
for non-positive integer indices. All the results obtained were
demonstrated by the principle of mathematical induction and,
for future work, the exploration of this investigation with other
mathematical contents is encouraged.
Keywords: Hybrid Numbers. Hybrid matrices. Recursive
Linear Sequences.
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1 Introdução
O conjunto dos números hı́bridos foi apresentado por [1], onde foram estudados a partir da

integração de três sistemas numéricos, sejam eles: complexos, hiperbólicos e duais.

Definição 1. Um número hı́brido é definido como:

K = {𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝜀 + 𝑑ℎ : 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R, 𝑖2 = −1, 𝜀2 = 0, ℎ2 = 1, 𝑖ℎ = −ℎ𝑖 = 𝜀 + 𝑖}

A partir da sua definição, pode-se efetuar algumas propriedades e operações com os números
hı́bridos, seja a soma e subtração entre dois números hı́bridos e multiplicação por escalar. O produto
é obtido distribuindo-se os termos à direita, preservando a ordem de multiplicação das unidades.
Destaca-se ainda, a tabela da multiplicação de um número hı́brido (ver Tabela 1).

· 1 𝑖 𝜀 ℎ

1 1 𝑖 𝜀 ℎ

𝑖 𝑖 −1 1 − ℎ 𝜀 +𝑖
𝜀 𝜀 1 + ℎ 0 − 𝜀

ℎ ℎ − 𝜀 −𝑖 𝜀 1

Tabela 1: Tabela de multiplicação para um número hı́brido.

A multiplicação nos números hı́bridos não é comutativa, porém observa-se a existência da
propriedade associativa e do conjunto K dos números hı́bridos, formando assim um anel não
comutativo. Ainda, é possı́vel apresentar o conjugado de um número hı́brido, o seu chamado de
caráter e a norma de um número hı́brido.

Alguns trabalhos em torno dos números hı́bridos são apresentados em [2,3,4,5,6,7,8] onde foram
realizados o processo de hibridização de sequências numéricas recorrentes.

A sequência de Leonardo é discutida em [9], sendo uma sequência numérica recorrente, apre-
sentando diversas aplicações na área de ciência. Esta sequência está vinculada a recorrência
𝐿𝑛 = 2𝐿𝑛−1 − 𝐿𝑛−3, para 𝑛 ⩾ 3 e tem os valores iniciais 𝐿0 = 𝐿1 = 1 e 𝐿2 = 3.

Um número hı́brido de Leonardo é definido por:

𝐿𝐻𝑛 = 𝐿𝑛 + 𝐿𝑛+1𝑖 + 𝐿𝑛+2𝜀 + 𝐿𝑛+3ℎ.

Assim, podemos apresentar seus primeiros termos:

𝐿𝐻0 = 1 + 𝑖 + 3𝜀 + 5ℎ
𝐿𝐻1 = 1 + 3𝑖 + 5𝜀 + 9ℎ
𝐿𝐻2 = 3 + 5𝑖 + 9𝜀 + 15ℎ

... =
...

Os números hı́bridos de Leonardo possuem uma equação caracterı́stica definida por 𝑥3−2𝑥2+1 =

0, existindo três raı́zes, sendo duas iguais as raı́zes da equação caracterı́stica da sequência de
Fibonacci e, uma com valor igual a 1.

A sequência de Padovan é uma sequência considerada como prima dos números de Fibonacci,
sendo do tipo linear e recorrente e de terceira ordem. A sua relação de recorrência é dada por:
𝑃𝑛 = 𝑃𝑛−2 + 𝑃𝑛−3, 𝑛 ⩾ 3, com os termos iniciais 𝑃0 = 𝑃1 = 𝑃2 = 1.
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Os números hı́bridos de Padovan foram apresentados em [7] e são definidos por:

𝑃𝐻𝑛 = 𝑃𝑛 + 𝑃𝑛+1𝑖 + 𝑃𝑛+2𝜀 + 𝑃𝑛+3ℎ.

Os primeiros termos dos números hı́bridos de Padovan são 𝑃𝐻0 = 1+𝑖+𝜀+2ℎ, 𝑃𝐻1 = 1+𝑖+2𝜀+2ℎ
e 𝑃𝐻2 = 1 + 2𝑖 + 2𝜀 + 3ℎ e sua equação caracterı́stica é dada por: 𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0, possuindo três
raı́zes, sendo duas complexas e conjugadas e, uma solução real.

A sequência de Perrin apresenta grande similiariedade com a sequência de Padovan, possuindo a
mesma fórmula de recorrência, alterando apenas os seus valores iniciais. Assim, para 𝑛 ⩾ 3, tem-se
que a recorrência é dada por: 𝑃𝑒𝑛 = 𝑃𝑒𝑛−2 + 𝑃𝑒𝑛−3, sendo 𝑃𝑒0 = 3, 𝑃𝑒1 = 0 e 𝑃𝑒2 = 2 seus termos
iniciais.

Os números hı́bridos de Perrin são definidos por:

𝑃𝑒𝐻𝑛 = 𝑃𝑒𝑛 + 𝑃𝑒𝑛+1𝑖 + 𝑃𝑒𝑛+2𝜀 + 𝑃𝑒𝑛+3ℎ,

seus primeiros termos são 𝑃𝑒𝐻0 = 3 + 2𝜀 + 3ℎ, 𝑃𝑒𝐻1 = 2𝑖 + 3𝜀 + 2ℎ e 𝑃𝑒𝐻2 = 2 + 3𝑖 + 2𝜀 + 5ℎ e,
devido esta sequência possuir a mesma recorrência dos números de Padovan, a equação caracterı́stica
é a mesma.

A sequência de Narayana surgiu a partir da problemática do rebanho de vacas e bezerros, em que:
uma vaca produz um bezerro a cada ano. A partir do quarto ano, cada bezerro produz um bezerro
no inı́cio de cada ano. Quantos bezerros existem no total após 20 anos? Assim, a sua solução é de
forma semelhante ao problema dos pares de coelhos da sequência de Fibonacci.

Denominando o ano por 𝑛 e, 𝑁𝑛 como sendo um termo da sequência de Narayana, poderemos
definir a sua recorrência como:

𝑁𝑛 = 𝑁𝑛−1 + 𝑁𝑛−3, 𝑛 ⩾ 3,

sendo 𝑁0 = 0 e 𝑁1 = 𝑁2 = 1 os seus termos iniciais.
Os números hı́bridos de Narayana são definidos por:

𝑁𝐻𝑛 = 𝑁𝑛 + 𝑁𝑛+1𝑖 + 𝑁𝑛+2𝜀 + 𝑁𝑛+3ℎ,

seus primeiros termos são 𝑁𝐻0 = 𝑖 + 𝜀 + ℎ, 𝑁𝐻1 = 1 + 𝑖 + 𝜀 + 2ℎ e 𝑁𝐻2 = 1 + 𝑖 + 2𝜀 + 3ℎ e, sua
equação caracterı́stica é dada por: 𝑥3 − 𝑥2 − 1 = 0, possuindo três raı́zes, uma solução real e duas
complexas.

Tendo conhecimento das sequências de Leonardo, Padovan, Perrin e Narayana, a seguir, apre-
sentaremos as formas matriciais hı́bridas destas sequências.

2 Resultados
Nesta seção, serão estudadas as formas matriciais hı́bridas das sequências de Leonardo, Padovan,

Perrin e Narayana, com base em suas respectivas recorrências e nos trabalhos de [10,11,12,13].
Além disso, realiza-se uma extensão para os números inteiros não positivos das formas matriciais
hı́bridas dessas sequências, com o viés de realizar um estudo em torno do processo de generalização
desses números.

Definição 2. A fórmula de recorrência da sequência hı́brida de Leonardo para 𝑛 ⩾ 3, é dada por:

𝐿𝐻𝑛 = 2𝐿𝐻𝑛−1 − 𝐿𝐻𝑛−3.
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Teorema 1. A forma matricial hı́brida de Leonardo, para 𝑛 ⩾ 1, é dada por:


𝐿𝐻2 𝐿𝐻1 𝐿𝐻0
𝐿𝐻3 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
𝐿𝐻4 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2




2 1 0
0 0 1
−1 0 0


𝑛

=


𝐿𝐻𝑛+2 𝐿𝐻𝑛+1 𝐿𝐻𝑛

𝐿𝐻𝑛+3 𝐿𝐻𝑛+2 𝐿𝐻𝑛+1
𝐿𝐻𝑛+4 𝐿𝐻𝑛+3 𝐿𝐻𝑛+2

 .
Demonstração. Pelo princı́pio da indução infinita, tem-se que:

𝐿𝐻2 𝐿𝐻1 𝐿𝐻0
𝐿𝐻3 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
𝐿𝐻4 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2




2 1 0
0 0 1
−1 0 0

 =

2𝐿𝐻2 − 𝐿𝐻0 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
2𝐿𝐻3 − 𝐿𝐻1 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2
2𝐿𝐻4 − 𝐿𝐻2 𝐿𝐻4 𝐿𝐻3


=


𝐿𝐻3 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
𝐿𝐻4 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2
𝐿𝐻5 𝐿𝐻4 𝐿𝐻3


Supondo que seja válido para 𝑛 = 𝑘, 𝑘 ∈ N:


𝐿𝐻2 𝐿𝐻1 𝐿𝐻0
𝐿𝐻3 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
𝐿𝐻4 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2




2 1 0
0 0 1
−1 0 0


𝑘

=


𝐿𝐻𝑘+2 𝐿𝐻𝑘+1 𝐿𝐻𝑘

𝐿𝐻𝑘+3 𝐿𝐻𝑘+2 𝐿𝐻𝑘+1
𝐿𝐻𝑘+4 𝐿𝐻𝑘+3 𝐿𝐻𝑘+2


Dessa forma, demonstra-se que é válido para 𝑛 = 𝑘 + 1, 𝑘 ∈ N.

𝐿𝐻2 𝐿𝐻1 𝐿𝐻0
𝐿𝐻3 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
𝐿𝐻4 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2




2 1 0
0 0 1
−1 0 0


𝑘+1

=


𝐿𝐻2 𝐿𝐻1 𝐿𝐻0
𝐿𝐻3 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
𝐿𝐻4 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2




2 1 0
0 0 1
−1 0 0


𝑘 

2 1 0
0 0 1
−1 0 0


=


𝐿𝐻𝑘+2 𝐿𝐻𝑘+1 𝐿𝐻𝑘

𝐿𝐻𝑘+3 𝐿𝐻𝑘+2 𝐿𝐻𝑘+1
𝐿𝐻𝑘+4 𝐿𝐻𝑘+3 𝐿𝐻𝑘+2




2 1 0
0 0 1
−1 0 0


=


2𝐿𝐻𝑘+2 − 𝐿𝐻𝑘 𝐿𝐻𝑘+2 𝐿𝐻𝑘+1

2𝐿𝐻𝑘+3 − 𝐿𝐻𝑘+1 𝐿𝐻𝑘+3 𝐿𝐻𝑘+2
2𝐿𝐻𝑘+4 − 𝐿𝐻𝑘+2 𝐿𝐻𝑘+4 𝐿𝐻𝑘+3


=


𝐿𝐻𝑘+3 𝐿𝐻𝑘+2 𝐿𝐻𝑘+1
𝐿𝐻𝑘+4 𝐿𝐻𝑘+3 𝐿𝐻𝑘+2
𝐿𝐻𝑘+5 𝐿𝐻𝑘+4 𝐿𝐻𝑘+3


□

Definição 3. Os números hı́bridos de Leonardo com ı́ndices negativos são definidos por:

𝐿𝐻−𝑛 = 𝐿−𝑛 + 𝐿−𝑛+1𝑖 + 𝐿−𝑛+2𝜀 + 𝐿−𝑛+3ℎ.

Teorema 2. A forma matricial hı́brida de Leonardo para ı́ndice inteiro não positivo, 𝑛 > 0, é dada
por:


𝐿𝐻2 𝐿𝐻1 𝐿𝐻0
𝐿𝐻3 𝐿𝐻2 𝐿𝐻1
𝐿𝐻4 𝐿𝐻3 𝐿𝐻2



0 0 −1
1 0 2
0 1 0


𝑛

=


𝐿𝐻−𝑛+2 𝐿𝐻−𝑛+1 𝐿𝐻−𝑛
𝐿𝐻−𝑛+3 𝐿𝐻−𝑛+2 𝐿𝐻−𝑛+1
𝐿𝐻−𝑛+4 𝐿𝐻−𝑛+3 𝐿𝐻−𝑛+2

 .
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Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 1, pode-se validar este teorema. □

Definição 4. A fórmula de recorrência da sequência hı́brida de Padovan para 𝑛 ⩾ 3, é dada por:

𝑃𝐻𝑛 = 𝑃𝐻𝑛−2 + 𝑃𝐻𝑛−3.

Teorema 3. A forma matricial hı́brida de Padovan, para 𝑛 ⩾ 1, é dada por:

[
𝑃𝐻2 𝑃𝐻1 𝑃𝐻0

] 
0 1 0
1 0 1
1 0 0


𝑛

=
[
𝑃𝐻𝑛+2 𝑃𝐻𝑛+1 𝑃𝐻𝑛

]
.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 1, pode-se validar este teorema. □

Definição 5. Os números hı́bridos de Padovan com ı́ndices negativos são definidos por:

𝑃𝐻−𝑛 = 𝑃−𝑛 + 𝑃−𝑛+1𝑖 + 𝑃−𝑛+2𝜀 + 𝑃−𝑛+3ℎ.

Teorema 4. A forma matricial hı́brida de Padovan para ı́ndice inteiro não positivo, 𝑛 > 0, é dada
por:

[
𝑃𝐻2 𝑃𝐻1 𝑃𝐻0

] 
0 0 1
1 0 0
0 1 −1


𝑛

=
[
𝑃𝐻−𝑛+2 𝑃𝐻−𝑛+1 𝑃𝐻−𝑛

]
.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 1, pode-se validar este teorema. □

Definição 6. A fórmula de recorrência da sequência hı́brida de Perrin para 𝑛 ⩾ 3, é dada por:

𝑃𝑒𝐻𝑛 = 𝑃𝑒𝐻𝑛−2 + 𝑃𝑒𝐻𝑛−3.

Teorema 5. A forma matricial hı́brida de Perrin, para 𝑛 ⩾ 1, é dada por:

[
𝑃𝑒𝐻2 𝑃𝑒𝐻1 𝑃𝑒𝐻0

] 
0 1 0
1 0 1
1 0 0


𝑛

=
[
𝑃𝑒𝐻𝑛+2 𝑃𝑒𝐻𝑛+1 𝑃𝑒𝐻𝑛

]
.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 1, pode-se validar este teorema. □

Definição 7. Os números hı́bridos de Perrin com ı́ndices negativos são definidos por:

𝑃𝑒𝐻−𝑛 = 𝑃𝑒−𝑛 + 𝑃𝑒−𝑛+1𝑖 + 𝑃𝑒−𝑛+2𝜀 + 𝑃𝑒−𝑛+3ℎ.

Teorema 6. A forma matricial hı́brida de Perrin para ı́ndice inteiro não positivo, 𝑛 > 0, é dada por:

[
𝑃𝑒𝐻2 𝑃𝑒𝐻1 𝑃𝑒𝐻0

] 
0 0 1
1 0 0
0 1 −1


𝑛

=
[
𝑃𝑒𝐻−𝑛+2 𝑃𝑒𝐻−𝑛+1 𝑃𝑒𝐻−𝑛

]
.
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Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 1, pode-se validar este teorema. □

Definição 8. A fórmula de recorrência da sequência hı́brida de Narayana para 𝑛 ⩾ 3, é dada por:

𝑁𝐻𝑛 = 𝑁𝐻𝑛−1 + 𝑁𝐻𝑛−3.

Teorema 7. A forma matricial hı́brida de Narayana, para 𝑛 ⩾ 3, é dada por:


1 1 0
0 0 1
1 0 0


𝑛 

𝑁𝐻1 𝑁𝐻0 𝑁𝐻−1
𝑁𝐻−1 𝑁𝐻−2 𝑁𝐻−3
𝑁𝐻0 𝑁𝐻−1 𝑁𝐻−2

 =

𝑁𝐻𝑛+1 𝑁𝐻𝑛 𝑁𝐻𝑛−1
𝑁𝐻𝑛−1 𝑁𝐻𝑛−2 𝑁𝐻𝑛−3
𝑁𝐻𝑛 𝑁𝐻𝑛−1 𝑁𝐻𝑛−2

 .
Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 1, pode-se validar este teorema. □

Definição 9. Os números hı́bridos de Narayana com ı́ndices negativos são definidos por:

𝑁𝐻−𝑛 = 𝑁−𝑛 + 𝑁−𝑛+1𝑖 + 𝑁−𝑛+2𝜀 + 𝑁−𝑛+3ℎ.

Teorema 8. A forma matricial hı́brida de Narayana para ı́ndice inteiro não positivo, 𝑛 > 0, é dada
por:


0 0 1
1 0 −1
0 1 0


𝑛 

𝑁𝐻1 𝑁𝐻0 𝑁𝐻−1
𝑁𝐻−1 𝑁𝐻−2 𝑁𝐻−3
𝑁𝐻0 𝑁𝐻−1 𝑁𝐻−2

 =

𝑁𝐻−𝑛+1 𝑁𝐻−𝑛 𝑁𝐻−𝑛−1
𝑁𝐻−𝑛−1 𝑁𝐻−𝑛−2 𝑁𝐻−𝑛−3
𝑁𝐻−𝑛 𝑁𝐻−𝑛−1 𝑁𝐻−𝑛−2

 .
Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 1, pode-se validar este teorema. □

3 Conclusão
Neste artigo apresentamos o conjunto dos números hı́bridos e as sequências de Leonardo, Padovan,

Perrin e Narayana. Desse modo, foram apresentandas suas relações de recorrência, seus respectivos
números hı́bridos e suas equações caracterı́sticas. Com isso, foram exibidas as formas matriciais
geradores hı́bridas destas sequências, bem como a extensão para as matrizes com ı́ndices inteiros
não positivos.

Para trabalhos futuros, propõe-se verificar uma aplicação dessas matrizes para as áreas de exatas
e da natureza, bem como encontrar as matrizes geradores hı́bridas para outras sequências.
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em Portugal é financiada por Fundos Nacionais através da FCT - Fundação para a Ciência e
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