Um estudo da equacao soma-produto de
’/ 4 numeros naturais
I r’;) A study of the sum-product equation of natural numbers

Resumo
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1 Introducao

Nestas notas, consideraremos o conjunto dos numeros inteiros positivos (naturais) denotado por
Z ={1,2,3,...} e por simplicidade e conveniéncia diremos apenas que x € Z; = N € um nimero
natural. Nossa discussdo aqui se preocupa exclusivamente com a aritmética na base decimal. O
interesse € fazer um estudo acerca da resolucdo de alguns casos da equacao “soma igual produto”
de numeros naturais dada por:

X- (X1 +x24 - +X,) =X1 X2 . s Xy (D)

comn,x,x; € N,i=1,2,...,nex; < x;parai < j. Também por conveniéncia chamaremos a
Equacdo (1), apenas de equacao soma-produto.

Exemplo 1. Veja que, x = x1 = xp = -+ = X200 = 1, x2021 = 2 e x2022 = 2022 é uma solugdo
particular da Equacdo (1), para n = 2022. Além disso, x = 340707, x; = xo = x3 = 1011 é uma
solucdo particular da Equacgdo (1), para n = 3.

Vamos mostrar como encontrar uma solucao da Equacao (1) para alguns casos especificos, como
estas apresentadas no Exemplo 1. Além disso, vamos denotar por s,(n) a quantidade de solucdes
da Equacdo (1) quando fixado os valores de x e n, e indicamos por:

se(n) =#{(x1,..,xp) EN" :x - (X1 +x2+---+X,) =X1 X2 ... Xp}. )

Nestes termos, segue que s1(2022) > 1. Sera que a solugdo, apresentada no Exemplo 1, €
tnica? Uma questio em aberto é se o nimero s(n) de solugdes inteiras da Equacao 1 tende a infinito
com n arbitrariamente grande. Em [1] tem-se um limite inferior geral para s(n) dada a condi¢do
1<x1<x <. . <x,

O trabalho esté organizado da seguinte forma: considerando aequacao (1), na se¢ao 2, analisamos
o caso x = 1, cujos resultados apresentados podem ser vistos em [1, 2, 3]. Nas se¢oes 3 e 4, sdo
apresentados os casos n = 2 e n = 3, respectivamente. Ressalta-se que, os resultados apresentados
nas secoes 3 e 4, tratam-se de adaptacoes feitas pelos autores, de resultados apresentados em [4, 5, 6].

2 Primeiro caso: x =1

Neste caso, tem-se que a soma € igual ao produto e alguns destes e outros resultados podem ser
vistos em [2, 3]. Inicialmente, observa-se que sempre € possivel obter uma solugao trivial, dada por

(x1,x2,...,x,) = (1,1,...,1,2,n). 3)

Por exemplo, para os casos n = 2, 3 ou 4, tem-se apenas a solugao trivial. Paran = 5, obtém-se duas
solugdes nao-triviais, a saber, (1,1,1,3,3) e (1,1,2,2,2). Portanto, s1(2) = s1(3) =s51(4) =1e
)| (5) =3.

Observe que, se n — 1 € um nimero composto, entao a Equacao (1) tem pelo menos uma solucao
nao-trivial. De fato, basta observar que se (n — 1) é um nimero composto, entdo existem nimeros
naturaisa e bcom,2 <a < b <n-1,taisque,n—1=a-b. Logo, (1,1,...,1,a+1,b+1) é uma
solucado nao-trivial. Isso garante a validade do resultado a seguir:

Proposicao 2. Para todo n > 2, se n — 1 é um niimero natural composto, entdo sy(n) > 1.
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No Exemplo 1 usamos n = 2022, como n — 1 = 2022 — 1 = 2021 = 43 - 47 é composto, temos
que 51(2022) > 1, ou seja, existe pelo menos uma solugio nao trivial.

Exemplo 3. Usando a Proposicao 2, apresentamos solucoes ndo triviais para distintos valores de
n:

o (x1,Xx2,...,x,) =(1,1,...,1,17,65) é uma solugcdo para n = 1025;
 (x1,Xx2,...,x,) = (1,1,...,1,44,48) é uma solugcdo para n = 2022;

o (x1,x2,...,x,) = (1,1,...,1,7,338) é uma solucao para n = 2023;

* (x1,x2,...,x,) = (1,1,...,1,3,3008) é uma solucdo para n = 6015;

o (X1,Xx2,...,x,) = (1,1,...,1,12,1005) é uma solucdo para n = 11045.

Note que, a Proposicao 2 é equivalente a afirmar que, se s;(n) = 1, entdo (n — 1) € um nimero
primo. Sabemos que, s1(6) = 51(24) = s1(114) = 51(174) = 51(444) = 1 e que n = 444 € o maior
valor para o qual s;(n) = 1, com 1 < n < 1000. Nao é uma tarefa facil determinar valores de n
para os quais s1(n) = 1 e para os casos em que s1(n) > 1, determinar o valor exato de s;(n). Mas é
possivel mostrar que o valor de s; (1) pode se tornar tio grande quanto se queira. E o que faremos

na Proposicao a seguir.

Proposicao 4. O valor de s|(n) pode ser arbitrariamente grande.

Demonstragdo. Sejan = 254+ 1e sejamx; =xp =---=x,-2 = 1. Paraj € {0, 1,2, ..., s} facamos,
Xo1 =241 e x, =27 41, 4)

Logo, toda sequéncia (xy,x2,- -+ ,X,—1,X) serd solu¢ao da Equagao,
X +Xp+ - +Xy =X] X2 ... Xp . &)

Observando que, j pode assumir s + 1 valores distintos, teremos s + 1 solucdes também distintas.
Portanto, dados os nimeros s e j, ao definir x,—; € x, como em (4), teremos s + 1 solucdes. O

Exemplo 5. Considere o niimero n = 1025 = 22> + 1, segue da Proposicdo 4 que s1(1025) = 5+1 =
6, ou seja, a Equacao (5) possui ao menos 6 solugoes ndao triviais para n = 1025.

Proposicao 6. Para todon > 5 se s(n) = 1, entdgon =0 mod 3.

Demonstracdo. Como n > 5, caso tenhamos n = 3m + 1, para algum conveniente m natural. Veja
que n—1 = 3m é um nimero composto e de acordo com a Proposi¢ao 2, temos que s(n) > 1. Agora,

se tivéssemos n = 3m + 2, para algum conveniente m natural, dai (1,1,...,1,2,2,m + 1) € uma
solucdo nao-trivial. Portanto, resta-nos apenas que, se s(n) = 1, devemos necessariamente ter n = 0
mod 3. O

Note ainda que, € possivel estabelecer uma cota superior para a soma S = x; +x2 + -+ - + X,.
De fato, vamos considerar u,, como o nimero de elementos unitarios na solu¢ao (x,xz,--- ,Xy).
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Assim, tem-se kK = n — u, > 2 elementos diferentes da unidade e que podem ser escritos na forma,
(yi+1)comty; <yy <--- <y Dai,

i+1)-(y2+1)----- e+ =y1+y2+-+ye+k+u,. (6)
—_——
n

Sek=2,y;1-y2=n-1¢e (y; +y2) serd maximo quando y; = 1. Assim, y; + y» < n e neste caso
vale a igualdade. Se k > 3, tem-se

Xp+x2+c+xp=n+(yr+y2+-+yp) <n+(yiy2+y2y3+cc+yeyn) <
n+ i+ 1D)(y2+1D.--- .y +1) = (yr+y2+--+yi) =2n.
Isto mostra a Proposicado a seguir:
Proposicao 7. Se (x1,x2, - ,x,) é uma solucdo de (1), entdo x; +xp + - -+ +x, < 2n.

Como consequéncia da Proposi¢ao 7, pode-se mostrar que € possivel estabelecer uma cota inferior
para u,. No que segue, [x] representa o menor nimero inteiro maior ou igual a x.

Coroléario 8. Seja u, o niimero de elementos unitarios na solucdo (xy,x2,- -+ ,x,), entdo (n — 1 —
[logon]) < up.

Demonstracdo. Considerando k = n — u,, tem-se que
2k <X1 X2 ... Xy < 2n,

isto é,2% < 2n, 0 que implica, k < 1+/ogsn, ouainda, k < 1+[logyn]. Logo,n—u, < 1+[logyn].

Portanto, n — 1 — [logon] < u,,. O

Veja na Tabela 1, algumas estimativas para o valor de u,:

n < uy
5 1
10
100 92
500 | 400
1000 | 989
2023 | 2011

Tabela 1: Estimativas para u,

Para finalizar esta se¢@o, deixamos duas conjecturas apresentadas em [3]:
Conjectura 9. Sen > 5e s1(n) = 1, entdo n é da forma 30k +24, para algum conveniente k natural.

Conjectura 10. Sen > 100 e s1(n) =1, entdon = 114 ou n = 174 ou n = 444.
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3 Segundo caso: n =2
A Equacgdo (1) sera reduzida a,
x - (x1+x2) =x1 %2 (7

Observe que, caso tenhamos também x = 2 na Equacdo (7), teremos as solucdes (x,x2) = (4,4) e
(3,6), ouseja, tem-se s»(2) = 2. Neste caso, para encontrar outras solugdes e analisar sobre o nimero
de solugdes da Equacdo (7), utilizaremos as fracoes unitarias, isto é, as fragdes com numerador
igual a unidade. E possivel mostrar que, assumindo algumas hipéteses, sempre podemos decompor
uma fracao unitdria do tipo 1/x como soma de duas outras fragdes unitdrias, ver Proposi¢cdes 11 e
14 abaixo.

Para o que segue, serd conveniente escrever a Equacao (7), da forma

x-(x1+x2) = x1-x2
xp+xy 1
X1 X2 B )_C
1 1

com x1,x; > 1 naturais. Os resultados a seguir mostram como determinar uma solugo (xy, x;) da
Equacao (7).

Proposicao 11. Sejam a,x € N*. Se a é um divisor de x, entdo

1 1 1
—=—+—, (8)
X X X
x(x+a) . .
com x| =x+aex, = —————- solucoes da Equacao (8).
a

Demonstracdo. Inicialmente note que, como a divide x, tem-se x| e x, € N. E ainda,

1 1 1 1
— — = +
X1 X x+a x(+a)
a
B 1 N a
 x+a x(x+a)
x+a 1

x(r+a)  x

O
Coroldrio 12. Seja x € N*, entdo
I 1 1
—=— 4, ©
X X1 X2
comx;=x+1exy;=x(x+1).
Demonstragdo. Basta considerar a = 1 na Proposicao 11. O

Exemplo 13. A Tabela 2 apresenta solucoes (x1,x2), para x € {3,4,5,6,7,8} e d(x) indica os
divisores de x.
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x| (x,x) =(x+1,x(x+1)) d(x) a | (x1,x) = (x +a, @)
3 (4,12) 1,3 3 (6,6)

4 (5,20) 1,2,4 |2 (6,12)

5 (6,30) 1,5 5 (10,10)

6 (7,42) 1,2,3,6 | 3 (9,18)

7 (8, 56) 1,7 7 (14,14)

8 (9,72) 1,2,4,8 | 4 (12,24)

Tabela 2: Solugdes para x € {3,4,5,6,7,8}

Proposicao 14. [4] Considere x um niimero natural maior que 2 e sejam a e b divisores distintos
de x, entdo

1 1 1
-—=—+ —, (10)
X X1 X2
b b
com x| = x(a+b) exy = xa+b) solucoes da Equacdo (10).

b

Demonstracdo. Como a, b sdo divisores de x (logo ndao nulos), temos que, x; € x, sdo naturais, e
ainda

1 1 1 1
x_l + x_2 - x(a+b) + x(a+b)
a b
a b
= +
x(a+b) x(a+b)
a+b 1

x(a+Db) X

O
Exemplo 15. A Tabela 3 apresenta solucoes (x1,x>), para x € {9,10,11,12,13, 14}.
x d(x) (a,b) | (1,2) = (), 2]
9 1,3,9 (1,3) (36,12)
10 1,2,510 | (2,10 (60,12)
11 1,11 (1,11) (132,12)
12 11,2,3,4,6,12 | (3,6) (36,18)
13 1,13 (1,13) (182,13)
14 1,2,7, 14 2,7) (63,18)
Tabela 3: Solucdes para x € {9,10,11,12,13, 14}
4 'Terceiro caso: n=3
Neste caso a Equacao (1), se reduz a
X (x1+x2+x3) =Xx1 - X3 X3, (11)

CARVALHO,F. S.; COSTA, E. A. Um estudo da equag@o soma-produto de nimeros naturais. C.Q.D. - Revista Eletronica Paulista de Matematica,
Bauru, v. 23, n. 2, p. 16-24, dez. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n22023016024 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

21



" of
=
=)

comx; > 1 € N*, i =1,2,3. Por exemplo, se tomarmos x = 3, temos as seguintes solucoes para a
Equacao (11) : (1,4,15),(1,5,9),(1,6,7),(2,2,12),(2,3,5), (3,3, 3). Considerando as possiveis
solugdes x1, x7 € x3, teremos que s3(3) > 6.

Proposicao 16. Dado qualquer niimero x, tal que, x + 1 é composto e x = x3, entdo a Equagao (11)
sempre tem solugao.

Demonstragcao. Se x + 1 € composto, entdo existem naturais distintos 1 < a < b < x, tais que,
x+1=a-b. Considerando, x; =a+ 1 ex; = b + 1, temos que

x-(xi+x2+4x) = (ab=1)|a+1+b+1+(ab-1)]
= (ab-1)(a+1)(b+1)

= X X|-X2=X]'X2-X.
O

Exemplo 17. Por exemplo, se x = 31, tem-se x + 1 = 32 =2 - 16. Considerando, x; =2+ 1 =3¢
xy =16+ 1 =17, obtém-se a solucio (x1,x2,x3) = (3,17,31), ou seja,

31-(3+17+31)=3-17-31.

Na Proposi¢ao 18, sera estabelecido um limite superior para o nimero de solu¢cdes da Equacao
(11), quando sdo fixados os valores de x e x3.

Proposicao 18. Sejam x e x3 niimeros naturais fixos, entdo o niimero de solucoes (x1, xy) da Equacdo
(11) é no maximo igual ao niimero de divisores de x(x + x%)

Demonstracdo. Podemos reescrever a Equacao (11), da seguinte forma:

X-(X1+x24X3) = X1:X:X3S
X1*X2°X3—XX]—X*X2 = X‘'X3&
xl-x2~x§—x-x1'x3—x-x2-x3 = xw%@
Xl'X2'X§—X'X1'X3—X'.X2'X3+X2 = x2+x-x§<:)
(x3-x1—x)(x3-x0—x) = x(x +x§). (12)

Como pode ser visto no lado direito da Equacao (12), que € equivalente a Equagao (11), com x
e x3 fixos. A quantidade de solucdes (x1,x7), serd no maximo igual ao nimero de divisores de

x(x+x§ . O

A Equacgao (12) nos fornece um procedimento (roteiro ou algoritmo) para determinar (algumas)
possiveis solucoes da Equacao (11) com x e x3 fixos.

Proposicao 19. Na Equacao (12), considere d e dy divisores distintos de x(x + x%), coml <d; <
= ditx

_X3e

x(x +x§), i=1,2ed;-dy=x-(x +x§). Para cada i = 1,2, se x3 divide (d; + x), entdo x|
_ d2+x ~ ~
= =, sdo solugoes.
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Demonstragao. Nas condicdes dadas, observe que

d1+x d2+x

x-(x1+x2+x3) = x-( + +x3)
X3 X3
2 2 2
x-di+x“+dy -x+x +X X3
= -
x~d1+x2+d2~x+d1~d2
= > * X3
X3
d1+x d2+x
= . .x3
X3 X3
= X]-X2-°-X3.
O
Exemplo 20. Vamos fixar x = 8 e x3 = 4. Dai, x(x+x§) = 1216 = 192. Logo, x| = % =S5e

16+8
4

Xy = = 6. Portanto, tem-se a solucdo (x1,x3,x3) = (5,6,4), isto é,

8-(5+6+4)=5-6-4.

No Exemplo 20, o procedimento utilizado para determinar uma solucdo da Equacao (11) € para o
caso particular em que x e x3 estdo fixados (dados). E claro que o roteiro proposto nio ird determinar
uma solucdo para quaisquer valores de x e x3 fixados, pois deve-se sempre ter x| € xo, nimeros
naturais, vejamos o Exemplo 21.

Exemplo 21. Agora observe que, se fixarmos x = 3 e x3 = 4, tem-se x(x + x%) =3-19 =57. Dai,

X1 = % exy = % ndo sao numeros naturais. Logo, nao é solugcao para a Equagao (11).

O resultado seguinte € bastante restritivo ou particular.

Proposicao 22. Os niimeros naturais x, x1, x3 e x3 é uma solucdo da Equagao (11), se x; = xp = x3,
x1=3-kex = kx;, sendo k natural.

Demonstracdo. Basta observar que,

kX1 . (Xl + X1 +x1)
kxi - (3x1) = 3k - 3k - 3k

X1 X1 X1 ZX%.

x-(x1+x1+x1)

O

Exemplo 23. Dados x; = 6 = 3 -2, segue da Proposicdo 22 que, quando x = 2 - 6 = 12, entdo
X1 = xp = x3 é uma solugdo particular Equacdo (11).

5 Consideracoes finais
E possivel notar uma grande dificuldade em encontrar solucdes gerais para a Equagio (1)

considerando um valor de n qualquer. E claro que 2 medida que o valor de n cresce, o custo
computacional para determinar tais solugoes também aumenta, por exemplo veja [5]. Além de
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determinar a existéncia de solugdes, outras questdes, ainda sem resposta, sao: Podemos determinar
a quantidade exata de solucdes da Equacdo (1) para qualquer valor de n? Ou ainda, podemos
explicitar todas essas solu¢des (mesmo que computacionalmente)? A andlise de casos particulares
apresentados neste trabalho, tem apenas o intuito de nos ajudar a compreender um pouco melhor
o problema mais geral. Para finalizar, em [6] estabelece uma condi¢do em que n > 2 na equagao
soma-produto, entdo n — 1 deva ser um nimero primo de Sophie Germain.
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