D

Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664
v. 23, n. 2, dez. 2023
Artigo de Iniciacao Cientifica

Afonso Henriques Silva Leite
Campus Corumba

Instituto Federal de Mato Grosso do
Sul

afonso.leite @ifms.edu.br

Rafael Verao Francozo

Campus Corumba

Instituto Federal de Mato Grosso do
Sul

rafael.francozo @ifms.edu.br

Artigo recebido em ago. 2023 e aceito em dez. 2023

Demonstracao de dois teoremas sobre
Sequéncias de Intervalos Encaixantes

Demonstration of Two Theorems about Nested Intervals
Sequences

Resumo

A Propriedade dos Intervalos Encaixantes é utilizada para
se demonstrar a existéncia de raizes reais para uma equacgao
quadratica, assim como para provar a existéncia de raizes para
equagoes envolvendo poténcias quaisquer de incdgnitas reais.
Cita-se que se uma sequéncia de intervalos € encaixante entao
uma sequéncia formada com o quadrado ou com qualquer
poténcia inteira de seus termos também €, muito embora nao
seja apresentada uma prova dessas alegacdes. Nesse trabalho,
demonstra-se que se a Propriedade dos Intervalos Encaixantes
vale para uma sequéncia de intervalos, entdo ela também vale
para a sequéncia formada pelo quadrado ou qualquer poténcia
inteira de seus termos. A prova é baseada na validade de duas
Propriedades que fundamentam a Propriedade dos Intervalos
Encaixantes e foi dividida em dois casos para incluir todas as
possibilidades. A conclusdo se baseia na deducao inferida a
partir das provas das propriedades fundamentais, completando
essa lacuna para melhor compreensao do assunto.
Palavras-chave: Existéncia de raizes reais. sequéncias de
intervalos encaixantes. intervalos encaixados.

Abstract

The Property of Nested Intervals is used to demonstrate the
existence of real roots for a quadratic equation, as well as to
prove the existence of roots for equations involving any powers
of real unknowns. It is mentioned that if a sequence of intervals
is nested, then a sequence formed with the square or with any
integer power of its terms is also nested, although a proof of
these claims is not presented. In this paper, it is demonstrated
that if the Property of Nested Intervals holds for a sequence
of intervals, then it also holds for the sequence formed by the
square or any integer power of its terms. The proof is based
on the validity of two Properties that underlie the Property of
Nested Intervals and has been divided into two cases to include
all possibilities. The conclusion is based on the deduction
inferred from the proofs of the fundamental properties, filling
this gap for a better understanding of the subject.

Keywords: Existence of real roots. nested intervals sequences.
nested intervals.
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1 Introducao

Ha um Teorema as vezes invocado em livros de Calculo quando se apresentam provas da
existencia de raizes quadradas de nimeros reais: a Propriedade de Intervalos Encaixantes (PIE
doravante). Em tais deducdes, consideram-se sequéncias especiais de intervalos, as sequéncias de
Intervalos Encaixantes (SIE daqui em diante). Elas, ndo obstante, tem utilizado sem demonstracao
dois resultados importantes: que a sequéncia formada pelo quadrado ou por qualquer poténcia dos
termos de uma SIE sdo também SIEs.

Veja por exemplo o seguinte trecho de um livro texto bastante usado em cursos introdutérios de
Cilculo, que invoca o seguinte para mostrar que a equagio x> = 2 admite uma tnica raiz positiva a:

Inicialmente observamos que se [ag, bo], [a1, b1], - .., [an, by], . .. for uma sequéncia
de intervalos satisfazendo as condi¢des da Propriedade dos intervalos encaixantes e se
para todo n, a, > 0 e b, > 0, entdo a sequéncia de intervalos [a%, b(z)], [a%, bﬂ, -
[a2,b2], ... também satisfard aquelas condigdes (Guidorizzi, 2001, p. 19).

No exemplo tratado logo a seguir, fica claro a importancia do conceito: o autor vai construindo uma
sequéncia de intervalos encaixantes com o quadrado de termos de outra SIE em torno de x = 2, para
ao final, concluir que o é o tinico real enclausurado por cada um desses intervalos, a fim de concluir
que a? = 2 e demonstrar que existe @ > 0 tal que o = 2.

Em outro trecho, ele sugere que o mesmo raciocinio empregado no exemplo em que demonstra
haver uma tinica raiz positiva para a equagio x> = 2 seja usado para comprovar o seguinte Teorema:
“Sejam a > O um real e n > 2 um natural. Entdo existe um unico real @ > 0 tal que " = a”.
Perceba a similaridade do raciocinio: construindo uma SIE com poténcias inteiras de uma outra tal
que a" = a para comprovar a existéncia de uma raiz enésima de a.

O autor nao prova as implica¢des de SIE em SIE e delega ao leitor a tarefa. E esse resultado é
essencial para a demonstragdo apresentada.

Ja Monteiro (200-?, p. 32); em suas notas de aula sobre Andlise Real; também referencia essa
resultado sem apresentar prova. Apesar de aparentar simplicidade, essa demonstragcao pode requerer
tempo, e sendo assim, € importante apresentd-la para auxiliar os estudantes de calculo interessados
nessas questdes. Vale destacar que em algumas obras, uma SIE € referenciada como Intervalos
Encaixados (Lima, 2004, p. 17).

Esse trabalho prentende preencher essa lacuna, provendo uma demonstragdo rigorosa de ambas
alegacoes, o que pode contribuir para uma melhor compreensao do tema.

Na Secao 2, pretende-se apresentar os Teoremas mais importantes a fundamentar a prova; na
Secao 3, deduz-se a veracidade das duas condicoes de existéncia para uma SIE; na se¢ao 5 apresenta-
se uma breve discussao acerca dos casos em que os termos das sequéncias nao sao todos positivos e
na Sec¢ao 6, apresenta-se o resultado da inferéncia logica.

2 Fundamentacao teorica

A defini¢ao de uma sequéncia de intervalos formada por nimeros reais [ao, bol; [a1, b1]; .. .;

[an,by] ... como uma Sequéncia de Intervalos Encaixantes envolve a satisfacdo das seguintes
Propriedades (Guidorizzi, 2001, p. 19):
lai, bi] D [ais1, biv1] Vi €N (1
VP >0dneN:b,—a, <r 2)
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Figura 1: Representacdo de termos genéricos consecutivos de uma SIE na reta real.

Também € verdade e necessdrio para o desenvolvimento do raciocinio a compatibilidade da
ordem com a multiplicagdo,
x<yANO0<Lz=>xz<yz. 3)

Uma derivagao dessa relagdo também seré utilizada na secao 4:

0<x<y

LR TR @)

E importante ter em mente o ordenamento dos termos da SIE na reta real, e por isso uma
representacao € apresentada na Figura 1.

No desenvolvimento da prova, serd utilizado um silogismo hipotético (Rosen, 2009): se uma
premissa p implica uma premissa g € essa mesma premissa g implica em r, entdo, p implica em r.

Para a prova em que as poténcias dos termos da SIE serdo inteiros n > 2, serd preciso usar a
inducdo matemdtica ou o Principio da Indugao Finita (PIF). Simmons (1999, p. 758), apresenta o
conceito de maneira bem fundamentada e didatica. De acordo com tal autor,

Seja S (n) uma proposi¢ao referente a um inteiro positivo n. Suponha que cada uma
das duas condicdes é satisfeita, (I) S (1) é verdadeira; (II) Sendo S (n) supostamente
verdadeira para um inteiro n = k, entdo sera necessariamente verdadeira para o inteiro
seguinte, n = k + 1.

A condicio I é denominada de passo base por alguns autores (Rosen, 2009). E a primeira condicio
a ser provada. Ja a Il € as vezes referenciada como passo de inducdo: assume-se que seja verdadeira
a hipétese de indugdo, vélida para um inteiro imediatamente anterior € demonstra-se que a validade
dele implica na veracidade para o proximo. Com isso, prova-se que para todos os casos até n a
proposi¢ao é verdadeira.

Para a prova da Equacg@o 2 no caso em que n > 2, um resultado importante é a fatora¢do do

polindmio x" — y”" na forma
n—1

X" = yn — (X _ y) inyn—l—i
i=0
Isso pode ser feito usando-se o algoritmo de Briot-Ruffini para divisao de polindmios (Barbeau,
1989).
Com esses fundamentos, pode-se deduzir que uma sequéncia formada com o quadrado dos
termos € também uma SIE.
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3 Demonstracao da pie com termos quadraticos

O objetivo é demonstrar que se uma sequéncia de intervalos é encaixante, entdo, a sequéncia
formada pelo quadrado de seus termos também é.
E preciso demonstrar a veracidade das condigdes registradas nas desigualdades registradas em 1
e 2.
Importante: destaca-se que essa dedugao levard em conta apenas intervalos contidos na reta
positiva,
0 <a; < b;Vi e N.

3.1 Demonstracao da propriedade descrita na equacao 1.

Sendo a;, b; € RiVi € N, entdo, pela compatibilidade da ordem frente a multplicacdo descrita
na Equacdo 3,
a; < ajp] = ai2 < a;iQjy]. 5)

Usando o mesmo raciocinio para a;;1,
2
ai < Gip1 = AiGip1 < Ajyy. (6)

De 5 e 6 conclui-se que
2

2
a; < ai -

Analogamente demonstra-se que

b; > biy; = b? > b?

i+1°
Novamente, pela compatibilidade da ordem (Equacao 3),
a; < b; = a’ < a;b; (7)
e
a; < bi = Clibi < blz (8)

Por silogismo hipotético, das Equagdes 7 e 8 deduz-se que o quadrado dos termos a; € b; mantém a
desigualdade original:

a,-<b,-=>al-2<al-b,-<b?zai<bi=>af<b$ (9)
Pode-se entdo provar que intervalos consecutivos se encaixam nos antecedentes:

a; < aj,; < b}, <b; = [a},,,b},] c [af, b}] Vi e N. (10)

+1 i+1° i+l

3.2 Demonstracao da propriedade descrita pela equacao 2.

A hipétese natural a ser usada € a segunda condi¢ao da PIE, explicitada na Equacao 2.

Antes de iniciar a demonstracido, € interessante registrar uma verificacdo da veracidade da
propriedade e novamente destacar que os termos a; € b; sao todos positivos.

Sabe-se que sdo vélidas as seguintes hipoteses:

Vr>0,dn e N/b,, —a, <r,
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0<a, <b,.

Entdo, para tal r, o indice n correspondente sustenta que
b2 —a? <r(by,+ay).

Como os possiveis valores de r’ = r (b, + a,) s@o todos os reais positivos (pois r é por hipdtese
positivo, e assim também sdo os termos a; e b;), entdo para todos os reais ' > 0 hd certamente um
inteiro a garantir essa desigualdade.

Mas uma demonstragdao formalmente completa passa por demonstrar esta propriedade na ordem
correta; ou seja, dado um real positivo qualquer, determinar o indice que atesta a verdade da
desigualdade b2 — a2 < r.

Seja r um numero real positivo. Entdo para esse raio:

dneN/b,—a, <r.

Para isso, € um bom parametro inicial considerar um nimero positivo k maior que b;+a;, Vi € N,
pois
1 1 r r
k>bi+ai=> < ——= - < ——, (11)
k b; + a; k b +a;
e essa desigualdade serd crucial para a prova do Teorema. Se fosse possivel encontrar um m para o
qual by, — a,; < 1, o problema estaria resolvido.

Mas um tal nimero existe? E verdade que sim, pois da desigualdade 0 < a; < b; < by, segue

que a; + b; < 2bg, e disso,
1 1

—_ < —,
2b0 a; + b;
Da Inequacao 11,

r r
LT vien 12
b ai+b; (12)

Agora, considere r’ = ﬁo. Para tal r’, existe m tal que
by—an <T1'.

Ora, entao o problema esta resolvido, pois

r r

.
by —ap < — N — < —.
S5k " 2bo " bi+a

Veja que a desigualdade 12 vale para qualquer i € N, e por conseguinte também vale para m, o que
permite registrar que ZLbO < 3= € assim concluir a demonstragao:
m m

r A r r b r
— A< — —ap < ————
2by  2by  b;+a; T b+ am

2

=>(bm—am)(bm+am)<r=>b%1—am<r.

by, —a, <

2

Logo, para todo r > 0, existe natural m tal que b2, — a2,

<r, qed.
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4 Demonstracao da pie com poténcias inteiras n > 2 dos termos
da sie original

Para provar que a PIE também vale para sequéncias formadas por qualquer expoente inteiro n
dos termos de uma SIE, o raciocinio € similar, havendo apenas que invocar um resultado da divisao
de Polindmios para justificar a fatoragdo da diferenga b} —a’’'. Destaca-se novamente que essa prova
trata apenas de sequéncias com termos positivos, ou seja, 0 < a; < b;.

4.1 Prova da condicao expressa na equacao 1

Usando o Principio da Inducao Finita, pode-se provar que uma sequéncia de intervalos encai-
xantes formada por poténcias inteiras n > 2 satisfazem a condigao 1.
Sendo, veja: o passo base ja foi provado na Subsecao 3.1.
Resta provar o passo de inducao. Pela hipétese de indugao, é verdadeiro que
n—-1 pn-1 n—-1 pn-1 .
[ai , bj ] 2 [am sbiy ] Vi e N. (13)
A prova se completa com a demonstracao de que a inclusao de 13 implica na inclusdo dos
3 3 n n n n
intervalos dos termos consequentes, ou seja, [ai , b} ] D [ai L bi +1]'
. . 2 2 .* . n n n n
Veja que para isso € necessario validar que a < a},, < D! < b}.
Decorre de 13 que
n—1 n—1
a; <a;, - (14)
Da da Secao 3, vale que a; < a;+1. Multiplicando-se a;"l < a?;ll por a; a esquerda e a;; pela
direita, e invocando a Relagao 4;

n n
a; <ap,.
n—1 n—1 n n spe n—1 n—1 n n :
Analogamente, b} < bl = b < bl,. Pelolmesmo aitlfICIO, a’’ s <bl =al, <D, pois
. . 5 1 n— . n— . n . n
como a; < b;, pela Relacao registrada em 4, ala; < bm b = aiai < bm.
Portanto
n—-1 gn-1 n—-1 gn-1 n oin n n .
lai =077 ] o [af 01| = [af b7 o [a,,, b1, Vie N,
e pelo Principio da Inducao Finita,
[ai, bi] O [ajs1, bis1] = [a!, b} o [al,, bl ] Vi e N. (15)

4.2 Demonstracao da propriedade descrita pela equacao 2.

Resta corroborar agora que também vale que Vr > 0,3m € N/b? —al! <r.

A aplicacdo da estratégia usada no caso n = 2 pode ser aplicada para o caso n > 2 com algumas
modificagdes.

Seja, por divisao de Polindmios,

n—1
n n _ i n—1-i
by, —an = (by —ay) E b,,a,,
i=0

Um artificio similar ao usado na Subsec¢ao 3.2 funciona também para esse caso.
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Como por hipétese a sequéncia original ¢ uma SIE, vale que Vr > 0,3m € N/b,, —a,, < r.
Agora veja que como a; < b;Vi, pela compatibilidade da ordem frente & multiplicdo, b a" !~ <
bibp1= = b1 e dai,

n—1 . . n—1
D bha" < Y by = b (16)
i=0 i=0

Ora, parar’ = # existe um inteiro p tal que

n—1-9
0
’
b,—a,<r,

€ possivel concluir:

,
4

b,-a,<r" =b,-a,< —

nbo

= (bp - ap) nbg_1 <r

n-1
i n—1-i
:>(bp—ap) prap <r
=
n n
=>bp a, <r.

Por conseguinte,
Vr>03neN:b,—a,<r=3ImeN/b, —a, <r.

5 Discussao do sinal dos termos

Nessa secao serdo tratados os casos em que 0s intervalos nao estao inteiramente contidos no eixo
positivo dos reais.

Se a; < 0 < b; e as condicdes 1 e 2 sdo satisfeitas, as mesmas conclusoes serdao validas tanto
para o caso em que o expoente n vale 2 quanto para o caso genérico.

Pois veja, se n = 2, as alteragdes que ocorrem surgem na desigualdade 5, que passa a ser

ai+1 < 4a;.

Mas perceba que como a multiplicagdao desses termos por a; € a;4+ inverte o sinal da desigualdade
ja que ambos esses fatores sao negativos, isso torna o resultado dos produtos positivos, e o resultado
€ que a mesma conclusao expressa na relacao 10 da Subsecao 3.1 vai ser obtida.

Com relacdo ao contetido da Subsecao 3.2, verifica-se que nenhuma alteracao é necessaria, sendo
portanto valida mesmo que os termos a; sejam negativos e b; positivos. As mesmas consideracoes
podem ser registradas acerca do caso n > 2, pois a Unica alteragéo € a, | < aj que vai ser operada
de acordo com uma relagdo similar a 4, com a mesma implicacao:

x<y<0

= xz < yw.
w<z§0} Y

Ja se todos os termos forem negativos também as mesmas conclusdes serdo vdlidas pois o
exposto nos pardgrafos anteriores vao continuar validos, uma vez que a divisao de polindbmios por
Briot-Ruffini se mantém, assim como a conclusdo expressa na Desigualdade 16. De forma que as
conclusoes podem ser extendidas para os casos referidos sem a necessidade de novos artificios.
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6 Conclusao

Se uma sequéncia € uma SIE, entdo, ela necessariamente obedece as Propriedades 1 e 2 dos In-
tervalos Encaixantes. Logo, tais propriedades podem ser consideradas como condi¢ao de existéncia
de uma SIE.

Da Equacao 10 exposta na Subsecao 3.1,

([az, bi] > [ais1, bisi] Vi € N) = ([al?, b2] > [a,. b2, ] Vi € N) .
Logo, [al.z, blz] satisfaz 1.

Do explicitado na Subsecao 3.2, deduz-se que a diferenca dos extremos da sequéncia [al.z, blz]
tende a zero, ou, usando notac¢ao do calculo, Vr > 0,3n € N/b,% — a% < r. Sendo assim, [al.z, blz]
satisfaz 2.

Portanto, se uma sequéncia é uma SIE, entao a sequéncia formada pelo quadrado de seus termos
também o ser4.

Conforme explicitado na Secao 4 o referido também € verdade para o caso da sequéncia formada
por expoentes inteiros maiores que 2.

Do exposto na Secao 5, verifica-se que tais conclusdes continuam vélidas mesmo que a; < 0 < b;
ea; < b; <O0.

Em suma, de fato, uma sequéncia de poténcias inteiras de uma SIE também é uma SIE.
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