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Introducao as equacoes funcionais com
abordagem no ensino médio

Introduction to functional equations with a high school
approach

Resumo

O presente estudo tem por objetivo apresentar alguns concei-
tos e problemas bésicos sobre equacdes funcionais, bem como
os conteudos que estao diretamente ligados a esse tema como
equagoes e funcgdes, dessa forma, podemos observar que esse
assunto pode ser explorado no ensino médio. Esse assunto de
equacgoes funcionais acaba sendo uma aplicacdo dos concei-
tos de equacoes e fungdes, por isso temos a se¢ao conceitos
preliminares neste estudo. Historicamente esse conteido apre-
senta varios matematicos que tiveram grande participacao na
construcao deste conceito. Para mostrar a interdisciplinaridade
que as equagdes funcionais podem proporcionar, foi feita a
resolucao de alguns exemplos com o objetivo de adquirimos
um conhecimento prévios sobre a resolucdo dos problemas,
posteriormente apresentamos uma abordagem das equacoes
funcionais através de funcdes inversas.

Palavras-chave: Equacgdes funcionais. Assuntos. Equacoes.
Funcoes.

Abstract

The present study aims to present some basic concepts and
problems about functional equations, as well as the contents
that are directly linked to this topic such as equations and func-
tions, thus, we can observe that this subject can be explored
in high school. This subject of functional equations ends up
being an application of the concepts of equations and functions,
which is why we have the preliminary concepts section in this
study. Historically, this content presents several mathematici-
ans who had a major role in the construction of this concept.
To show the interdisciplinarity that functional equations can
provide, some examples were solved with the aim of acquiring
prior knowledge about solving problems, later presenting an
approach to functional equations through inverse functions.
Keywords: Functional equations. Matters. Equations. Func-
tions.
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1 Introducao

A equacdo € um assunto muito estudado durante o ensino basico e podemos aprofundar ainda
mais no seu estudo durante o curso de licenciatura em matemética. Com a possibilidade de estudar
algumas equagdes onde a solug@o nao serdo nimeros, dentro dessa idéia, podemos analisar, durante
esse trabalho, as equagdes funcionais.

Logo apds tomar conhecimento a respeito do assunto, observar-se o quanto o assunto € atrativo.
Pois de maneira informal, podemos dizer que o problema de uma equacao funcional, na maioria
das vezes, serd encontrar uma funcao que seja solu¢ao de uma equagdo. Em outros casos, iremos
calcular um valor especifico para essa funcao. Outro ponto muito importante detes trabalho, que
estabelece a nossa problematica, € como relacionar as equacoes funcionais com assuntos do ensino
médio e fundamental.

O conteudo de equagdes funcionais segundo [I], mesmo ndao sendo muito conhecido, acredita-se
que j4 havia alguns estudos de forma indireta do assunto desde o século XIV com Nicole Oresme,
que concedeu a definicao de funcao linear através de uma equacgao funcional.

O objetivo desse trabalho € analisar as equacdes funcionais de uma e duas varidveis, com o intuito de
descrever como iremos encontrar as suas solugdes, sua relacdo com conceitos basicos e sua relagao
com outros assuntos. Com relagdo as equacoes funcionais com duas varidveis, € importante citar
alguns matemadticos que tiveram grandes contribui¢des para seus estudos, tais como Cauchy, Jesen
e d’ Alembert.

O presente trabalho tem como base tedrica e metodolégica uma pesquisa de revisao bibliogréfica, cujo
objetivo € apresentar um assunto que venha trazer um novo conhecimento relacionado a equacoes
funcionais. Para construcao desse trabalho, foram lidos alguns artigos e livros, em portugués e
inglés. Visto que ha uma caréncia na quantidade de artigos escritos em portugués com relacao a
esse tema, as principais plataformas para pesquisa desses documentos foram o Google académico,
revista Eureka e Profmat. Revista Eureka é uma revista da OBM, ja foram publicadas 42 edicoes
onde suas publicagdes comegaram desde maio de 1998, essa revista faz a publicacdo de assuntos
matematicos relacionados a problemas olimpicos de competi¢des nacionais e internacionais. Para
desenvolvimento dessa pesquisa foram utilizadas as seguintes revistas apresentadas na tabela 1:

Tabela 1: Revista Eureka

Titulo da revista Nimero da revista | Ano de publicacao
Aplicacao dos niimeros complexos a geometria 6 1999
Equacoes diofantinas 7 2000
Funcoes multiplicativas e funcio de Mobius 8 2000
Equacoes de funcionais 9 2000
Os nidmeros irracionais 10 2001
Solucgoes de problemas 36 2012
Equacoes funcionais para os mais jovens 37 2013
Solucoes de problemas 38 2013

Fonte 1 - Produzido pelo autor com base nos dados da (Revista Eureka, 2022)

As principais revistas utilizadas neste trabalho serdo as revistas 7, 8, 9 e 37. As outras revistas
que serao utilizar serd para auxiliar na compreensao desse assunto, uma vez que as revistas anteriores
e posteriores trazem uma breve reflexdo sobre o assunto. Enquanto o Profmat é um programa de
mestrado com parceria da SBM, que disponiniliza no seu site as dissertacoes.
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Para auxiliar a compreensao, esse artigo foi dividido em 6 secoes: Introducao; Conceitos
preliminares, onde iremos observar quais os assuntos que devemos ter um conhecimento prévio;
Contexto histdrico, no qual iremos abordar sobre alguns conceitos tedricos e seus estudos; Equagoes
funcionais de uma e duas variaveis e sua relacao com outros assuntos, em que analisaremos a solu¢ao
de alguns exemplos; Equagdes funcionais no ensino médio, onde faremos uma relagdo de alguns
conceitos basicos com equacdes funcionais; Consideragdes finais.

2 Conceitos preliminares

Para adentramos na resolucao e identificacao das equacoes funcionais precisamos ter como base
alguns conceitos indispensaveis, relacionados a equacoes e funcoes. Onde as equagdes polinomiais
tem o seguinte formato.

p(x) =ag+aix+ax*+ ...+ ax" (1)

2.1 Equacao polinomial

De maneira bem informal podemos dizer que uma equacao € uma expressao com uma ou mais
variaveis que serd igual a algum valor numérico. Segundo o que esta escrito no livro [2], temos o
seguinte:

Definicao 2.1 Dadas duas funcoes polinomiais f e g, chama-se equagao polinomial ou equacdo
algébrica a sentenga aberta f e g

2.2 Funcoes

Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relagdo f de A em B recebe o nome de aplicacao
de A em B ou fung¢ao definida em A com imagens em B se, e somente se, para todo x € A existe um
s6y € B tal que (x,y) € f.

(Vxe A,dy e B: (x,y) € f)

2.2.1 Injetora, sobrejetora e bijetora

As definicoes de injetora, sobrejetora e bijetora estd relacionada com os conceitos de dominio
e imagem segundo propde [3], analisando esses conceitos como fundamentacdo para as defini¢oes
seguinte, temos a seguinte rela¢ao entre as definicoes e conceitos.
Definicao 2.2 Dizemos que a funcdo f : X — Y sdo injetora se elementos distintos do dominio
X tiverem imagens Y distintas, ou seja, dois elementos x| # x» ndo podem ter a mesma imagem
f(x1) # f(x2) quando essas condicdes acontece temos uma funcdo injetora.
Definicao 2.3 Dizemos que uma funcdo f : X — Y é sobrejetora se, e somente se, o seu contra-
dominio é igual a imagem, isto é, se Im =Y
Definicao 2.4 Uma funcdo é bijetora quando ela é sobrejetora e injetora ao mesmo tempo.

2.2.2 Funcao inversa

Definicao 2.5 Diz-se que uma funcdo f : X — Y é invertivel se a cada elemento y do contra-
dominio Y estiver associado um tinico elemento x do dominio X, tal que y = f(x), onde utilizamos
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a seguinte notacdo para todo x e y

U@y =x o=y 2)

A notagao de fun¢ado inversa também apresenta um outro conceito de fungdes chamado composi¢ao
de fung¢des, além disso existe uma restri¢cao sobre a fungdo inversa, dado uma f(x) iremos encontrar
a f~!(x) somente quando a funcdo for bijetora ou seja, obedecendo a defini¢do 2.4 apresentada
acima. Analisando a defini¢io f~'(f(x)) = x podemos perceber que existe uma equagio funcional
nessa notacao, pois podemos analisar essa representagao como uma equagao € o objetivo final desse
problema € encontrar uma fun¢do que resolva essa notacao, assim com base nesse conceito temos
uma equacao funcional.

2.2.3 Paridade de funcao

Quanto a paridade das funcdes podemos observar que existe duas defini¢des de paridade as
funcoes pares e fungdes imparares onde temos os seguintes enunciados para suas defini¢des.
Definicao 2.6 Dizemos que uma funcdo f : X — Y é uma funcdo par, se para todos os pontos x do
seu dominio, for satisfeita a seguinte igualdade.

f(x) = f(-x) (3)

Definicao 2.7 Dizemos que uma funcao f : X — Y é uma fungdo impar se, em todos os pontos do
seu dominio a igualdade abaixo for satisfeita.

f(x) ==f(-x) )

As defini¢Oes de fungdes pares e impares também pode ser vista como sendo uma equagao funcional,
pois podemos olhar para essas expressdes como sendo uma equacao funcional, nos préximos
capitulos iremos analisar como resolver essas equagdes funcionais da paridade de funcdes.

3 Contexto historico

Ainda que nao estudamos as equacgdes funcionais durante a graduagdo ou tivemos contato com
as equacoes dentro de outros assuntos, podemos perceber através do seu estudo que nao ¢ uma
matemadtica nova. De acordo com [4], ja havia alguns estudos desde meados do século XIV e,
além disso, grandes matematicos concederam suas contribui¢des no estudo das equagdes funcionais,
onde tais matematicos foram homenageados com seus nomes na identificacao de algumas equacgoes.
Nesse capitulo iremos falar sobre esses matematicos e identificar as suas equacoes funcionais.

3.1 Nicole Oresme

De acordo com [ 1], em 1352 foi publicado o trabalho “Tractatus de configurationibus qualitatum
et motuum”. Pelo matemaético Nicole Oresme, acredita-se que ele tenha nascido por volta de 1323
e faleceu por volta de 1382. Nesse trabalho, Nicole Oresme forneceu uma definicao de funcoes
lineares de forma indireta, essa defini¢ao utilizava equagdes funcionais. Além de matemético Nicole
Oresme tinha outras formagdes tais como: fisico, filosofo, astronauta, te6logo, bidlogo e ainda tinha
mais algumas formacgdes. O trabalho Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum”que ele
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publicou tinha como objetivo a andlise de movimento uniforme, ou seja, estava relacionado com os
conhecimentos de fisica, nesse caso, com base nas defini¢des fisicas que ele estava propondo no seu
tratado foi apresentado a seguinte relagcao:

y-x_fO)-fx)
z=y  f@-f()

Apresentado as primeiras defini¢des de equagdes funcionais, temos que a equacao 5, definida por
Nicole Oresme tem 3 varidveis com z # y e a sua solu¢do é uma funcao afim do tipo.

Vx,y,z €R ®)

f(x)=ax+b Vx eR (6)

3.2 Augustin Louis Cauchy

O matematico franc€s Augustin Louis Cauchy teve sua vida dedicada basicamente os conheci-
mentos matematicos, nasceu em 1789 em paris e faleceu em 1857 apds seus sessenta e sete anos
de vida com muitas contribui¢cdes para a matemdtica, na sua infancia teve bastante dificuldades
pois nos seus 10 primeiros anos de vida a Francga estava passando por um momento conturbado
conhecido como revolucao Francesa. As principais contribui¢des de Cauchy na matematica foram
no campo da andlise matematica, teoria de grupos infinitos, calculo diferencial e integral entre outras
colaboragdes. Ao matematico Augustin Louis Cauchy foi atribuida a seguinte equacao funcional.

fx+y)=fx)+f(y) Vx,y €R (7

Conhecida como equagao funcional de Cauchy, ainda podendo ser chamada de equacdo aditiva
de Cauchy. A respeito das equacdes aditivas alguns matematicos tentaram encontrar uma solugao
da equacao 7, mas ndo obtiveram éxito, somente em 1821 o matematico Augustin Louis Cauchy
publicou em seu livro Cauchy’s Cours d’analyse a solu¢dao da equagao 7, a respeito dessa equacao
nos proximos capitulos iremos observar a sua solucdo, e algumas informagdes importantes que
conseguimos obter fazendo algumas substitui¢des, visto que ainda nao discutimos como resolver
uma equacao funcional.

3.3 Gregory de Saint-Vincent

O trabalho de Cauchy foi muito importante para o desenvolvimento da teoria de equacdes funcio-
nais, visto que ele ja procurava solucao de tais problemas. Segundo [!] foi no século XVI que nasceu
o matematico Gregory de Saint-Vincent que publicou o trabalho ”Opus Geometricum quadraturae
circuli et sectionum coni”. Nesse trabalho ele buscava estudar a quadratura geométrica do circulo em
secgoes do cone, Gregory de Saint-Vincent ainda foi muito importante para o desenvolvimento do
conceito de logaritmos sendo um dos a estudar sobre o tema. O resultado da andlise desse trabalho
era calcular area de algumas figuras, ao fazer o célculo da area onde a regido era uma hipérbole
assim como Nicole Oresme ele fez o uso implicito de uma equacao funcional.

fG-y)=fx)+f(y) Yx,y €R €))

Até o momento as solucdes das equacoes funcionais que foram apresentadas sao funcdes afim, no
caso da equagdo funcional 8, a sua solucao sera outro grupo de funcdes os logaritmos.
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3.4 Jensen, D’ Alembert e Ramanujan

Conforme expor [5], Jensen é um matemético que ndo é muito conhecido, mas ele também
estudou sobre equagdes funcionais e ainda existe uma equacdo com seu nome conhecida como
equacao funcional de Jensen:

f(x+y) _ O+ fO)

5 7 Vx,y € R )

O matematico Jean le Round d’Alembert desenvolveu mais trabalhos ao longo da histéria, sendo
bastante conhecido dentre os matemdticos com varias contribui¢des para a matematica, além de
matemadtico ele tinha varias formacdes em outras areas. Com seu nome temos a equagdo conhecida
como equacao funcional de d’Alembert onde ela tem a seguinte forma:

Ja+y) +fx=y)=2f(x0)f(y) (10)

No século passado o matematico indiano Ramanujan tem muitas contribuicoes para o desenvolvi-
mento da matematica sendo um dos seus mateméaticos mais brilhante do século passado, sobre os
seus objetos de estudos a equacao funcional ndo era o tema principal de seus estudos, mas em 1911
Ramanujan propds um problema sobre o calculo de radicais multiplos:

1+2\/1+3\/1+4\/...+(n—1)m

Esse problema proposto por Ramanujan de maneira alguma se parece com uma equacao funcional,
e tao pouco a sua solucdo envolve equacdo funcional, no entanto existe uma equacao funcional
subentendida na solucao desse problema. Em 1966 esse problema estava presente na olimpiada da
Putnam, a questao pedia para provar que o lima, = 3 onde a, é a expressao acima.

Temos a, < a,4+1 ou seja sendo uma sequéncia crescente, para essa demonstragao devemos colocar.

f(x) :lim\/1+x\/l+(x+ 1)\/1+(x+2)...+(x+n— DV +n+x...

Assim podemos concluir que f(x) = x + 1 além disso podemos deduzir que f(x) existe sendo no
maximo x + 1 dessa expressao temos ainda que f(x) = xf(x + 1) + 1 e essa ultima expressao € a
equacao funcional subentendia do problema de Ramanujan.

4 Equacoes funcionais de uma e duas variaveis e sua relacao
com outros assuntos.

Pensando em problemas de olimpiadas matematicas, podemos dizer que o assunto de equagdes
funcionais € um dos mais recorrentes, pois, sempre € proposto um problema referente a esse assunto.
Analisando as palavras desse assunto separadamente, podemos perceber que equacoes e funcoes
tém conceitos bastantes distintos um do outro, enquanto que a equagao funcional faz a unido desses
conceitos, onde teremos uma expressao inicial na qual a sua solucao vai ser uma funcao.

As equagdes funcionais tem como componentes um nimero finito de fun¢des e um ndmero finito de
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varidveis. Quanto as func¢des que sao solugdes podem ser uma especifica ou uma familia de solugdes.
Para resolver um problema de equagao funcional serd necessario a utilizagao de alguma substituicao,
ou seja, em quase todos casos iremos utilizar o método da substituicao. Pois nenhuma teoria que
envolva algum método de solucao foi desenvolvida, assim € necessario fazer algumas substitui¢oes
espertas para encontrar a func¢do ou algum valor especifico. Dessa forma segue algumas sugestoes
apresentadas por [6], onde temos as seguintes orientacoes:

* Substituir algumas das variaveis por —1,0 ou 1

* Caso a equagao tenha mais de uma variavel fazer uma substituicao de modo a transformar em
uma equacao de tnica varidvel, fazendox = zey = —z.

* QOutra maneira de fazer uma substitui¢ao serd y = - x para conseguir algum cancelamento.

* Podemos colocar uma expressao em fun¢do de novas varidveis, caso tenhamos a seguinte
situacdo 2 f (f (x)) seria bastante interessante fazer n = f(x), dessa forma teriamos a seguinte
expressao 2 f(n).

* Por dltimo outra substitui¢ao esperta € utilizar alguma funcao auxiliar fazendo uma g(x) igual
a alguma expressao.

Com base nas sugestdes acima, podemos conseguir resolver as equacdes funcionais, onde as
principais sugestdes sdo a primeira e terceira, pois alguns exemplos de equacdes funcionais pedem
somente um valor especifico da fungao.

Além disso é importante ressalta que devemos ter uma base boa com a resolucao de sistema
lineares, pois ao fazermos uma substituicao, iremos encontrar uma equacao e, quando fizermos
outra substitui¢ao iremos encontrar outra equagao, dessa forma para encontramos a fun¢do devemos
saber resolver os sistemas de equacoes.

Com o auxilio desse conhecimento prévio, e necessario ja conseguimos resolver algumas questoes
relacionadas a esse tema. Para tal fato iremos resolver um exemplo de equacao funcional com uma
e duas variaveis. Logo apos veremos a relacao desse contetido com outros dois conceitos.

4.1 Exemplo de equacao funcional com duas variaveis

Exemplo 1. (OBM 2003) Determine todas as funcdes f : R* — R* tais que, para todos x, y € R*
Xy
F@F0) = fl) =S+

Analisando esse problema podemos perceber que nao faremos uma das varidveis igual a zero, pois
0 zero nao pertence ao dominio e também nao pertence ao contradominio. Como essa equagao tem
multiplicacdes e divisoes € interessante substituir essas varidveis pelo nimero 1. Assim teremos a
seguinte situacao.

Facax=1ey=1.

‘ﬂDﬂD—fﬂ-D:%+%=
F?2-f(1)=2=
F()2=f(1)-2=0
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Analisando essa expressao final podemos perceber que é uma equacdo do segundo grau, para
melhorar essa visualizagao faca z = f(1), assim teremos:

Z-z-2=0

Calculando as raizes da equacdo do segundo grau, onde iremos utilizar a seguinte formula de
Bhaskara:

(=D EV(=1)2-4-1-(-2)
°F 21
Assim teremos a primeira raiz que sera 7| = % = 2 a segunda raiz serd dada por z = 1; = -1

dessa forma temos duas possibilidades para valores de f(1), assim iremos verificar dois casos.

W

1. Caso: f(1)=2

Facay =1
ﬂ@-ﬂD—f@-D:?+%:
2£(x) - £(x) :x+)lc N
f) x4
X
2. Caso: f(1)=-1
Facay =1
ﬂﬂ-ﬂD—f@~n:§+%$
1

“1f(x)-fx)=x+-=
X
1 1
= —— + —
f) 2@ x)
Para cada uma das possibilidades encontramos fungdes diferentes como solugdo, mas devemos

lembrar que essas solucdes na verdade sao candidatos a solug¢dao da equacdo funcional, por isso
devemos verificar se as duas sao solu¢des ou somente uma.

1. Verificando o primeiro caso.

FEOFO) - foy) =242
y X

sl b)) =53
x+—|{y+—|-|xy+—|==+==
X y Xy y X

x y 1 I x vy
Xy+—+=+——xy—-—=-—+==
y x Xy Xy y X
XLy _xy
y x y x

Fazendo distributiva e alguns cancelamentos conseguimos perceber que a igualdade € verda-
deira assim para f(1) =2 a funcdo f(x) =x + )lc ¢ solucdo da equacdo funcional.

SILVA, M. J. S.; SILVA, M. L. D.; ARAUJO JUNIOR, F. P. S.; TRINDADE, A. K. B. Introdugio as equacdes funcionais com abordagem no ensino
médio. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 2, p. 74-88, dez. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n22023074088 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

81



" of
=
=)

2. Verificando o segundo caso.

FOFO) - fay) =242 o
y X

e ()52

Temos que f(x) = —% (x + l) nao € solucao pois a igualdade nao € valida. Dessa forma temos
X
somente uma solucao para a equacao funcional.

4.2 Exemplo de equacao funcional com uma variavel

Exemplo 2. (IBERO) Ache todas as f tais que (f(x))%- f (ﬁ) = 64x para todo x distinto de
-1,0,1

Para alguns valores basicos a equagdo funcional nao estd bem definida, contudo iremos fazer

a seguinte substituicdo: Faca x = }% Ou seja, onde tem x iremos substituir por %’g, analisando

separadamente f (}%ﬁ) temos:

1_% 1+x;;+x 2y
f(1+ll;x):f(l+;—x+l):f(7):f(x)

1+x 1+x

As operacgoes realizadas acima envolveram o uso de fracdes, assim calculamos o MMC e depois
fizemos a divisao de fra¢des para obter o resultado final. Com base na equacdo do exemplo iremos
fazer a seguinte mudanca.

(f(X))z‘f(l ‘x) -

1+x
1—x 64x
f(1+x) T (f)

Com base na substitui¢ao que realizamos e nessa operagao da equacao funcional escrevendo-a de
outra maneira segue que:
2 1-x 2
1—x -1 I-—x
. =64 - =
(f(1+x)) f(]+% 1+x

1-x\? 1—x
(f(1+x) ).f(x):64.(l+x)

Fazendo algumas substitui¢des iremos ter as seguintes relagoes.

1—x
1+x

( 64x
Y

(f(x))?
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64x2 _1-x _
(f(x)?  1+x

+ X

(f(x))® = 64x* - % =
X

f(x)=43x2-(1+x)

1-x

Como encontramos uma tnica fungo que seja candidata a solucdo, temos assim que a funcio f(x)

acima é solugdo da equagdo funcional (f(x))?- f ‘1%) = 64x

4.3 Valor numérico de uma equacao funcional

Alguns problemas de equacdes funcionais estdo querendo encontrar um valor especifico para
aquela equagao, nem € preciso encontrar a fungao que seja solucao.

Exemplo 3. (OBM/2002 - 1* fase) Seja f uma funcao real de varidvel real que satisfaz a condicao:
f(x)+2f (@) = 3x parax > 0 o valor de f(2) é igual a quanto?

Neste problema iremos fazer algumas substituicdes, de tal modo a encontrar o valor de f(2)
assim: Facax =2

reyr (5

F2)+2£(1001)=6 (%)

A principio nenhuma informagao sobre o valor de f(2) foi encontrada e ainda temos que surgiu
f(1001) na dltima equacgdo. Analisando a equacgdo da questao podemos perceber que conseguimos
outra substituicdo de modo a encontrar f(2) dessa forma:

Faca x = 1001

):3-2:>

2002
F£(1001) +2f (W

£(1001) +2£(2) = 3003 (%)

):3-1001:>

Com duas equagdes e duas incdégnitas conseguimos resolver esse problema por sistema de
equacoes.

f(2)+2£(1001) =6
£(1001) +2£(2) = 3003
Fazendo () — 2(xx)

£(2) +2£(1001) = 6
—2£(1001) — 4£(2) = —6006

Resolvendo esse sistema pelo método da adi¢dao temos:
f(2)+2£(1001) —2£(1001) —4£(2) = 6 — 6006
-3£(2) = -6000
f(2) =2000
Logo o valor de f(2) € igual a 2000.
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4.4 Solucao da equacao funcional de Augustin Louis Cauchy

A equacao funcional de Cauchy, foi uma das primeiras equacdes a ser cohecida, visto que esse
matematico gastou bastante tempo no estudo desse assunto. Na secao 3.2 foi apresentado um pouco
sobre o matematico Augustin Louis Cauchy e ainda apresentamos a equagao 7 que leva o seu nome.
Logo ap6s a apresentacao das maneiras de resolver uma equagao funcional que foram enunciadas no
inicio da se¢ao 4 podemos usar essas tecnicas para resolver a equagao funcional de Cauchy, seguindo
€sses passos temos.

Facax=y=0

Fx+y)=fx)+ () -

J(0+0) = f(0)+ £(0) =
f(0) =2f(0) =
2f(0) - f(0) =0 =
f(0)=0

Temos uma informagdo muito importante e valiosa sobre essa equacdo que f(0) = 0, assim vamos
fazer mais uma substitui¢do de forma a ter um cancelamento de termos para obter um valor de
f(0) =0, dessa forma teremos.
Facay = —x
fx+y)=f)+f() =

Jx=x)=f(x)+f(=x) =
J(0) = f(x) + f(-x) =
Jx)+f(=x) =0 =
J(x) ==f(-x)

Por fim chegamos nessa ultima expressdao da equacao funcional, que levar um conceito muito
conhecido dentro da area de fungdes, onde esse tipo de expressdao tem o nome de fun¢do impar
apresentado na secao 2.2.3. Assim conseguimos encontrar a solu¢do desse tipo de equagao pois
na se¢ao 5.1 foi solucionado essa equacao funcional impar, a tinica coisa que devemos ter atencao
serd no expoente pois solucao da equagao funcional de Cauchy apresentard somente as fungdes
lineares logo a solugdo geral da equacdo funcional de Cauchy sera f(x) = ax, pois quando r > 1
teremos alguns termos a acrescentar na expressao dessa forma ndo ird satisfazer a relagao da equacgao
funcional de Cauchy.

4.5 Relacao das equacoes multiplicativas e funcao de Mobius com equacoes
funcionais

Uma das equacdes funcionais mais conhecidas sao as chamadas equagdes funcionais multipli-
cativas, que sao atribuidas ao matematico Augustin Louis Cauchy, onde essas sdao definidas pela
seguinte relacao:

fxy) = f()f(y) (11)
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Dessa forma conseguimos fazer uma relacao entre as equacoes funcionais multiplicativas e fungdo
de Mobius, a fungao de Mdobius tem a seguinte defini¢des: Para n inteiro positivo, definimos:

1, se n=1
u(n){0,se p*|n paraalgum p primo

(=1)"se n=p;-p2-...- p, onde p, sdo primos distintos

Exemplo 4. Calcule o valor de u(48), u(8), u(6) para verificar se a fungdo de Mdbius é multipli-
cativa, nesses valores. Para resolver esse problema devemos escrever cada um desses nimeros em
fatores primos, para depois analisar em qual sentenca iremos encontrar o valor da fun¢do, visto que
a funcao de Mobius estd definida através de sentencas.

u(48)=2-2.2.2-3.=22.22.3
Como um dos niimeros primos esta elevado ao quadrado, temos o resultado de u(48) = 0.
p(48)=2-2.2.2.=2*.2=0
Novamente um dos fatores estd elevado ao quadrado, sendo assim u(8) =0
u(6)=2-3=1

Para 1(6) conseguimos escrever o nimero 6 como a multiplicagdo de dois nimeros primos, dessa
forma iremos utilizar a dltima sentenca da fungdo de Mdbius assim teremos (—1)2 = 1. Verificando
se para esses valores a fungdo é multiplicativa temos que fazer a seguinte analise.

p(48) = u(@)u(6) =
0=0-1=
0=0

Logo para os valores do exemplo temos que a funcao é multiplica, mas isso se verificar para toda a
funcdo de Mobius, ou seja ela sempre serd multiplicativa.

5 Equacoes funcionais no ensino médio

Embora o contetido de equagdes funcionais esteja ausente do ensino basico e tao pouco € estudado
no ensino superior, ainda assim podemos perceber algumas equacdes funcionais em definicoes
basicas a respeito de funcdes, tais como definicdes de paridade e fungdo inversa. Nesta se¢ao temos
a oportunidade de expor essas equacoes, e verificar como que iremos encontrar a sua solucao, para
que dessa forma possamos analisar a veracidade dessas afirmacoes.

5.1 Funcao impar e equacoes funcionais

Na secdo 2 desse trabalho apresentamos algumas definicoes a respeito de paridade de funcao,
nesse capitulo iremos olhar para essas definicoes como sendo uma equacao funcional. Na definicao
2.6 temos o conceito que estabelece a propriedade de funcdo impar, no contexto do ensino médio
podemos enxergar essa definicdo somente como uma propriedade, no entanto podemos observar
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como uma equacao funcional f(x) = —f(—x). Vamos fazer uso das defini¢des bésicas de como
resolver uma equagao funcional apresentadas na secao 4, para isso vamos substituir o valor de x = 0
na equacgao 4, assim teremos:

f(x)==f(-x) =

f(0)=-f(-0) =

fO)+f(0)=0=
2£(0) =0 =

f(0)=0

Assim conseguimos uma informag¢ao muito importante de que f(0) = 0 logo iremos verificar essa
propriedade para os polindmios, para resolver esse problema devemos analisar essa equagao com
muito cuidado, pois a maneira de resolver esse problema nao € trivial. Faca f(x) = a(x"),a € N
com r € N assim teremos.

a(x") =-a((—x)") =

a(x")+a((—x)")=0=
ax")+a(-1)-x"=0=
a(x")(1+(-1)" =0

ue x i X aonu A Zero, assi u igu jav ira.
Temos que x” # 0 pois essa expressao nunca sera zero, assim para que essa igualdade seja verdadeira
I1+(-1)"=0=

(1-)"=-1

Por fim, essa ultima expressao sera solucao somente quando r for um natural impar, assim as funcoes
da forma f(x) = a(x") que serdo solugdo serd os polinomios de grau impar.

5.2 Uma abordagem das equacoes funcionais no ensino médio através de
funcoes inversas

Agora iremos trabalhar um caso particular de equagdo funcional no ensino médio, onde esse
problema € mais conhecido como fung¢do inversa, podemos perceber essa relagdo entre as funcoes
inversas e equacgoes funcionais na defini¢ao 2.5 apresentada na se¢dao 2 . Os problemas de func¢do
inversa que os materiais propdem para solugdo, envolve alguns passos apresentados na seciao 4 a
respeito da solu¢do de uma equagao funcional. Fazendo uma leitura do que essa propriedade diz
sobre fung¢do inversa, temos que a composicao da fun¢do com sua inversa € igual a funcao identidade.
Para compreensao dessa relagdo vejamos a solu¢ao de um exemplo.

Exemplo 5. Encontre a funcdo inversa de f(x) = ’;%f analisando como uma equagao funcional.

A primeira atitude nossa para resolver o problema sera substituir na defini¢do 2.5 assim teremos
que.

Faca y = 222 agora iremos organizar essa expressio para encontrar o valor de x.
x+1

yx+1)=x-3 =
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yx+y=x-3 =
yx—-x=-y-3 =
x(y-D=-(r+3) =
_—(y+3)
X=—
y—1
Fazendo as substituicdes temos que:
. —(y+3)
o) = —=
y—1

A funcdo que encontramos estd na varidvel y mas pode ser facilmente transformada para varidvel x
fazendo x = y. Os problemas de fun¢ao inversa seguem as defini¢des bésicas de equagdes funcionais
pois podemos observar a equagao 2 da defini¢ao de fungdo inversa como sendo uma equagao, onde
a solucao desse problema serd uma funcao. Logo podemos dizer que a defini¢cao de funcdo inversa
€ uma equagao funcional. Como esse assunto esta no ensino basico dessa forma conseguimos fazer
uma abordagem dos conceitos de equacdes funcionais no ensino médio.

6 Consideracoes finais

Portanto, com base no desenvolvimento desse trabalho acerca das equagdes funcionais, podemos
perceber o quanto esse assunto é importante, pois a resolu¢do dos problemas que envolve equacoes
funcionais € um pouco complexa. Mesmo sendo desafiador a resolu¢ao desses problemas percebe-se
0 quao interessante eles sdo, pois nos obriga a pensar um pouco mais e desenvolver estratégias afim
de encontrar a solu¢do, dessa forma aprimorando o desenvolvimento cognitivo do aluno.

Dentro da graduacao pouco se percebe o estudo desse contetido, as vezes que observamos algumas
equacoes funcionais principalmente a aditiva, estava relacionada a outros conceitos matematicos,
visto que esse assunto estd presente em olimpiadas matematicas. Contudo conseguimos mostrar
através desse trabalho a interdisciplinaridade desse contetido com assuntos como equagdes e funcoes
que estao presente na educacdo bdasica, pois a introdu¢ao desse assunto no ensino fundamental e
médio além de trazer novos conhecimentos e desafios, pode proporcionar ha alguns alunos a inser¢cao
na matemdtica olimpica, trazendo novas oportunidades para os estudantes.

Quanto aos objetivos, conseguimos mostrar as principais ferramentas para encontrar a solucao das
equacoes funcionais, sua relagdo com outros conceitos tais como equagao diofantina onde, podemos
analisar sua solucdo como funcdes, e funcoes multiplicativas que tem uma relagdo com equagoes
funcionais multiplicativas.

A respeito desse trabalho podemos verificar algumas contribui¢des na relacao desses conteudos,
visto que fizemos a andlise do conceito de paridade das fun¢des par e impar, logo apds analisamos
essa definicao de tal maneira que fosse possivel observar uma equacao funcional, dessa forma
apresentado uma solucao para essa equagao funcional.

Sobre esse tema podemos perceber uma caréncia das pesquisas relacionadas as equacoes funcionais
em portugués. Como esse trabalho apresentou o assunto, maneiras de resolver, exemplos e relacao
com outros contetidos, ainda assim podemos ter algumas indagacdes sobre as aplicacoes das equacoes
funcionais, e isso pode ser problemética para pesquisas posteriores.

Dessa forma, conseguimos fazer a apresentacao desse conteudo, que de certa forma é desconhecido
até na graduacdo. Contudo, fizemos algumas apresentacoes e relagdes desse assunto com conceitos
basicos.
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