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Os caminhos das raizes da funcao quadratica
The paths of the roots of the quadratic function

Resumo

Neste artigo fixamos dois coeficientes reais € variamos 0 co-
eficiente real remanescente da fun¢do quadratica (fung¢do po-
linomial do segundo grau) para obter os caminhos descritos
pelas duas raizes da func@o no plano complexo. Tais cami-
nhos repousam em circunferéncias cujos centros estao no eixo
real, no eixo real, em paralelas ao eixo imaginario ou no eixo
imagindrio, e na origem. Nas situacdes pertinentes, as Figuras
especificam qual ou quais pontos devem ser excluidos das cir-
cunferéncias e das retas. Comentarios também acompanham as
Figuras. Diferenciamos os sentidos dos percursos das raizes re-
ais quando da existéncia ou ndo de raizes complexas nao reais.
Determinamos as situagdes nas quais as raizes duplas apare-
cem. Determinamos o(s) ponto(s) aderente(s) comum(ns) aos
dois conjuntos formados pelos pontos dos caminhos de ambas
as raizes. Usamos Pré-Calculo, Calculo de uma variavel real e
Analise para provar estes resultados.

Palavras-chave: Funcdo quadratica. Polindmio do segundo
grau. Raizes. Raizes complexas. Raizes reais. Raizes duplas.
Caminhos.

Abstract

In this paper we fix two real coefficients and vary the remai-
ning real coefficient of the quadratic function (second degree
polynomial function) to obtain the paths described by the two
roots of the function in the complex plane. Such paths rest
on circumferences whose centers are on the real axis, on the
real axis, on parallels to the imaginary axis or on the imagi-
nary axis, and at the origin. In the appropriate situations, the
Figures specify which point or points must be excluded from
the circumferences and from the straight lines. Comments also
accompany the Figures. We differentiate the directions of the
paths of the real roots when the existence or not of non-real
complex roots. We determine the situations in which double
roots appear. We determine the common adherent point(s) to
the two sets formed by the points of the paths of both roots. We
used Pre Calculus, Calculus of one real variable and Analysis
to prove these results.

Keywords: Quadratic function. Second degree polynomial.
Roots. Complex roots. Real roots. Double roots. Paths.
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1 Introducao

Equagdes quadraticas eram conhecidas ha muito tempo pelos babilonios e egipcios. Elas apare-
cem em textos do periodo babilonico que datam de uns 4.000 anos atrds. Mais tarde, outros povos
- gregos, chineses, indianos e drabes - também desenvolveram métodos para resolver equagoes
quadraticas. No entanto, a férmula para resolver a equagao quadritica como a conhecemos hoje s6
surgiu na histéria Moderna, na Europa. Essa formula possui algumas nomenclaturas pelo mundo,
mas somente no Brasil ela é conhecida como férmula de Bhaskara. Vale ressaltar que até o inicio
da Idade Moderna néo havia ideia de resolver uma equacio quadratica da forma x> + px + ¢ = 0,
onde p e g sao positivos, pois a equacdo nao tem raiz positiva. Para obter informacdes detalhadas
sobre as abordagens e os métodos de solucao adotados pelos primeiros e posteriores matematicos,
consulte Boyer (1974) e Smith (1958).

O corpo discente da oitava série aprende a calcular as raizes reais da equagdo ax? + bx + ¢ = 0,
onde a € R*, b € R, ¢ € R. No ensino médio, com a introdu¢ao dos nimeros complexos e das
fungdes polinomiais, se f : C — C é dada por f(z) = az”> +bz+c,ondea e R*, b e R,c € R, 0

. . ~ . . —b+Vb2—
corpo discente sabe que as raizes complexas de f sdo z; = x1 + yji = W

Zp=Xo+ Yol = =b=Vb’~dac ‘2]’;_4“ (segunda raiz), onde x, y;,x2, 2 € R, i = V=1, e esse corpo discente é
também capaz de localiza-las no plano complexo.

Entdo, nos perguntamos: em relacdao a funcdo quadritica f com coeficientes reais, qual seria
um possivel proximo passo para estudantes de um curso de graduagao em Matemadtica? A pergunta
nos pareceu bastante natural, assim como a resposta: fixaremos dois dos trés coeficientes reais
e variaremos em R o coeficiente remanescente de f, com a condi¢do a # 0, para obter os dois
caminhos descritos por ambas as raizes de f no plano complexo (x0y), ou seja, conforme o coeficiente
remanescente € variado em R, com a # 0, cada raiz descreve um caminho. Portanto, estudamos:

(primeira raiz) e

* Primeiro caso: bg e c¢g sdo fixados; a € R* (9 subcasos).
* Segundo caso: ag # 0 e ¢ sao fixados; b € R (6 subcasos).
e Terceiro caso: ag # 0 € by sdo fixados; ¢ € R (6 subcasos).

A f assume uma nova notagao em cada caso: fixados by e cq, paracadaa € R* f,(z) = azz+boz+co
tem duas raizes; fixados ag # 0 e co, paracada b € R f(z) = aoz? + bz + c( tem duas raizes; fixados
ag # 0 e by, para cada ¢ € R £.(z) = agz® + boz + ¢ tem duas raizes.

Em cada Figura do texto, dada uma raiz, para cada intervalo (aberto ou degenerado) do coeficiente
variavel em verde corresponde um pedagco do caminho da raiz. Para um valor especifico do
coeficiente varidvel, é bastante simples decidir em qual pedago do caminho cada raiz estd localizada,
e como ela passa a se movimentar a medida que o coeficiente varidvel aumenta, como se pode ver,
por exemplo, nas Figuras 2, 12 e 21. O mapeamento completo e detalhado aqui obtido dos caminhos
das duas raizes, bem como as conclusdes que se seguem, nao sao encontrados na literatura, e sao,
aos nossos olhos, excelentes ferramentas educacionais.

Trés especificos pedagos de caminhos no caso das funcdes polinomiais do segundo grau aparecem
em Long (1971). Exemplos de caminhos de raizes para polindmios de maior grau podem ser vistos
em Mosier (1986) e em Gautschi (1978). Em Xu (2020), o autor nomeia alguns pontos dos
caminhos das raizes reais para polindmios de grau impar com parametros. Ademais, mencionamos
duas referéncias que estao relacionadas ao assunto: Beauzamy (1999) analisa duas maneiras de obter
estimativas mais precisas para as raizes de um polindmio que variam com os seus coeficientes e
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Marden (2005) abrange alguns estudos das raizes de um polindmio em fun¢do de seus coeficientes
- entre os problemas, o de determinar um limite superior para os médulos das raizes do polindmio.

2 Primeiro caso

Estudaremos os seguintes nove subcasos:

2.1 b0>O,C0>0

Solugdo:
(a)a < b(z)/4c0 eaz#0
SejaS={aecR|a< b%/4co ,a # 0}. A primeira raiz e a sua primeira derivada sao

—bo+4 Ib(z)—4aco 2ac0+b0\/b%—4aco_hé
, v .

— ’ —
xi(a) = 5 ER,YaeS , xj(a) 2a2\/b(2)—4aco

Sejaa € S. Entao,

0 < b3 —4acy

a< b6/4c0 = e
a < bk/2co
0< b% —4acy
= ! e (1)
hO—bZOaco >0
e
5 ) ) b(z) —2acy 2
a0 = a >O,0useja,b0—4aco<(b—). )
0

De (1) e (2), obtemos

2 2
2 bO—Zaco
0 < bj—4acy < (—bo )
€
b2-2ac
=50
0

b% - 2ac
— /b2 —4acy < Ob—o — 2acq + boyJb2 — 4acy — b < 0, 3)
0

Da primeira desigualdade de (1), (2) e (3) temos x| (a) < 0. Como a € qualquer elemento de S,

provamos que x| (a) <0, Ya € §. Note que —bg + , /b(z) —4acg e 2a sdo continuas em S. Logo,

x1 € continua e estritamente decrescente em S. 4
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Temos (LH: regra de L "Hospital)

Jim xi(@) 2 lim s =0 i () S i = )
b% —4acy a o b% —4acy 0
- 2
lim xj(a) 2 lim —C = —? . lim xi(a) = —%. (6)
a—0 a—0 b%) _ 4aC() 0 a_)% 0

A segunda raiz e a sua primeira derivada sao

—bo—+/b2—~4acy —2aco+bo4 /b2—4ac0+bg
xy(a) = 2—0 €ER, YaeS§ , xi(a)= 2 ,
@ 2a2, lb%—4aco

Ya € S.

Sejaa € S. Entao,

b3 —4aco >0

a< b(2)/4C0 - €
2
a < bs/2cq
by —4aco >0
— €
2aco—b?
2ot < g
0

J

2acy — b?
/ 2 0
= —2aco + borlb — 4aco+b% > 0 )

atz0 = a’>0. (8)

Uma vez que , /b% —4aco > 0, de (7) e (8) obtemos x/(a) > 0. Como a € qualquer elemento de S,
provamos que x5 (a) > 0, Ya € S. Note que —bg — , /b(z) —4acg e 2a sdo continuas em S. Logo,

x, é continua e estritamente crescente em S. )
Temos

. LH . c . . —b
lim x;(a) = lim S E—— , lim x3(a) = lim 0 +00, (10)

a——o0 a——co 2 a—0~ a—0" a

A /bo —4acy

—b() 2C0
lim xp(a) = lIim — = -0, lim xy(a) = ——. 11
a—0+ 2( ) a—0t a 2~ 2( ) b() ( )

ae%
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(b) a = b3 /4co
As férmulas de x1(a) e x;(a) em (a) s@o validas para a = b% /4co: temos

b2 b2 2c

0 0 0

)= — )= 12
XI(4C()) xz(46‘0) b() ( )

(©) a > b} /4co
A primeira raiz é

bo \J4aco — bé
— +—

z1(a) = ~3 > i, Ya> b%/4c0.
—— e
Xi Yi
Da definicao de X; tiramos
bo
= 13
T (13)
que em a > b3/4c0 nos da
b2 —2boco — biX 2
a:—ﬁ>—O = 070 01>0<=> —ﬂ<X1<O. (14)
2X1 4CQ 4COX1 bO

Y1 (X)) € a semicircunferéncia positiva com centro (—co/bg,0) e raio co/bg (15)
jlque Y =2 -30X-X] o (Xi+52)7+Y2=(§2)%
Na Figura 1:

A) Tragamos o caminho da primeira raiz de (4), (5), (6), (12), da defini¢cdo de X; e de (15).
A primeira raiz estd confinada ao didmetro (exceto (0,0) e (—co/bg,0)) e a semicircunferéncia
positiva, e seu caminho tem o sentido horério;

B) Tracamos o caminho da segunda raiz de (9), (10), (11), (12) e que paraa > b(2)/4co a segunda
raiz zp € o complexo conjugado de z;. Para a < 0, ela € real e percorre os valores crescentes em
10, 40co[. Para0 < a < b(z) /4cy, ela € real e percorre os valores crescentes em | — oo, —2¢(/bg]. Para
a > b% /4cyp, ela vai do ponto (—2co/bg,0) e ao longo da semicircunferéncia negativa no sentido
anti-horario;

C) Quando a — —oo, no eixo real ambas as raizes iniciam de pontos cada vez mais proximos da
origem (a primeira raiz € negativa, a segunda raiz € positiva), e seguem em sentidos opostos para
a < 0. Quando a — +oco, ambas as raizes retornam ao longo das semicircunferéncias para pontos
cada vez mais proximos da origem. Temos |zi(a)| = |z2(a)| = co/bo, Ya > b(z)/4co. Note que

b? b?
0 ) — _C% 4 %oy Yoy _ _co__co; . . A . .. . -
21 (200) = b + bol € ZZ(ZC()) = " bol' As semicircunferéncias posmva € negatlva sao cobertas

pelo intervalo infinito a > b%/4co.
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N . L s - C,
Primeira raiz e
. 0
Segunda raiz
by
O0<ax< . a<0
~ 2| G [0 X
Iﬁlll"-,l bo II."I
= Do\ Raiz dupla /
B 4c, \ f"j
hY /
\. o2 /
\\\ a > 4—6" //
- - — ___d_’_,/"/ Co
- by
Figura 1: Raizes de f,(z) = az® + boz +co,a # 0 (bg > 0,co > 0)

Por exemplo, se f,(z) = az> + 2z + 1, decida em quais pedagos dos caminhos a primeira e a
segunda raizes estdao localizadas, respectivamente, para: (i) a = 2; (ii) a = 3; (iii) a = -3; (iv)
a=-2;()a=1/10; (vi) a = 1/4; (vii) a = 1. Na Figura 2, desenhamos os pedagos dos caminhos

rotulados de 1 a 7. Entdo, respondemos: (i) Rétulos 3 e 6 (a primeira
raiz em (-1/2,-1/2) - veja C)); (i1) Rotulos 3 e 6, mas ambas as raizes

raiz em (-1/2,1/2), a segunda
mais proximas da origem do

que para a = 2; (iii) Rotulos 1 e 4; (iv) Rétulos 1 e 4, mas ambas as raizes mais afastadas da origem
do que para a = —-3; (v) Rétulos 2 e 5; (vi) Rétulos 2 e 5, mas ambas as raizes mais proximas de

(—1,0) do que para a = 1/10; (vii) Rétulo 7.

Primeira raiz
Segunda raiz

N

O<a<l

L 1 |
a=1\ 2
Raiz dupla /

\ )

\ /

‘\‘\\ //
Ne— a>1 /
\“‘\_\_ . ///

Figura 2: Raizes de f,(z) = az>+2z+1, a

#0
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2.2 b0<0,C()>0

Solugao: A prova é similar.

= Primeira raiz
b, Segunda raiz
a<o O<acx ;—CC
0
0 | _Co | 2¢, X
\ bo .
Y . —
‘\ Raiz dupla _ bs
\\ ’/ 4CE
N\ %
N a>—=2 /
Y 4c, P
— P
Cof ) ‘:};hé _—
bo

Figura 3: Raizes de f,(z) = az’ + boz+co, a # 0 (by < 0,cq > 0)

2.3 b0>0,C0<0

Solugao: A prova é similar.

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 4: Raizes de f,(z) = az® + boz+co, a # 0 (by > 0,co < 0)
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24 b0<0,00<0

Solugao: A prova é similar.

Primeira raiz <= m—m—mm =] r o
Segundaraiz -~ ]

i)

Figura 5: Raizes de f,(z) = az® + boz+co, a # 0 (by < 0,co < 0)

Note nas Figuras 1, 3, 4 e 5: uma das raizes estd confinada; 0 nao € uma raiz de f,; a abscissa
—co/bo do centro da circunferéncia ndo € uma raiz de f, (—co/bg é a raiz da func¢ao polinomial do
primeiro grau boz + cg); para a = b(z) /4co ambos os caminhos interceptam em (—2cq/bg, 0): é um
“ponto de colis@ao” (veja exemplos em Mosier (1986) e em Gautschi (1978)).

2.5 bOIO,C()>O

Solugao:
(A)a<0
A primeira raiz é
c
xi(a) = —ﬂ <0, Va <0,
—-a

e a sua primeira derivada é

N

xj(a) =———= <0, Va<O.

2(V=a)?
Note que —+/co € Y—a sao continuas, Ya < 0. Logo,

x1 € continua e estritamente decrescente , Va < 0. (16)

Além disso,

Ve Ve

lim x;(a) = lim ———=0 lim xj(a) = lim ——— = —o00. (17)
a——oo a— a—0~

Y Voa a0~ v—a
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A segunda raiz é

x(a) = —-x1(a), Ya <O.
b)a>0
A primeira raiz é

(23

z1(a) i, Ya>0. (18)

1 vco

Yl'(a):—i\/?<0, Ya > 0.

Note que +/co € Va sdo continuas, Ya > 0. Logo,

Y| é continua e estritamente decrescente , Va > 0. (19)

E ali)n(}+ Yi(a) = ali_)lg W =+o00 aEIPoo Yi(a) = agr}rloo W =0. (20)

Na Figure 6 tracamos os caminhos:

A) Da primeira raiz de (16), (17), (18), (19) e (20). Para a < 0, ela é real e percorre os valores
decrescentes em | — o0, 0, [. Para a > 0, ela vem pelos valores decrescentes em |0, +co[ no eixo
imaginario;

B) Da segunda raiz do fato de que para a < 0 temos x, = —x1, € que para a > 0 a segunda raiz
72 é o complexo conjugado de z;. Para a < 0, ela é real e vai pelos valores crescentes em |0, +co].
Para a > 0, ela vem pelos valores crescentes em | — oo, O[ no eixo imaginario.

Primeira raiz y
Segunda raiz
\/a >0
a<o a<o
< =
0 X
MNa>0

Figura 6: Raizes de f,(z) = az’>+co, a # 0 (co > 0)

Note na Figura 6: 0 ndo € uma raiz de f,; nao ha ponto de interse¢ao dos caminhos.

2.6 b020,60<0

Solucdo: A prova € similar. Na Figura 7, 0 ndo é uma raiz de f,; nao ha ponto de interse¢do dos
caminhos.
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Primeira raiz y
Segunda raiz
/\ a<o
a>0 a>0
= <
0 X
Va<o

Figura 7: Raizes de f,(z) = az*>+co,a # 0 (co < 0)

2.7 b0>0,C0:0

Solucao:
A primeira raiz €

xi(a) = = =0, Ya # 0. 21

A segunda raiz é

b
x)(a) :a_(z) > 0, Va # 0.

Note que —b( € a sdo continuas, Ya # 0. Logo,

X7 € continua e estritamente crescente , Ya # 0. (22)

Além disso,
lim x(a)=0 , lir(r)l_ x2(a) = +oo, (23)
lir{)l+ xp(a) = —oo0 lil}_l x2(a) =0. (24)

Na Figura 8 tracamos os caminhos:

A) Da primeira raiz de (21). Ela est4 na origem, Va # 0;

B) Da segunda raiz de (22), (23) e (24). Para a < 0, ela vai pelos valores crescentes de |0, +co|
no eixo real. Para ¢ > 0, ela vem pelos valores crescentes de | — oo, 0[ no eixo real. Temos
lir% |x2(a)| = +oo.

a—
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Primeira raiz y
Segunda raiz

a>0 a>0| a<0 ax<o0

— \'0
/' 0

VY

Primeira raiz

Figura 8: Raizes de f,(z) = az® + boz, a # 0 (bg > 0)

28 bp<0,c0=0

Solugdo: A prova € similar.

Primeira raiz

Segunda raiz Y
a<0 a<o0 a>0 a>0
P MY L
< 0 =<

Figura 9: Raizes de f,(z) = az® + boz, a # 0 (by < 0)

Note nas Figuras 8 e 9: cada ponto do eixo real é raiz de f, para algum a € R*; ndo existe ponto
de intersec¢ao dos caminhos.

2.9 b0=O,C()=O

Solugao:
Note na Figure 10 que ambos os caminhos estao na origem, Ya # 0.
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Raiz dupla

Figura 10: Raizes de f,(z) =az®, a # 0

3 Segundo caso

Estudaremos os seguintes seis subcasos:

3.1 a()>0,C()>0

Solugao:

(a) b < =2+fapgcy ou b > 2+Japco
SejaS={b eR | b <—-2+/agco ou b > 2+fagcy}. Para a primeira raiz temos
-b+ \/bz - 461()C0 , —\/bz - 461()C0 +b
eR,VbeS , x{(b)=
2aq 2a0\b? - 4apcy

x1(b) = ,VbeS. (25

SejaS; ={b € R | b > 2+/apcp} e seja b € Sy. Entdo,

b2 —4agco > 0

b>?2 apcpy — (§]
b>0
b% > b% —dapcy > 0
- e
b>0

- \/bz —461060 <b
- —Vbz —4apgco+b >0

= x}(b) > 0, jdque 2ap > 0 e Vb* —4apcy > 0.

Como b € qualquer elemento de Sy, provamos que x’l (b) > 0, ¥b € S;. Note que —b +b? — 4apcg
e 2aq sao continuas em S;. Logo,

em Sq, x; € continua e estritamente crescente. (26)
Temos
. c
lim  x(b) = — /=2, Q27)
b—2+fapcy ao

YAMAOKA, L. C. Os caminhos das raizes da fun¢@o quadrética. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 2, p. 36-61,
dez. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n22023036061 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

47



e\
Te\
A

V2 —4
lim x(b) = — lim [( b+ VB2 — dageg) L VP "OCO)] - 0. (28)
b—+oo 2ag b—+eo (b + /b2 — dapcy)

Seja S, ={b e R | b < —2+/apcp} e sejab € S,. Entdo,

b2 - 4a0Co >0

b < =2+Japcy = e
b<0
- Vb2—4a()C0>b
- - b2—4a0C0+b<0

= x}(b) <0, jdque 2ag > 0eVb? —4apco > 0.

Como b é qualquer elemento de S, provamos que x}(b) < 0, Vb € S;. Note que —b ++/b? — 4agc
e 2aq sao continuas em S,. Logo,

em S, x| € continua e estritamente decrescente. (29)
Também temos
. . co
lim x;(b) =+c0 lim  x;(b)=,/—. (30)
b——c0 b——2+fapcy~ ao

A segunda raiz é

-b - \/ b2 — 46!06‘()

2a0

x(b) = eR, VbeSs. 31

Por mudanca de varidveis, obtemos x,(—b) = —x1(b). Logo,

X € continua e estritamente crescente Vb < —2+/apco (32)

jé que —bz < —bl < 2\/aoc = b2 > b1 > 2\/(106 :> xl(bz) > xl(bl) (= —xl(bz) <
—x1(b1) & xa(=b2) < x2(=b1),

X, € continua e estritamente decrescente Vb > 2+/agpcg (33)

jé que —b1 > —b2 > 2\/610C (= bl < bz < 2\/6100 => xl(bz) < xl(bl) (= —xl(bz) >
—x1(b1) & xa(=b2) > x2(=b1), €

€0

li b)y=0 li by = [= 34
, lim x>(b) N — x2(b) = a0’ (34)

lim  xo(b) = — |2 lim xo(b) = (35)
b—2+Japco 2 B ao ’ b—+0c0 2

(b) b = +2agco

YAMAOKA, L. C. Os caminhos das raizes da fun¢@o quadrética. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 23, n. 2, p. 36-61,
dez. 2023.
DOI: 10.21167/cqdv23n22023036061 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

48



" of
=
=)

As férmulas de x;(b) em (25) e x(b) em (31) sdo validas para b = +2+/apcp : temos

x1(=2+/agco) = x2(=2+/apco) = \/ZE , (36)

0

x1(2+/aoco) = x2(2vaopco) = —\/Z:Z- (37)
(¢) =2+/apco < b < 2+/apco

A primeira raiz é
b \/461()6‘0 — b2

Zl(b) =—-——+ i, V- 2\/a0C0 <b< 2\/61()C() .
2(10 2(10
~—— ——— —
X, Y,

Da definicao de X, tiramos
b= —2a0X1, (38)
que em —2+/apco < b < 24/apcy € equivalente a
—‘/@<X1<‘/@. 39)
ao ap

Da definicao de Y7, (38) e (39) obtemos

C .
Y1(X)) = ,/a—z - X}, ouseja,

Y1(X1) é a semicircunferéncia positiva com centro (0, 0) e raio yco/ag (40)
. c c
jique Y=+ |2 -X? o xP+ri=="
ago ag

Na Figura 11 tracamos os caminhos:

A) Da primeira raiz de (26), (27), (28), (29), (30), (36), (37), da definicao de X; e de (40). A
primeira raiz entra na regiao circular. Mais precisamente, ela vem pelos valores decrescentes em
[v/co/ap,+oo[ no eixo real, segue ao longo da semicircunferéncia positiva no sentido anti-horario
até retornar ao eixo real em —/cq/ag ¢, a partir dai, passa pelos valores crescentes em [—+/co/ag, O
no eixo real;

B) Da segunda raiz de (32), (33), (34), (35), (36), (37) e que para —2+/apco < b < 2+fapco
a segunda raiz zp € o complexo conjugado de z;. A segunda raiz sai da regido circular. Mais
precisamente, ela passa pelos valores crescentes em |0, /co/ap] no eixo real, segue ao longo da
semicircunferéncia negativa no sentido hordrio até retornar ao eixo real em —+/co/ag e, a partir dai,
percorre os valores decrescentes em | — co, —4/co/ag] no eixo real.

Por exemplo, se f;,(z) = 22> + bz + 2, decida em quais pedacos dos caminhos a primeira e a
segunda raizes estdo localizadas, respectivamente, para: (i) b = =5; (ii) b = 7; (iii) b = 2; (iv)
b =3;(v)b=-2;(vi) b =4; (vii) b = 0; (viii) b = —4. Na Figura 12, desenhamos os pedacgos
dos caminhos rotulados de 1 a 12. Entao, respondemos: (i) Rétulos 1 e 6; (ii) Rétulos 5 e 10, ; (iii)
Rotulos 4 € 9; (iv) Rétulos 4 e 9, mas ambas as raizes mais proximas de (—1,0) do que para b = 2;
(v) Rétulos 2 e 7; (vi) Rétulo 12; (vii) Rétulos 3 e 8; (viii) Rétulo 11.
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Primeira raiz
Segunda raiz

O0<b<2/C, —

N Yl{xi)
< =2/aC,<b<0

b=0

b>2./ac b > 2./a,Co b <-2/3xs b < =2yac,
NA 0 [ x

|_a'°|\,l Raiz dupla Raiz dupla ,fll A
b= 2Ja:c:'-\ ;j b= 23,

\ /
\\ /

AN b=0 s
0 <b<2v3,6 —>\ = Se— =2/aL,<b<0

‘ . o P oo

‘““x& =/ -

Figura 11: Raizes de f,(z) = agz® + bz + co (ag > 0, co > 0)

Primeira raiz
Segunda raiz IL%V < Yy(X)
O<b<d4 — =

b=0 «— =4<h<0

b>4 b<-4

Raiz dupla Raiz dupla b ==
b=4\ p p / bh==4
\ /

% !
\ /
\\ r

N i

\ /

™, . //
O<h<d —N_ b=0 Se— -4<b<0
\\M 1 //"
— -1 T

Figura 12: Raizes de f},(z) = 2z + bz +2

3.2 a0<O,C()<0

Solugao: A prova é similar.
Observe nas Figuras 11 e 13: a primeira raiz entra na regido circular e a segunda raiz sai da regiao
circular; a abscissa do centro da circunferéncia nao € raiz de fj; os pontos de interse¢ao de ambos os

caminhos sdo (—+/co/ag, 0) e (\/co/ap, 0): eles sao “pontos de colisao”; |z1(b)| = |z2(b)| = v/co/ao,
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Primeira raiz P
Segunda raiz _— / Co

. yd do \\\‘\\
~28,G6<b <0 — b=0 & 0<b<2/ag
:."/ \\\
/ \
.l"r’ \
b <=2/2,C| b <=2/, b > 2.2, | b>2/a0

- /G (o X
% Raiz dupla Raiz dupla Qo
b = ~2/ac, b = 243,

=24a,c,<bh<0— €— 0<b<2/ac,

Figura 13: Raizes de f,(z) = agz® + bz + co (ag < 0, co < 0)

Y — 2+Japgco < b < 24/apco; as semicircunferéncias positiva e negativa sao cobertas pelo intervalo

finito —2+Japgco < b < 2+[apco.

3.3 a0>0,C()<0
Solugao:
Temos b? — 4agco > b2, Vb € R. As férmulas de x; (b) e x| (b) sdo as mesmas de (25), Vb € R.

Note que —b + /b2 — 4agcg e 2ag sdo continuas, Vb € R. Como ag > O e xi(b) <0, Vb € R, segue
que

x1 € continua e estritamente decrescente , Vb € R. 41
Ademais,
. . €0
lim xy(b) =+00 lim x;(b) = ,[——, (42)
b——o0 b—0~ ao
im x;(b) = -2 . dlim x(B)=0 , x(0)=.[-. (43)
b—0* ao b—+o0 ao

A férmula de x;(b) é a mesma de (31), Vb € R, e xa(—b) = —x1(b). Logo,

x, € continua e estritamente decrescente , Vb € R, 44)
e
. . co
lim xy(b) = —c0 lim x(b) = —,[——, (45)
b—+o0 b—0* apo
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) c
lim xp(b) = — -0 ,
b—0~ ao

Na Figura 14 tracamos os caminhos:

Jim x(0) =0,

C
x2(0) = — _a_?)'

(46)

A) Da primeiraraiz de (41), (42) e (43). Ela é real e percorre os valores decrescentes em |0, +co[;
B) Da segunda raiz de (44), (45), (46). Ela € real e percorre os valores decrescentes em | — oo, 0.

Segunda raiz

Primeira raiz

b>0 b<0

/_Co
aO

[

b=0

Figura 14: Raizes de f,(z) = aoz> + bz + co (ag > 0, ¢ < 0)

34 a()<0,C()>0
Solugdo: A prova € similar.

Primeira raiz

Y Segunda raiz

Figura 15: Raizes de f,(z) = agz® + bz + co (ag < 0, co > 0)

Note nas Figuras 14 e 15: 0 ndo € uma raiz de fp; ndo existe ponto de intersecao dos caminhos,
a origem oS separa: um no eixo real positivo, o outro no eixo real negativo.

3.5 a()>0,C()=O

Solugdo:
A primeira raiz é

x1(b) = a0

-b+|b|

= (47)

- p<o.

ao

{ 0, b>0,
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x1 € continua e estritamente decrescente, Vb < 0.

Temos
li b) = , li b) =0.
bir}lmxl( ) =+ bggjm( )
A segunda raiz é
b = =
x2( ) 2610 { _a% , b>0.

X, € continua e estritamente decrescente, Vb > 0.

]. ! 0 ]. l

Nas Figuras 16 e 17 (ambas as raizes sao reais):

(48)

(49)

(50)

61y

(52)

A) Tracamos o caminho da primeira raiz de (47), (48) e (49). Para b < 0, ela vem pelos valores

decrescentes em |0, +oo[. Para b > 0, ela estd na origem;

B)Tragcamos o caminho da segunda raiz de (50), (51) e (52). Para b < 0, ela estd na origem. Para

b > 0, ela vai pelos valores decrescentes em | — co, 0[;
C) Cada ponto no eixo real € raiz de f; para algum b € R;
D) Para b = 0 ambos os caminhos interceptam na origem (raiz dupla).

Primeira raiz y Segunda raiz Y
b > 0\ b<o b>0 | b<0
0 0~
b = 0/I b =0
Figura 16: a9 >0, co=0 Figura 17: ap >0, co=0

3.6 a0<O,C()=O

Solugao: A prova é similar. Veja nas Figuras 18 e 19: cada ponto no eixo real € raiz de f;, para

algum b € R; para b = 0 ambos os caminhos interceptam na origem (raiz dupla).
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Primeira raiz y Segunda raiz Y
b<O b>0 b < O\I b>0
‘I/ X ~, X
DAY /|0
b=0 b=0
Figura 18: ag <0, ¢ =0 Figura 19: ag <0, ¢ =0

4 Terceiro caso

Estudaremos os seguintes seis subcasos:

4.1 a0>0,b0>0

Solugao:
(a) ¢ < b}/4ag
A primeira raiz é

—bg + A /bé —4agpc

2
2a0 eR, Vc < b0/4ao ,

xi(c) =

e a sua primeira derivada é
’ 1 2
x1(¢c) = ——=—= <0, Ve < by/4ay .
A /b(z) —4ayc

Note que —bg + 4 /bg —4apc e 2aq sao continuas, Ve < b(z)/4a0. Como ag > 0 entao

x1 é continua e estritamente decrescente, Vc < b(z) /4co . (53)
Temos
) : by
lim xi(c) =+c0 lim x;(¢c)=—-——. (54)
c——00 b2~ 2a0
C—)%

A segunda raiz é

—b() - db(z) - 4(106‘

2
261() eR, Ve < b0/4a0 s

x2(c) =
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e a sua primeira derivada é

xy(c) = >0, Ve < b%/4ao )

1
A /b?‘) —4agpc

Note que —bg — 4 /b(z) —4apc e 2aq sao continuas, Ve < b(z)/4a0. Como ag > 0 entao

X, € continua e estritamente crescente, V¢ < bg /4co . (55)
Temos
) ) b
lim x2(c)=—c0 ,  lim xa(c) = —— . (56)
c——00 2 2ay
Cﬁ%

(b) ¢ = b3 /4ag
As formulas de x(¢) e x2(c) em (a) sdo vdlidas para ¢ = b(z) /4ap: temos

b2 b3 b
0 0 0
) =x )= ——=. 57
x1(4a0) x2(4a0) 2aq (>7)
(©) ¢ > b} /4ag
A primeira raiz é
[ 2
bo daopc - by )
=——+—— 1, VYc>by/dao . 58
z1(c) 2a0 2a0 l ¢ ()/ ap (58)
~—— — ——
X Yi

Y{(c) = >0, Ve > bj/da .

1
\J4apc — b(z)

Note que +/4agc — b% e 2a¢ sao continuas, V¢ > b% /4ay. Como agp > 0 entdo

Y € continua e estritamente crescente, V¢ > b(z) /4ay . 59)
Temos
lim Yi(¢c)=0 , lim Yi(c) = +c0. (60)
2t c—+00
coak

Na Figura 20: A) tracamos o caminho da primeira raiz de (53), (54), (57), (58), (59) e (60); B)
tracamos o caminho da segunda raiz de (55), (56), (57) e que para ¢ > b(z) /4a( a segunda raiz z, é o
complexo conjugado de z;; C) a primeira e a segunda raizes vém no eixo real em sentidos opostos
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5 y Primeira raiz
C>5= i
Aa, Segunda raiz
N
2 2
b
c<-—= c< =
43, 4a,
b
7 |2bo
Raiz dupla 23,
1 >
bO
C= =——
bz da,
c>—=
4a,

Figura 20: Raizes de f.(z) = agz> + boz + ¢ (ag > 0, by > 0)

e se encontram em —bg/2ag (“ponto de colisdao”) para ¢ = b% /4ay, e entdo se separam e seguem
perpendicularmente em pares conjugados complexos.

Por exemplo, se f.(z) = z> + 2z + ¢, decida em quais pedagos dos caminhos a primeira e a
segunda raizes estdo localizadas, respectivamente, para: (i) ¢ = 2; (i) ¢ = 3; (ii1) ¢ = 1; (1v)
¢ = =3; (v) ¢ = =2. Na Figura 21, desenhamos os pedagos dos caminhos rotulados de 1 a 5. Entao,
respondemos: (i) Roétulos 2 e 4; (ii) Rétulos 2 e 4, mas ambas as raizes mais distantes de (-1, 0)
do que para ¢ = 2; (iii) Rétulo 5; (iv) Rétulos 1 e 3; (v) Rétulos 1 e 3, mas ambas as raizes mais
proximas de (—1,0) do que para ¢ = —3.

y Primeira raiz
c>1 Segunda raiz
N
c<1 c<1
® X
oL
Raiz dupla =1
c>1

Figura 21: Raizes de f.(z) = 22 + 2z +¢

4.2 agp>0,bg <0

Solugao: A prova é similar.

4.3 a0<0,b0<0

Solugao: A prova é similar.
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o Primeira raiz
C >E Segunda raiz
0

X

Raiz dupla 2_ao

2 da,
b

c>—=2
4a,

Figura 22: Raizes de f.(z) = agz> + boz + ¢ (ag > 0, by < 0)

b, y Primeira raiz
c< Za, Segunda raiz

b 2
0 c>—2
4a, 4a,

. =g
Raiz dupla

2 da,
b

c<—=>
4a,

Figura 23: Raizes de f.(z) = agz> + boz + ¢ (ag < 0, by < 0)
4.4 ag < O,bo >0
Solugao: A prova é similar.

5 Primeié’a raiz
C< — Segunda raiz
43, g

X
_bD

Raiz dupla 2ag

2 4a

b, 0

C<—
4a,

Figura 24: Raizes de f.(z) = agz> + boz + ¢ (ap < 0, by > 0)

45 a9p>0,bp=0
Solugdo: A prova € similar. Cada ponto no eixo imaginario € raiz de f. para algum ¢ > 0.
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y Primeira raiz
Segunda raiz
c>0 AN
c<0 c<0 .
.
0
Raiz dupla c=0
c>0

Figura 25: Raizes de f.(z) = apz> + ¢ (ag > 0)

4.6 Cl0<0,b0=0

Solugao: A prova € similar. Cada ponto no eixo imagindrio € raiz de f, para algum ¢ < 0.

y Primeira raiz
Segunda raiz
c<0
c>0 c>0 .
’O
Raiz dupla c=0
c<0

Figura 26: Raizes de f.(z) = apz> + ¢ (ag < 0)

Note nas Figuras 20, 22, 23, 24, 25 e 26: cada ponto no eixo real é raiz de f, para algum ¢ € R; o
ponto de intersecao de ambos os caminhos € a raiz dupla (“ponto de colisao” - veja Albin (2018) -).

5 Conclusoes

1. Mapeamos todos os caminhos possiveis da primeira e da segunda raizes da fun¢ao quadratica,
fixando-se dois coeficientes reais e variando-se o coeficiente real remanescente.

2. As duas raizes cobrem:

* Todo o eixo real (Figuras 8,9, 16 e 17, 18 e 19, 20, 22, 23, 24, 25, 26); ou
* Todo o eixo real, com excecao do 0 (Figuras 6, 7, 11, 13, 14, 15); ou

* Todo o eixo real, com excecao do 0 e do —c(/by (Figuras 1, 3, 4, 5); ou

* Somente a origem (Figura 10).

Em 3., 4. e 5. abaixo nos referimos a cada intervalo aberto do coeficiente variavel em verde
especificado nas Figuras.
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3. Nos subcasos que admitem raizes complexas nao reais, para cada intervalo aberto do coefici-
ente variavel para o qual a primeira e a segunda raizes sao reais:

* A primeira e a segunda raizes descrevem pedacos dos caminhos em sentidos opostos
(Figuras 1, 3,4,5,6,7, 11, 13, 20, 22, 23, 24, 25, 26).

4. Nos subcasos que nao admitem raizes complexas ndo reais, para cada intervalo aberto do
coeficiente variavel:

* A primeira e a segunda raizes sao zero (Figura 10); ou

* A primeira (segunda) raiz € zero e o pedago do caminho da segunda (primeira) raiz tem
sentido unico (Figuras 8,9, 16 e 17, 18 e 19); ou

* A primeira e a segunda raizes descrevem pedacos dos caminhos no mesmo sentido
(ambas vao para a esquerda na Figura 14, ambas vao para a direita na Figura 15).

5. Nos subcasos que admitem primeira e segunda raizes que t€m pedacos de caminhos em
semicircunferéncias, para cada intervalo aberto do coeficiente varidvel para o qual a primeira
e a segunda raizes sao reais:

* A primeira (segunda) raiz ¢ um elemento de um intervalo finito e a segunda (primeira)
raiz € um elemento de um intervalo infinito (Figuras 1, 3, 4, 5, 11, 13).

6. As raizes duplas aparecem em cinco situagoes:

* A primeira e a segunda raizes vém no eixo real em sentidos opostos, se encontram e
entao se separam e seguem em pares complexos conjugados (esta situacao ocorre uma
vez em cada um dos seguintes 7 subcasos: Figuras 1, 3, 11, 13, 20, 22, 25).

* A primeira e a segunda raizes vém em pares complexos conjugados, se encontram e
entdo se separam e seguem em sentidos opostos no eixo real (esta situagdo ocorre uma
vez em cada um dos seguintes 7 subcasos: Figuras 4, 5, 11, 13, 23, 24, 26).

* A primeira raiz vem da direita para a esquerda no eixo real enquanto a segunda raiz esta
fixada na origem, elas se encontram na origem e entao a primeira raiz agora fica fixada na
origem enquanto a segunda raiz vai da direita para a esquerda no eixo real (esta situagao
ocorre no seguinte subcaso: Figuras 16 e 17).

* A primeira raiz vem da esquerda para a direita no eixo real enquanto a segunda raiz esta
fixada na origem, elas se encontram na origem e entao a primeira raiz agora fica fixada na
origem enquanto a segunda raiz vai da esquerda para a direita no eixo real (esta situacao
ocorre no seguinte subcaso: Figuras 18 e 19).

* A raiz dupla estd fixada na origem (esta situagao ocorre no seguinte subcaso: Figura 10).
7. Em cada subcaso, seja G| C R? o conjunto dos pontos do caminho da primeira raiz em R? e

G, cR?o conjunto dos pontos do caminho da segunda raiz em R2. O(s) ponto(s) aderente(s)
comum(ns) a G; e a G, € (sdo):

Primeiro caso:

* bp>0,c0>0: (0,0) [¢ Gy,¢ Gy] e (—2co/bp,0) [raiz dupla];
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b0<0,C()>OZ
b0>0,60<02

bo<0,C()<OZ

bp=0,c9>0:
bp=0,c0<0:
by >0,c0=0:
by <0,c0=0:
byp=0,c0=0:

(0,0) [¢ G1,¢ G2] e (—2co/bo,0) [raiz dupla];
(0,0) [¢ G1,¢ G2] e (—2co/bop,0) [raiz dupla];
(0,0) [¢ G1,¢ G2l e (—2¢o/bo,0) [raiz dupla];
(0,0) [¢ G1, ¢ Gal;

(0,0) [¢ G1, ¢ Gal;

(0,0) [€ Gy, ¢ Gal;

(0,0) [¢ G1, € Gal;

(0,0) [raiz dupla];

Segundo caso (r.d.: raiz dupla):

ag>0,c90>0:
a0<0,co<0:
610>0,C0<01
ap <0,c9>0:
ag>0,c0=0:

ap<0,c0=0":

Terceiro caso:

ap>0,bg>0:
ap>0,bp<0:
ap <0,by<0:
ap <0,byg>0:
aop>0,bg=0:
ap<0,bp=0:

(0,0) [¢ G1.¢ Gal . (=veo/ao,0) [rd.] , (veo/ao,0) [rd.l;
(0,0) [¢ G1, ¢ Gal , (=yco/ao,0) [rd] , (veo/ao,0) [rd];
(0,0) [¢ G1, ¢ G2l
(0,0) [¢ G1, ¢ Gal;
(0,0) [raiz dupla];
(0,0) [raiz dupla];

— bo/(2ao),0)

— bo/(2ay),0) [raiz dupla];
— bo/(2ao),0)

— bo/(2ay),0) [raiz dupla;
(0,0) [raiz dupla];

(0,0) [raiz duplal];

[raiz dupla];

[raiz dupla];

o — — —

Conforme visto acima no primeiro, no segundo e no terceiro casos, para cada subcaso existe
pelo menos um ponto P no eixo real tal que toda bola aberta em R com centro P contém
algum ponto de G| e de G, ou seja, P € um ponto aderente a G| e a G, ou seja, P € G_lﬂG_z,
onde G; denota o conjunto dos pontos aderentes a G;,i = 1,2, o que implica que a distincia
entre G1 e G, €d(G1,Gy) = d(G_l,G_z) =0.
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