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Alguns célculos de ends de grupos

Some Group Ends Calculations

Resumo

A Teoria de Ends de Grupos é bastante relevante em Algebra
Homoldbgica. Nesta drea, o conceito de ends de grupos, definido
algebricamente por Specker em 1950, esta relacionado com a
dimensao de um espaco quociente sobre Z;.

Neste trabalho, o principal objetivo € apresentar conceitos e
resultados sobre ends de um grupo G, e(G). Mais especifica-
mente, calculamos o nimero de ends de grupos finitos, grupos
ciclicos infinitos e grupos nao enumeraveis.
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Finitos. Ends de Grupos Ciclicos Infinitos. Ends de Grupos
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Abstract

The Theory of Ends of Groups is very relevant in Homological
Algebra. In this area, the concept of group ends, algebraically
defined by Specker in 1950, is related to the dimension of a
quotient space over Z,.

In this work, the main objective is to present concepts and
results on ends of a group G, e(G). More specifically, we
compute the number of ends of finite groups, infinite cyclic
groups, and uncountable groups.
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1 Introducao

A Topologia Algébrica é uma drea importante da Matemética na qual se resolvem problemas de
Topologia com auxilio da Algebra. Nesta drea, a Algebra Homoldgica (na qual se estuda o conceito
de ends de grupos) se faz presente e tem bastante relevancia.

A teoria de ends de grupos (mais precisamente, nimero de ends de um grupo) teve sua origem
na teoria de ends de espagos topoldgicos devido a Freudenthal [[1] e Hopf [2] que definiu o niimero
de ends, ¢(G), de um grupo finitamente gerado G, como sendo o nimero de ends de um espago
conveniente. Depois, em 1950, Specker [3], definiu de forma algébrica o nimero de ends de um
grupo G qualquer.

O conjunto das partes de G, P(G) é um espaco vetorial sobre Z;, conforme mostraremos na
secdo 2. Ainda na sec@o 2, mediante tal estrutura, mostraremos que os conjuntos F(G) = {X €
P(G) | X éfinito} e Q(G) = {X € P(X) | X +gX € F(G), VY g € G} sdo subespacos vetoriais
de P(G), com F(G) sendo um subespacgo vetorial de Q(G). Sendo assim, o conceito de ends de
um grupo G, ¢(G), é definido como sendo a dimensao do espaco quociente Q(G)/F(G) sobre Z,,
e(G) =dim Q(G)/F(G).

Nas seg¢oes 3, 4 e 5, realizamos o cdlculo do nimero de ends para grupos finitos, grupo ciclico
infinito e grupos nao enumeraveis, respectivamente.

Além das referéncias ja citadas ([1], [2]] e [3]]), para o desenvolvimento deste trabalho foram
utilizadas as referéncias [4], [5] e [6].

2 Espacos vetoriais sobre Z,

Definicao 1. Um conjunto ndo vazioV é um espago vetorial sobre um corpo K ou um K —espago veto-
rial (cujos elementos sdo denominados vetores), se estiverem definidas as seguintes duas operagoes:

(A) A cada par (u,v) de vetores de V XV se associa um vetor u +v € V, chamado de soma de u
e v, de modo que:

(A) (u+v)+w=u+Wv+w),Yu,v,weV.

(A)u+v=v+u,VYu,veV.

(A3) Exista um vetor em V, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que O +v = v.

(Ay) Para cada vetor v € V exista um vetor em 'V, denotado por —v, tal que v + (—v) = 0.

(M) A cada par (a,v) de vetores de K XV se associa um vetor a - v € V, denominado
multiplicacdo por escalar de a por v, de modo que:

(My) (aB) -v=a-(B-v),YVa,BeKeVveV.

(M) 1-v=v,VYv eV (ondel éo escalar unidade de K).

M3)a-(u+v)=a-u+a-v,Ye € KeVu,veV.

(My) (@+pB)-v=a-v+B-v,Va,BeKeveV.

Note que as condicoes Ay a Ay nos dizem que (V,+) é um grupo abeliano.

Exemplo 2. Seja A # 0 e consideremos V = P(A) = {X|X C A}. Podemos verificar que (P(A), +)
é um grupo abeliano (em que todo elemento ndo nulo tem ordem 2) com a operagao diferenca
simétrica, isto é,

XAY=(XUY)-(XNY)=(XNY)U(XNY),

que iremos indicar sempre aditivamente, ou seja, X +Y = X AY.
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Considere a multiplicagcdo por escalar Zy X P(A) — P(A) dada por 0-X=0el-X=X. Esta
multiplicacdo esta bem definida e verifica os demais axiomas da defini¢ao de espago vetorial sobre
0 corpo Zy = {0, 1}. Assim, P(A) é um espago vetorial sobre Z» para todo A # 0. Em particular,
se G é um grupo, P(G) é um espaco vetorial sobre Zy.

Este Zy—espaco vetorial sera de fundamental importancia na defini¢do de ends de G.

Definicao 3. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V é um subespago
vetorial de V se:

(1)0eW (ouW #0);

(it) v,w € W implica av + bw € W para todo a,b € K.

Exemplo 4. Sejam A # 0 e F(A) = {X € P(A)| X é finito}, F(A) é um subespago do Zy—espago
vetorial P(A) dado no exemplo[2]
(i) O conjunto vazio é finito (com zero elemento) e assim pertence a F(A).
(it) X,Y € F(A), implicaa - X +b -Y € F(A) para todo a,b € Zj, pois
a=0,b=0=a-X+b-Y=0.
a=1,b=0=a-X+b-Y=X.
a=0b=1=a-X+b-Y =Y.
a=1b=1=a-X+b-Y=X+Y=(XNY)U(X°NY)C XUY.
Como 0, X, Y e X UY sdo finitos, segue que a - X +b - Y € F(A).

Observacao 5. No exemplo anterior temos:
e Se A ¢ finito entao F(A) = P(A).
e Se A ¢ infinito entdo necessariamente F(A) # P(A), pois A € P(A) e A ¢ F(A).
Por exemplo, Z € P(Z), mas Z & F(Z).

Exemplo 6. Seja (G, -) um grupo. Considere o Zy—espaco vetorial P(G). Seja
0(G)={XcG|X+gX eF(G),VYgeG}.

Aqui, dado g € G,gX :={g - x|x € X}, onde *“ - ” indica a operacdo do grupo.

Observemos que:

e 2(XUY)=gXUgY (claro).

eg(XNY)=gXNgY, poisg - x=g-y=gl-gx=g"" g y=x=y.

0 gX = (gX), poisG=gG=g(XUX)=gXUgX0D=g(XNX)=gXnNgX°.

e g(X+Y) =g[(XNY)U(XNY)] =g(XNY)Ug(XNY) =[gXN(g¥)TU[(gX) NgY] =
gX +gY.

Agora, mostremos que Q(G) é um subespaco vetorial de P(G). De fato,

¢ O(G) # 0, pois 0 € Q(G).

o VX, Y €Q0(G),( X+Y)+g(X+Y)=X+Y+gX+gY¥ =(X+gX)+ (Y +gY) € F(G). Logo,
X+Y € Q(G).

oeVk €ZyeV¥X € Q(G),k-X € Q(G) pois0- X +g(0-X) =0 € F(G)el -X+g(l-X) =
X +gX e F(G).

Observaciao 7. Se X € F(G) entdo X + gX sera finito, para todo g € G. Dai, X € Q(G), isto é,
F(G) c Q(G). Além disso, F(G) é um subespaco vetorial de Q(G).

Observacao 8. No caso em que G ¢ finito temos que P(G) = F(G) = Q(G).
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3 Definicao de nimero de ends de grupo e o seu calculo para
grupos finitos

Dado um grupo G, vimos nos exemplos 2| @] e [6] que P(G) = {A| A c G} é um Z,—espaco
vetorial, F(G) = {A € P(G)| A € finito} e Q(G) = {A € P(G)|Vg € G,A+gA € F(G)} s@o
Z,—subespacos vetoriais de P(G), onde A+ B = (AU B) — (AN B) (diferenca simétrica) e 0- A = 0,
1-A=A,VA,BCG,.

Definicao 9. Dado um grupo G, o numero de ends de G, denotado por e(G), é definido por
e(G) :=dimz,(Q(G)/F(G)), que denotamos apenas por dim(Q(G)/F(G)).

Proposicao 10. Seja G um grupo.

(i) Se G é infinito, entdo O e G sdo elementos distintos em Q(G)/F(G) e portanto, e(G) > 1.

(it) G é finito se, e somente se, e(G) = 0.

(iii) e(G) > 2 se, e somente se, existe A € Q(G)/F(G) tal que A # 0 e A # G. Neste caso,
0, A, A¢, G sdo elementos distintos em Q(G)/F(G).

(iv) e(G) = 2 se, e somente se, existe A como em (iii) tal que para qualquer B € Q(G)/F(G),
B+#0eB#G tem-se B=A ouB = A°.

Demonstragdo. (i) Dado um grupo G, temos que G € Q(G), pois para qualquer g € G,G + ¢gG =
G+G =0¢€ F(G). Assim, G € Q(G)/F(G).

Agora, como G & infinito segue que G ¢ F(G). Logo, G + F(G) # 0 + F(G) e entio G # 0.
Portanto, e(G) = dim(Q(G)/F(G)) > 1.

(if) Como G ¢é finito, temos que P(G) = F(G) = Q(G). Consequentemente, e¢(G) =
dim(Q(G)/F(G)) = 0.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que G seja infinito. Entdo, por (i), temos que
e(G) = 1, o que contradiz a hipdtese. Portanto, G ¢é finito.

(iif) Claramente, e(G) > 2 se, e somente se, existe A € Q(G)/F(G)talque A £ 0e A # G.
Neste caso, considerando um tal A, temos:

oVg e G,A+gA = (A°N(gA))U(AN(gA°)) = (A°NgA)U(AN(gA)°) = A+gA € F(G)
pois A € Q(G). Dai, A¢ € Q(G)/F(G).

e A # A. De fato, se A = Aentio A°+A =G € F(G), o que é uma contradi¢do, pois G é
infinito.

e A¢ £ 0, pois como A # G segue que A° = A+G ¢ F(G).

e A £ G pois se A° = G entdo A° + G = A € F(G), o que é um absurdo, j4 que A é infinito.

Logo, {0, A, A°,G} C Q(G)/F(G) e como {0, A, A°,G} = Z» & Z, segue que e(G) > 2.

(iv) Consequéncia imediata de (iif). O

Exemplo 11. Temos que e(Z,) = 0,e(S3) = 0 e e(Z4 X Zg) = 0 pois Z,, S3 e Z4 X Zg sao finitos.
Agora, como Z e R sdo infinitos segue que e(Z) > 1 e e(R) > 1.

Observacao 12. ¢(G) é um invariante algébrico, isto é, se G| = G, (grupos isomorfos) entdo
e(G1) = e(Gy) pois se Gy = G, entio Q(G1)/F(G1) = Q(G2)/F(G,) como Zy—espagos
vetoriais.
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4 Calculo do nimero de ends do grupo ciclico infinito

Teorema 13. Se G ¢ o grupo ciclico infinito, isto ¢, G = [a] = Z, entdo e(G) =2

Demonstragdo. De acordo com a Proposi¢ao |10 u basta mostrar que existe Ae 0(G)/F(G) tal que
A#0eA # G, e paraqualquer B € Q(G)/F(G), B+ 0e B # G temos que B = A ou B = A°.
Para isso, seja A = {a"|n > 0} C G. Assim,

e A € Q(G)/F(G), pois para todo g = a* € G, gA = {a*"|n > 0} e (AN (gA°)) U (A° N gA)
é finito (observe que parak > 0, AN gA¢ ={a,....,.ak} e ANgA =0;parak <0,ANgA°=0e
ANgA={a"",a"? .. a°);parak=0,g=1eA+A=0).

e A#0poisA¢F(G)eA # G pois A° ¢ F(G).

Agora provemos a seguinte afirmacao:

Se B € Q(G)/F(G) entio para quase todo n (isto é, exceto um ndmero finito n1, ..., n,) a" € B
implica que a"~! € B.

De fato, se B € Q(G)/F(G) entio B € Q(G) e assim, para todo g € G, B+ gB € F(G), ou
seja, gB = B. Em particular, para g = a. Suponhamos que existam infinitos 7’s tais que:

(1)a" e Bea"™! ¢ Bou

(2) a" € Be a""! ¢ B (equivalentemente, a” ¢ aB).

Entdo existiriam infinitos n’s tais que:

(1) a"™!' = aa”™ € aB (pois @™ € B) e a ¢ B, logo, a™' € aB N B¢ ou

(2) a" = aa""' ¢ aB (pois a"' ¢ B) e a" € B, logo, a" € (aB)° N B.

Assim, aB+B = ((aB)NB°)U((aB)°NB) seriainfinito, isto é, B ¢ Q(G) edai B ¢ Q(G)/F(G),
o que é uma contradi¢ao.

Portanto, a afirmacdo acima € verdadeira e note que ela nos diz que pode existir apenas um
nimero finito de elementos de B que satisfaz: a" € B mas a"! ¢ Boua”! ¢ B. Em particular, isto
obviamente € verdadeiro se B € finito (assim o caso de interesse € quando B € infinito) e também €
verdadeiro para B = A = {a"|n > 0} pois apenas paran = 1 tem-se que a" € B mas a"~! ¢ B. Para
n>2 a"€ Betemos a"t!' € Bea" ! € B.

Agora, dado B € Q(G)/F(G) e A como acima, temos as quatro seguintes possibilidades para
os conjuntos BN Ae BN A“:

(i) BN A finito e B N A€ finito.

Isso implica em B ser finito pois B=B N (AU A°) = (BN A) U (BN A°).

Logo, B=0.

(if) BN A infinito e B N A€ infinito.

Do fato de B N A ser infinito obtemos que B € infinito e da afirmagao anterior segue que existe
um inteiro positivo m tal que a" € BN A, VYn > m;. Para ver isto, tome mo = max{ny,...,n,}
onde ny, ..., n, sao os inteiros dados na afirmacao. Como B N A € infinito, Im| > mg, m; > O tal
que a™ € BNAecomom #n;,i=1,..,r entdo a™* a™*? . € BNA,istoé,a™ € BN A,
Vm > mj. Consequentemente, A N B¢ ¢ {a*|0 < k < m;} e portanto, & finito.

Analogamente, usando que B N A€ € infinito e a afirmagdo anterior, temos que existe um inteiro
my tal que a" € BN A, Vn > my. Tome mg = min{ny, ...,n,}. Como B N A€ € infinito, Im, < my,
my < 0tal que a” € BN A etem-se a” € BN A°, Vm < m,. Dai, AN B¢ C {ak|m2 <k<0}e
portanto, € finito.

Logo, B =B N (AU A®) = (B°NA) U (BN A°) é finito.

Assim, B¢ = 0, ou equivalentemente, B = G.

(iif) B N A finito e B N A€ infinito.

Como vimos em (ii), B N A infinito implica em A€ N B¢ finito.
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Logo, B+ A° = (BN A) U (B¢ N A°) é finito e portanto, B = A°.

(iv) BN A infinito e B N A€ finito.

Conforme vimos em (i), B N A infinito implica em A N B¢ finito.

Assim, B+ A = (BN A°) U (B N A) é finito. Logo, B = A.

Dai, dado qualquer B € Q(G)/F(G) com B # 0 e B # G tem-se que B = A ou B = A€,
Portanto, e(G) = 2. O

Observacio 14. Em particular, quando G = Z, o conjunto dado na demonstragio do teorema
anterior é A = il,&} =N A ={...,,-2,-1,0}, Q(2)/F(Z) = {0,Z, A, A°} e uma base para
Q(Z)/F(Z) é{A, A}

5 Calculo do nimero de ends de um grupo nao enumeravel

Apresentamos aqui alguns conceitos e resultados sobre enumerabilidade que serdo importantes
para a demonstracao do principal teorema desta subse¢ao (Teorema [35} sobre o numero de ends de
um grupo ndao enumeravel).

Definicao 15. Dois conjuntos A e B sdo ditos equivalentes ou equipotentes (mesma poténcia) se
existe uma fungdo bijetora de A em B.

Notacao: A ~ B.
Observacao 16. A relacdo de equipoténcia definida anteriormente é de equivaléncia.

Definicao 17. Usando o conceito anterior, temos que um conjunto A é finito se A = 0 ou, em caso
contrario, se existir n € N* de maneira que A ~ {1,2, ...,n}. Se A ndo é um conjunto finito, entdo
A ¢ dito infinito, ou seja, A ndo é equipotente a nenhum dos subconjuntos {1,2, ...,n} C N*,

Os seguintes resultados decorrem diretamente da defini¢ao dada anteriormente:
eSe AcCcUéfinitoex € U — A, entdo A U {x} também ¢ finito.
e Se A é um conjunto infinito, entdo A — {x} também ¢ infinito, para qualquer que seja x € A.

Observacao 18. Dois conjuntos finitos sao equipotentes se, e somente se, eles tém o mesmo niimero
de elementos.

Definicao 19. Seja A um conjunto. A diz-se enumeravel se A é equipotente a algum subconjunto
de N*, isto é, se A ~ L c N*.

Exemplo 20. O conjunto 7Z dos niimeros inteiros é enumeravel. De fato,
o N ~ N* pois f : N — N* dada por f(n) = n+ 1 é bijetora.
o _ 2n, se n>0
e Z ~N, pois f : Z — Ndada por f(n) = on—1. se n<0
Dai, Z ~ N* e portanto, Z é enumeravel. Em particular, todo subconjunto de 7 é enumeravel.

¢ bijetora

Daremos a seguir a defini¢ao de particdo em um conjunto que nos serd util na demonstragao do
Teorema 241

Definicao 21. Dado um conjunto A, uma partigdo em A é uma familia (A;);cr (onde I é o conjunto
de indices) de subconjuntos de A tais que:

(i) A; # 0, paratodoi € I;

(ll) U A,‘ = A,'

(iii) YA;, Aj € (A))icr, vale uma, e uma s6, das igualdades: A; = A; ou A;NA; = 0.
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Teorema 22. Um conjunto A é enumeravel se, e somente se, existe L C N* e existe f : L — A
aplicagao sobrejetora.

Demonstragdo. (=) Por hipétese, A € enumerdvel e entdo existem L C N*e f: L — Atal que f
¢ bijetora. Portanto, f € sobrejetora.

(&) Seja f : L — A sobrejetora. Para cada a € A, seja L, = {x € L| f(x) = a}. Considere
(Lg)aea uma particdo de L e M C L um subconjunto que contém um Unico elemento de cada
L,,a€A.

Assim, temos que f|M : M — A ébijetorae como M C L C N* segue que A é enumerdvel. O

Lema 23. Se existe f : A — B sobrejetora e A é enumeravel, entdo B também é enumeravel.

Demonstracdo. Como A é enumerdvel, segue que existem M C N* e g : M — A sobrejetora.
Entdo, f o g : M — B é sobrejetora pois € a composta de duas fungdes sobrejetoras.
Logo, pelo teorema anterior, podemos concluir que B € enumeravel. O

Teorema 24. (i) Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enumeravel.
(if) Todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel.

Demonstracdo. (i) Sejam A um conjunto infinito e x; € A. Consideremos a particdo de A formada
por {x;} e A—{x;}. Como os conjuntos {x;} e A — {x; } sdo ndo-vazios e disjuntos, pelo Axioma da
escolha (Munkres, p. 59) existe o subconjunto {xj,x2} C A, onde x, € A — {x;}, ou seja, x| # x3.

Agora, consideremos a parti¢ao de A formada por {x;}, {x2} ¢ A — {x1,x2}, novamente, pelo
Axioma da escolha, podemos garantir que existe o subconjunto {xi,x2,x3} C A, onde x3 € A —
{x1,x2}, ou seja, x3 # x| € x3 # x».

E assim, sucessivamente, usando o raciocinio acima, obtemos o subconjunto £ = {xy, xp, ...}
que € enumeravel.

(i) Sejam A um conjunto enumeravel, B um subconjunto infinito de A e fixemos b € B.

A aplicagcdo f: A — Btalque f(x) =x,Vx € B,e f(x) = b,Vx € A — B, € sobrejetora.

Portanto, pelo lema anterior, como A é enumerdvel e f € sobrejetora temos que B também ¢é
enumeravel. O

Observacao 25. Se Ay, Ay, ..., A, sao enumeraveis, entdo A1 U Ay U ... U A, também é enumeravel.
Mais geralmente, se Ay, Ay, ... sdo subconjuntos enumeraveis de um mesmo conjunto U, entdo
A=A UA, U ... também é enumerdavel.

Observacao 26. Se A e B sdo enumeraveis entdo A X B também é enumeravel.

Proposicao 27. Sejam G um grupo e H| e Hy subconjuntos de G. Se Hy e Hy sdo enumeraveis,
entdo Hy - Hy é enumeravel, onde Hy - Hy = {hy - ho| hy € Hy, hy € Hy}.

Demonstragao. Como H; e H, sdo enumeraveis entdo Hy X H, € enumerdvel.

Seja ¢ : Hy X Hy — H\ - Hp tal que ¢(hy, hy) = h; - hy. Temos que ¢ € sobrejetora, pois para
qualquer y € Hy - Hy,y = hy - hy = ¢(hy, hy), para algum (hy, hy) € H| X Hj.

Logo, pelo Lema[23]segue que H; - H, é enumeravel. O

Coroldrio 28. Sejam G um grupo e H, ..., H, subconjuntos de G,n > 2. Se Hy,...,H, sdo
enumeraveis, entdo Hy - ... - H,, é enumeravel.
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Demonstragao. Faremos a demonstracao por inducao sobre n.

Para n = 2, foi provado na proposi¢ao anterior.

Suponhamos a afirmacao verdadeira para n = k, ou seja, se Hy, ..., H; sdo enumeraveis, entao
H, - ...- H; é enumeravel.

Agora, sejam Hy, ..., Hy, Hy41 subconjuntos de G enumerdveis. Assim,

Hy-...-Hy Hip1 = (Hy - ... Hy) - Hesr.

Mas, por hipétese de indugao, H; - ... - Hy € enumeravel. Dai, pela proposi¢do anterior, Hy - ... -
H; - Hy41 é enumeravel. O

Proposicao 29. O conjunto Q dos racionais é enumeravel.

Demonstragao. Sejam QF = {},a,b > 0,a,b € N|mdc(a,b) =1} e Q" = {-x|x € Q"}. E claro
que Q = Q" U{0}UQ*. Temos que os conjuntos N xN e N* X N* sdo enumerdveis. Se identificarmos
7 € Q" com (a,b) € N x N, temos uma bijecdo de Q" em um subconjunto infinito 7 de N x N.
Como todo subconjunto infinito de conjunto enumeravel é enumeravel (Teorema [24{(ii)), segue que
T, e portanto Q* € enumeravel.

Seja f : N — Q* uma enumeragdo de Q*. Entdo, considerando 4 : Q" — Q~, dada por
h(x) = —x,tem-se que ho f : N — Q enumera Q™.

Sendo Q a unido de trés conjuntos enumerdveis, temos que o conjunto Q dos nimeros racionais
¢ enumeravel. O

Nem todos os conjuntos sao enumeraveis. Veremos alguns exemplos de conjuntos nao enu-
meraveis. Para tanto, necessitamos da seguinte propriedade do corpo R dos nimeros reais:

Principio dos Intervalos Encaixantes: Sejam I} = [ay,bi],l» = [a2,b3],... tais que
Iy O I, O .... Entdo existe a0 menos um ponto comum a todos esses intervalos.

De fato, da hipétese I1 D I D ... decorre que a; < ax < ...e by > by > ...

Como m < n implica a,, < a, < b, e n < m implica a,, < b,, < b,, entdo a,, < b,, para
quaisquer indices m e n. Logo, cada b,, € um limite superior de A = {a, a, ...} e portanto existe
em R o elemento S = sup(A). Assim, para cada indice m teremos a,, < S pois S = sup(A) e
S < by, pois cada b, é um limite superior de A. Dai, a,, < S < b,,, para todo indice m > 1, o que
prova nossa afirmacao.

Proposicao 30. O intervalo I = [0, 1] ndo é enumeravel.

Demonstracdo. Suponhamos que / seja enumeravel, ou seja, I = {x,xp,...}. Consideremos /
dividido em trés subintervalos de mesma amplitude:

1 12 2
[0z vl 35]vl350]
e seja I; o primeiro desses intervalos, na ordem que foram escritos, que nao contém x.
Facamos o mesmo tipo de subdivisao em /; e seja I, o primeiro dos subintervalos de /; (pelo

mesmo critério anterior de ordenagao) que nao contém x,. A repeti¢ao desse raciocinio dard origem
auma sequéncia /1 D I, D ... de intervalos fechados.

[o¢]
Pela propriedade do Principio dos Intervalos Encaixantes, existe x € ﬂ L=hLnNnhn..e

n=1
portanto x # x;, para todo x;. Mas isto é impossivel, uma vez que x € I.

Logo, I ndo é enumeravel. m]
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Coroldrio 31. O conjunto R dos niimeros reais ndo é enumeravel.
Demonstragdo. Se R fosse enumeravel, entdo I também teria que ser, uma vez que I C R. O
Coroldrio 32. O conjunto R — Q dos niimeros irracionais ndo é enumeravel.

Demonstracdo. Se R — Q fosse enumeravel, entdio R = Q U (R — Q) também seria ja que Q €
enumeravel, o que € uma contradi¢do em vista do coroldrio anterior. O

Corolario 33. S! = {cost + isent|t € R} é um conjunto ndo enumerdvel.

Demonstragdo. Basta lembrarmos que [0, 1[ é ndo enumerdvel e ¢ : [0, 1[— S' tal que ¢(x)
cos(2nx) +isen(2nx) € uma aplicagio bijetora. O

Lema 34. Sejam G um grupo e H um subconjunto de G tal que H € Q(G) e H ¢ F(G). Entdo,
(i) H gera G.
(i) Se H é enumeravel, entao G é enumeravel.

Demonstragdo. (i) Dado g € G,como H € Q(G) temos que gH+H € F(G), ouseja, (gHNH ) U
((gH)° N H) é finito. Dai, gH N H e (gH)“ N H sao finitos.

Agora, gH=gHNG =gHN(HUH")=(gHNH)U (gH N H) e como gH ¢ infinito (pois
H ¢ infinito) e gH N H¢ é finito, segue que gH N H ¢ infinito (portanto ndo vazio).

Assim, existe hg € gH N H, isto é, hog = ghy, com h; € H, ou seja, g = hohl_l.

Logo, g € [H] e portanto G = [H].

(if) Para qualquer ¢ € G, como G = [H],g =1I{"- ... l]f",ll- € H,g; =1 o0u¢g; = —1. Para cada
k € N*,seja Gy = {hg" - ...- hi*| hi € He &; € {1,—-1}}. Assim, Gy = (HUH™")-...-(HUH™")
e pelo Coroléario temos que G € enumerdvel.

Agora, como G = U G, segue da Observacao [25|que G € enumeravel. O
k=0

Teorema 35. Seja G um grupo ndo enumeravel.
(i) Entao e(G) =1 ou e(G) = oo.
(it) Se G também for abeliano, entdao e(G) = 1.

Demonstragdo. (i) Como G nao € enumeravel, entdo G ndo ¢ finito. Assim, e(G) # 0 e portanto
e(G) > 1.

Se ¢(G) = 1, ndo ha nada a demonstrar. Neste caso, como G € infinito, teremos sé os elementos
0 e G distintos em Q(G)/F(G).

Suponhamos ¢(G) > 1 e mostremos que ¢(G) = oo.

Como e(G) > 1, pela Proposicao (iii), existe H € Q(G)/F(G) (portanto, H é subconjunto
de G comH € Q(G)) talque H # 0,H # G ¢ 0, H, H¢, G sio elementos distintos em Q(G)/F(G).
Dai, H ¢ F(G),H # Ge H® ¢ F(G).

Agora, provemos a seguinte afirmacao:

Para tal H, existem subconjuntos Hy e Hy de G taisque H{UH, = H,HiNH, = 0, H|, H, € Q(G)
e sao infinitos.

De fato, como H e H® sdo infinitos, podemos considerar C; ¢ H,C, C H€ tais que Cy, C; sao
enumeraveis infinitos. Entdo C = C; U C, € enumerdvel infinito e existe uma bijecao entre N* e C.
Assim, C = {c;|i € N*}.

Temos que H N C~'H* é enumeravel pois:
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(1) Como H € Q(G),(HNgH®) U (H N gH) é finito, Vg € G. Dai, H N gH e H° N gH sao
finitos para qualquer ¢ € G. Em particular, para g = ¢;', H N ¢; ' H® é finito.

(2Q)HNC'H  =Hn ( U{c{l} )HC = U(H Nc;'HC) (isto é, H N C™'H® é uma reunido

i=1 i=1
enumeravel de conjuntos finitos e portanto enumeravel).

Por outro lado, pelo lema anterior temos que H € nao enumeravel, pois se H fosse enumeravel,
como H € Q(G) e H ¢ F(G), G seria enumeravel por (ii), o que contradiz a hip6tese. Portanto,
HNC'H  c He HNC™'H® + H. Logo, existe hy € H tal que hg ¢ HﬂC‘lHC,ouseja, ho ¢ C"'H®
e dai, hy ¢ cl._lH",Vi € N*. Assim, hg € (cl._lH")" = ci_lH, Vi € N* e entdo hy = cl._lhi, h; € H.
Dai, c;hg = h; € H,Vi € N* e portanto,

U{ci}ho —Chy C H. (1)
i=0

Tomemos Hy = HN Hhg e Hy = HN H hy e temos que:
e HHUHy = (HNHhy)U(HNHhy) = HN(HhoUHhy) = HN(HhoU (Hh)) = HNG = H.
e HiNH>=(HNHhy) N (HNHhy) =HN (HhoN (Hho)*) =HN O = 0.
e Dado g € G,
Hi +gH; = HN Hho+ g(H N Hhy)
=HNHhy+ (gH N gHhp)
= [(H N Hho) N (gH N gHho)] U [(H N Hho) N (gH N gHho)]
= [(HNHho) N (gH U gH ho)] U [(H® U H ho) N (gH N gHho)]
=[(HNHhyNgH") U (HNHhyNgH hy)]
U[(H NgHNgHy) U (Hhg N gH N gHhp)]
=[(HNgH)NHhy] U[HN (HNgH")hy]
U[(H NgH)NgHylU[(H°NgH)hg N gH] € F(G)

jAque HNgH® € F(G)e H° N gH € F(G) pois H € Q(G). Portanto, H; € Q(G).

Hy +gH> =H N Hhy+ g(H N H hy)
= [(HNHho) N (gH N gH ho)] U [(HNHho)* N (gH N gH ho)]
= [(H N H ho) N (gH U gHho)] U [(H® U Hho) N (gH N gH ho)]
=[(HNHhyNngH) U (HNH hg N gHhy)]
UI[H NgHNgH hy) U (HhoNgH N gH hyp)]
=[(HNgH)NH hy) U[HN (H N gH)ho|
U[H NgH)NgH ho] U [(HNgH )hy N gH] € F(G)
jaque HN gH e H® N gH sao finitos. Portanto, H, € Q(G).

e H, e H, sao infinitos. De fato:
Temos que C1hg € Hy = H N Hhy pois,

C C C:>C1h() - Ch() CH(pOI‘E[)CCl CH:>C1h() CH/’Z().

Logo, Cithgo c HN Hhy = H;.
Agora, temos que Cohg C Hy = H N H  hy pois,
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CGclC= C2h0 - Ch() CH (porm) e () C H = C2h() - Hch().

Assim, Cohg € HN Hhy = H».

Portanto, como C; e C; sdo infinitos segue que H| e H, sdo infinitos.
Com isso, a afirmacao inicial estd provada.

Agora, observe que:

e H € 9(G)/F(G), pois H; € Q(G).

eH #0, pois H; € infinito.

eH #L,YLcomHCLelLE€ Q(G), pois

H =L= H,+L e F(G).

Mas, Hi+L = (HiNL)U((H)°NL). Como H, C H{ e H, C H C L, segue que H, C H{NL.
Agora, Hy C He H C L implicaem H; N L = (. Dai, Hy + L = QU (H{ U L) > H; que € infinito.
Logo, H; + L ¢ infinito, o que contradiz a afirmacdo. Portanto, H #L.

Logo, H, € Q(G)/F(G) e H, ¢ {0,G, H} e entdo os elementos de {0, G, H, H,} sdo distintos.

Note que, como H;, # 0 e H, # G, a afirmacio inicial também é verdadeira para H; (no lugar
de H),isto é, Hy = H;; UHp com Hy1,H» € Q(G),H;1 N Hip = 0 e Hy1, Hy; infinitos. Também
conclui-se que Hi| € Q(G)/F(G) e Hi ¢ {6, G,H, E} pois Hj; € infinito e Hi, # L,YL com
H; c L, como vimos anteriormente.

Aplicando sucessivamente 0 mesmo processo obtemos uma sequéncia infinita de elementos
distintos em Q(G)/F(G), ou seja, {6, G,H,H{,H,{,Hy1, ot

Logo, supondo ¢(G) > 1 obtemos que e(G) = oo.

Portanto, e(G) = 1 ou e¢(G) = oo.

(if) Agora, suponhamos que G seja abeliano e e(G) > 1.

Se e(G) > 1 entdo terfamos como no caso (i), que o conjunto H, da construc¢ao anterior seria
infinito, mas, por outro lado, temos que H, = H N H hy = H N hoH e como H € Q(G) segue que
H, ¢ finito, o que € uma contradicao.

Portanto, no caso em que G é abeliano e nao enumeravel, teremos necessariamente e(G) = 1. O

Exemplo 36. Se G é um dos seguintes grupos: (R,+), (R%,-), (S',-), (S' x 81, ), (R[t],+), onde
R[t] € o anel dos polinomios com coeficientes em R, entdo e(G) = 1 pois todos os grupos sdo
abelianos ndo enumeraveis.

Exemplo 37. ¢(S3 X R) = 1 ou oo pois S3 X R ndo é um grupo abeliano e é ndo enumeravel (aqui
S3 indica o grupo das bijecoes de {1,2,3}).
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