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Estudo analitico e geométrico de dominio
numérico de matrizes

Analytical and geometric study of numerical domain of
matrices

Resumo

O presente estudo tem como objetivo apresentar alguns resulta-
dos referentes ao dominio numérico de matrizes (campo de va-
lores), abordando as principais propriedades e suas respectivas
demonstracdes, bem como a importancia de sua representacao
gréifica no plano complexo e seu dominio eliptico, que revela
informacdes valiosas sobre o comportamento dos autovalores
da matriz e sua geometria associada. Para tanto, os resultados
grificos e computacionais sdo apresentados através de algorit-
mos implementados pelo programa Matlab, algoritmo proposto
por Charles Johnson. Este estudo possibilitou a analise de uma
diversidade de cendrios, fornecendo uma compreensiao sobre
como as propriedades das matrizes impactam os seus dominios
numéricos.
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Abstract

The present study aims to present some results regarding the
numerical domain of matrices (field of value), addressing the
main properties and their respective demonstrations, as well as
the importance of its graphical representation in the complex
plane and its elliptical domain, which reveals valuable infor-
mation about the behavior of eigenvalues. of the matrix and its
associated geometry. To this end, the graphical and computati-
onal results are presented through algorithms implemented by
the Matlab program, an algorithm proposed by Charles John-
son.This study enabled the analysis of a variety of scenarios,
providing an understanding of how the properties of matrices
impact their numerical domains.
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1 Introducao

O dominio numérico de uma matriz complexa, também conhecido como “campo de valores”,
constitui um conjunto de nimeros complexos naturalmente associados a uma matriz A : n X n,
utilizado para estimar os autovalores maximos e minimos de uma matriz hermitiana (ou simétrica)
juntamente com seus respectivos autovetores [ |, 2].

Segundo [I] como pode o campo de valores de uma matriz complexa arbitraria n X n ser
determinada numericamente? Esta € uma questdo a ser respondida em nosso trabalho.

De acordo com [2], assim como o espectro, o campo de valores é um conjunto que pode ser
utilizado para extrair informacoes sobre a matriz e, frequentemente, oferece insights que o espectro
isoladamente nao proporciona. Os autovalores das matrizes hermitianas e normais apresentam pro-
priedades especialmente interessantes, € o campo de valores captura certos aspectos dessa estrutura
para matrizes em geral.

A anélise do dominio numérico de matrizes complexas desempenha um papel crucial na compre-
ensdo e andlise de diversas propriedades e aplicacdes. Algumas de suas propriedades fundamentais
foram identificadas por Hausdorff e Toeplitz ha mais de um século. Nas ultimas décadas, o campo
dos valores tem assumido uma importancia crescente na analise numérica, especialmente em proble-
mas de algebra linear numérica que envolvem funcdes de matrizes e métodos iterativos para resolver
sistemas de equacoes lineares extensos [3].

Neste trabalho, exploramos a geometria do dominio numérico como uma ferramenta poderosa
para a andlise de matrizes complexas e discutimos como a distribui¢ao dos autovalores no plano
complexo pode oferecer informagdes sobre maximos € minimos, bem como sobre a delimitacao do
plano e sua diregdo.

Para isso, na Secdo 2, apresentamos as principais defini¢oes e propriedades basicas usadas para
plotar os dominios numéricos de matrizes. Para demonstrar essas propriedades, recorremos as
referéncias [1], [2], [4] e [5].

Na Secao 3, expomos os Resultados e as Discussdes, acompanhados dos cédigos-fonte e dos
graficos gerados. Nesta secdo, aprofundamos certas propriedades e teoremas, distribuidos nas
quatro Subsecoes: 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. Para embasar essas demonstracoes, além das referéncias ja
mencionadas ([1], [2] e [4]), recorremos as fontes [6], [7] e [&].

2  Dominio numérico de matrizes

O dominio numérico de uma matriz € uma ferramenta importante na analise de operadores
limitados em espacos de Hilbert complexos. Para uma matriz complexa A, o dominio numérico
W(A) é definido como a regido no plano complexo formada pelos produtos internos (x, Ax), onde
x percorre o espago de Hilbert H com ||x|| = 1.

Dado um operador limitado 7 em um espago de Hilbert H complexo, define-se seu dominio
numérico (numerical range, field of values), ou dominio de Hausdorff, como sendo a regiao do plano
complexo W(T') c C tal que [2]:

W((T)={z€C|lz=(,Tx),x € H com ||x|| =1}. (D)

Nosso interesse se concentrard no caso das transformagdes lineares definidas por matrizes com-
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plexas A € C'™", para as quais teremos:

ZTAZ
W(A):{ZTZ eC|O¢ZeC”}, (2)

sendo Z' = ZT o transposto conjugado matricial. Para mais detalhes sobre o dominio numérico,
algumas de suas aplicacdes e problemas abertos, ver [2, 3].

2.1 Matriz normal

De acordo com [4], se A comuta com sua adjunta, AAT = ATA, entdo A é dita uma matriz normal.
Em particular, as matrizes hermitianas (A = AT) e assimétricas hermitianas (anti-hermitiana: A =
—AT) sdo normais. Qualquer matriz normal é diagonalizavel e U pode ser escolhida como unitaria.
Por outro lado, se A pode ser decomposta como:

A=UAU",

com Ut = U! e A diagonal, entdo A é normal ji que AAT = ATA para qualquer matriz diagonal.

A andlise de autovalor é particularmente util para matrizes normais, pois elas podem ser di-
agonalizadas por uma matriz unitdria. Uma matriz unitdria U satisfaz |U|, = |[U™ ', = 1 e
UU" =UTU = I, e portanto, o comportamento das poténcias de A estd intimamente relacionado
com as poténcias dos autovalores, por exemplo. Matrizes nao normais podem ser mais dificeis de
analisar e, neste caso, estudar apenas os autovalores de A podem ser enganosos.

2.2 Propriedades basicas

Da definicdo (2), seguem, dentre outras, as seguintes propriedades elementares de W(A). [1]

P1: Continéncia espectral. A (A) c W (A), sendo A (A) o espectro (complexo).
Isto €, os autovalores de uma matriz estdo dentro de seu dominio numérico: A(A) c W(A).

Para demonstrar que o espectro A (A) de uma matriz A (que consiste nos autovalores complexos
da matriz) esta contido no invélucro convexo dos autovalores reais de A, denotado por W (A),
vamos as seguintes defini¢oes:

Definicao 1 Definigdo do Espectro

O espectro de uma matriz A, denotado por A (A), é o conjunto de todos os autovalores
complexos de A, contabilizados com suas multiplicidades. [I, 5]

Definicao 2 Invélucro Convexo

O invélucro convexo dos autovalores complexos de A, denotado por W (A), é a menor regido
convexa que contém todos os autovalores complexos de A.

Demonstracao 3 Vamos assumir que A é um autovalor complexo de A, o que significa que
existe um vetor ndo nulo Z € C" tal que AZ = AZ. Agora, vamos considerar a parte real de
A, que é R (Q), a parte real de um niimero complexo é um niimero real.
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Agora, consideremos a matriz B=A —R(A)I, onde I é a matriz identidade do mesmo
tamanho que A. Em outras palavras, B é a matriz obtida subtraindo a parte real de A de todos
os elementos da diagonal de A. Observe que a matriz B ainda tem o autovalor complexo A,
mas com a parte real removida.

Agora, vamos considerar o invélucro convexo dos autovalores reais de B, denotado por W (B).
Como os autovalores de B sdao os mesmos de A, exceto pela remogao da parte real de A, temos
que W (B) contém os autovalores reais de A.

Como W(B) é o menor intervalo convexo que contém os autovalores reais de B, e W (A)

¢ o menor intervalo convexo que contém os autovalores reais de A, podemos concluir que
W(B) € W (A).
Agora, como A é um autovalor de B (mesmo que a parte real de A tenha sido removida), temos

que R(A) também esta contido em W (B), e consequentemente em W (A).

Portanto, a demonstracdo esta concluida, mostrando que cada autovalor complexo A de A
(ou seja, pertencente ao espectro A (A)) possui sua parte real R () no invélucro convexo
dos autovalores reais de A (ou seja, pertencente a W (A)). Isso pode ser escrito como
A(A) c W (A). [

P2: Conjugado complexo. W(AT) = W (A).

Demonstracao 4 Para demonstrar que W (AT) =W (A), onde A’ representa o conjugado

transposto (adjunto) da matriz A e W (A) representa o espago gerado pelas colunas de A,
podemos utilizar as propriedades dos espagos vetoriais e as propriedades das operacoes de
conjugado transposto e conjugado complexo.

Vamos dividir a demonstragcdao em duas partes:

Primeiro, mostraremos que W (AT) C W (A). Depois, mostraremos que W (A) C W (AT).

(i) W (AT) CW(A)
Sejav e W (AT).
Isso significa que v pode ser escrito como uma combinagdo linear das colunas de AT

v=A"Z, onde Z € C"

Sabemos que a matriz conjugado transposta AT é formada pelas conjugadas dos elemen-
tos da matriz A transposta. Portanto, o ij-ésimo elemento de A¥, denotado por (A"); s

¢ a conjugada do ji-ésimo elemento de A, ou seja, (AT)l-j = A_j,

Assim, podemos expressar v como:

Au Ap o Aw] [Z] [ I AaZ
I I Zy | | Ziti AnZ,
Anl A o0 Am Zn 2?21 A_inZi
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Agora, vamos observar o produto escalar entre v e cada uma das colunas de A. Tomemos
a coluna j de A como A;:

Ay

O produto escalar entre v e A; é dado por:
n
(v.A) =) (Al-jxi) = TTjX1 + T3 + e+ T,
i=1

Comparando esta expressdo com a coluna j de v, vemos que o produto escalar entre v e
Aj éigual ao j-ésimo componente de v. Portanto, o vetor v pode ser representado como
uma combinacao linear das colunas de A:

n

n
V= Z <Vj,Aj>Aj = Z (AiniAljxl +A2j.X2 + - +Anjxn) Aj.
J=1 J=1

Isso significa que v € W (A). Portanto, temos mostrado que W (AT) c W (A).
(i) W (A) C W(A*)

Sejaw € W (A). Isso significa que w pode ser escrito como uma combinagao linear das
colunas de A:

n
W:ZCJ'AJ', onde c;eC Vj=1,---,n.
Jj=1

Agora, vamos calcular o produto escalar entre w e a i-ésima linha de A¥, denotada por
(A")je: —
(w, (AT);) = i1 €A (AT

Z?:l CJ'AZ.w . Aj,'
?:1 Cj (AZw . Aji)

n T

j=1 cj(Ajl')
n

= j=1 CjA,'j.

A ultima igualdade se deve ao fato de que a transposta de um nitmero complexo conjugado
é o proprio niitmero complexo.

Comparando o resultado acima com o i-ésimo componente de w, vemos que o produto
escalar entre w e (AT),-* é igual a esse componente. Portanto, w pode ser representado
como uma combinagcdo linear das linhas de A':

m n

w = iw, (AN (AN = D | D eiA=i] |(AD).
i=1

i=1 \ j=1

Isso significa que w € W(A"). Portanto, W (A) € W(A").
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Tendo demonstrado as duas partes, podemos concluir que W(AT) = W (A).

Assim, mostramos que o espago gerado pelas colunas de A" é 0 conjugado do espaco gerado
pelas colunas de A, como queriamos. [

P3: Subaditividade. W(A + B) C W (A) + W(B).

Se A e B sdao normais (cf. 2.1), entdo muito pode ser dito sobre o autovalor de A + B, por
exemplo, p(A + B) < p (A) + p(B) neste caso. Somas de matrizes surgem na pratica, e a
propriedade relevantes do field of values W (A) é: o dominio numérico € subaditivo:

(A+B) CW(A)+W(B), 3)

No qual o conjunto soma tem a defini¢cao natural de somas de todos os pares possiveis elemento
a elemento.

Demonstracio 5 Para todo A e B € C™" e a Equagdo (3), substituir (A + B) em (2):

ZI(A+B)Z
W(A+B) ge@lOiZeC”}
VAV/
Z'A+Z'B)Z
(2'A+2'B) eC|O¢ZeC”}
t ZTZT
7Z'AZ +7'BZ
- { b ©|0¢Zec"}
¥ ZTZT
ZiAz 7Bz .
= {Z‘LZ + 77 €Cl0#ZeC
7Z"BZ
= eCloxZeC? eCloxZeC?
0+ } {Z*Z 0# }
= W(A)+W(B)
Portanto, W(A + B) C W (A) + W(B). [

A combinacao das propriedades (P1) e (P3) produzem as inclusdes:
A(A+B) c W(A+B) c W(A) + W(B),

Portanto, se os dois dominios numéricos W (A) e W(B) sdo conhecidos, algo pode ser dito
sobre o espectro da soma.

P4: Translacao: W(A + zol) = W(A) + zo, Vzo € C.
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Demonstracio 6 Paratoda A e I € C™" e 7y € C, substituir A + zol em (2):

Z"(A+z0D) Z
W(A+z0l) = {————""€Clo#ZeC"
(A +2z0l) { 777 |
ZYA+ZTz00) Z
_ ’ 2l) eClo£ZeC"
YAVA
ZVAZ + 202712
_ { ”O ©|0¢2ec"}
ZTAZ ZTZ
_ 022 cl0#ZeC
VAVA
Z'AZ YAVA
= L2 2 ooz e
7'z 71z
Z'AZ
= { +zOeC|O¢ZeC”}
= C|0¢ZeC"}+{zOeC}
= W(A)+Z0
Z'AZ
sendoqueW(A):{ 7 eClOiZeCn}. [ ]

O dominio numérico de uma matriz € alterado de forma simples adicionando um multiplo
escalar na identidade (P4) ou multiplicando-o por um escalar (PS).

P5: Multiplicacdo por um escalar. W (z0A) = zoW (A) para todo zp € C. Notem que para
z0 = €'?, teremos uma rotagio em C.

Demonstracao 7 Para toda A € C"™" e todo zy € C, substituir zoA em (2):

Z7720AZ
W(z0A) = eClo£ZeC"
(z0A) { 7z | }
Z'AZ
= eCl0+ZeC"
{20 7 3 | }
AZ
= {ZO € C}{ € C|0 * Z € Cn}
= zoW (A),
ZTAZ
sendoque{zoeC}:zoeW(A):{ZTZ €C|0¢Z€C"} [ ]

P6: Unitariedade. W (U AU T) = W(A), para qualquer matriz unitaria U.

Demonstracao 8 Para todo A, U € C™"* com U unitaria.

Como uma transformagao unitaria deixa a superficie da bola unitaria euclidiana invariante,
os niimeros complexos que compéem os conjuntos W(UAU") e W(A) sdo os mesmos. Se
UeC™ eU'U=1=UU", temos que W (UAU') =W (U(UTAU)UT) = W (UUT AU)U")
=W (UUTAUUY) =W (A). n
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P7: Matrizes normais. Se A é normal, W (A) serd o invélucro convexo dos autovalores de A.
Em particular, se A € hermitiana, W (A) = [Amin, Amax]-

P8: Convexidade. W (A) é convexo. (Teorema de Hausdorff-Toeplitz).

Ver a Demonstracgao 20.

Essas propriedades fornecem informacoes valiosas sobre o comportamento dos autovalores de
uma matriz e sao uteis em diversas aplicagcoes analiticas e computacionais.

3 Resultados e discussoes

3.1 Dominio numérico de matriz hermitiana

A matriz normal definida na Secdo 2.1, tem uma relagao especial com o dominio numérico e
involucro convexo, bem como as matrizes hermitianas, pois a mesma possuem autovalores reais,
que estao localizdos sobre o eixo real do plano complexo.

Definicao 9 O invélucro convexo dos autovalores de A é o menor intervalo convexo que contém
todos esses autovalores, ou seja, é o intervalo [min A;, max A;], onde min A; é o menor autovalor e
max A; é o maior autovalor.

3.1.1 Propriedade P7: Matrizes normais

Sejam Ay, As,...,4, os autovalores de A. Como mencionado nas propriedades de matrizes
normais, os autovalores de A sao os mesmos de AT Portanto, os autovalores de A e AT sdo
A1, A2, ., A,

A conexao entre matriz normal e involucro convexo dos autovalores

Uma vez que a matriz A é normal, ela pode ser diagonalizada por uma matriz unitaria U, ou seja,
A =UAU", onde A é a matriz diagonal contendo os autovalores A1, A2, ..., 4.

Como a matriz U € unitéria, ela preserva os intervalos de autovalores. Ou seja, se A4; € um
autovalor de A, entdo A; também € um autovalor de AT,

Assim, o invélucro convexo dos autovalores de A € o mesmo que o invélucro convexo dos
autovalores de AT, que € o intervalo [min 4;, max A4;].

Portanto, a demonstragao estd concluida, mostrando que se A é normal, entdao o invélucro convexo
dos autovalores de A € dado pelo intervalo [min 4;, max 4;].

SejaZ :=[Zy,--- ,Zn]T, Y Z € H. NGs temos:

A1 Z
Z'NzZ = [z} - Z}]

n

= [/11217 ﬂnZZ] :
Zy
= [ MZizi+ - +0,2)Z, |
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ZTAZ = Zn:/liZ;Zi = Zn: /l,~|Z,~|2 = Zn:/liti, 4)
i=1 i=1 i=1

onde t; :=|Z;|*>. Observe quet; > 0ecomo Z'Z =1, 2.y ti =1, 0 que mostra que Z'AZ em (4)é
uma combinagdo convexa de A;, i = 1,-- -, n. Consequentemente, W (A) sera o invélucro convexo
dos autovalores de A. Em particular, se A € hermitiana, W (A) = [Amin, Amax]-

Para provar que “se A € hermitiana, W (A) = [Amnin, Amax]”’> vamos demonstrar os Teoremas 10
e 13 a seguir:

Teorema 10 Se A ¢é hermitiana entdo, seus autovalores sdo reais.

Demonstracao 11 Sejam A, 1 ev # 0, tais que A = Av.

Av = Ay
(Av)" = (av)f
viAT = AT

viaA=aT (AT=A)
viAv = vy

v(v) =Ty (A=av)
v = vty
=2,

mas isto significa que 1eR [ |

Uma outra forma de demonstrar o Teorema 10 é através de determinante, conforme a seguir:

Demonstracao 12 Suponhamos que A € R é um autovalor de A, entdo det(A — AI) = 0 e portanto

det(A —ADT = det(A - DT
= det(AT - 27D
= det(A - Al) :

Logo, A = A, i.e., A € R, é um autovalor de A.
Teorema 13 se A ¢ hermitiana, entdo, a;; é um nitmero real.

Demonstraciio 14 Se A é hermitiana entdo A = A’, isso é, a; ;i = ai;. Parai = j deve ocorrer
a;; = aj; que é possivel apenas se a;; € R. [ ]

Teorema 15 Se A é uma matriz hermitiana, entdo o involucro convexo dos autovalores de A é dado
por W (A) = [Amin, Amax]-

Demonstracao 16 Como A é hermitiana, todos os seus autovalores sdo reais. Isso ocorre porque
as matrizes hermitianas tém propriedades especificas que garantem que seus autovalores sejam
reais.

Vamos denotar os autovalores de A como A1, Aa, . .., A, onde n é a dimensdo de A. Como todos
os autovalores sdo reais, podemos organiza-los em ordem crescente:

A <A <. L4,
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Agora, vamos considerar um intervalo fechado e limitado [Amin, Amax], onde Amin é 0 menor
autovalor e Amax € o maior autovalor de A. Dado que todos os autovalores estdo dentro desse
intervalo, temos:

Amin < 41 S/lZS---S/lnS/lmax

A matriz hermitiana A tem um conjunto completo de autovetores ortonormais. Isso significa que
a matriz A pode ser diagonalizada por uma matriz unitaria U:

A=UAU",

onde D é a matriz diagonal dos autovalores de A.
Dado que A é hermitiana e A é diagonal, podemos afirmar que a matriz unitaria U é também a
matriz que diagonaliza A:
A=U'AU.

Portanto, os autovalores de A sdo iguais aos autovalores de A.
Consequentemente, os autovalores de A estdo contidos no intervalo [Amin, Amax]. Isso significa
que o espectro de A esta dentro do involucro convexo dos autovalores, ou seja,

w (A) c [/lmin, Amax]-

Por outro lado, ja estabelecemos que Ayin < A1 < ... < Ay < Amax, 0 que implica que todos os
autovalores de A estdo dentro do intervalo [ Amin, Amax]. Portanto, [Amin, Amax] € W (A).

Juntando as duas inclusoes acima, concluimos que W (A) = [Amin, Amax]-

Essa demonstracdo mostra que, se A é uma matriz hermitiana, o involucro convexo dos seus
autovalores é igual ao intervalo [ Amin, Amax]- [}

Na Figura 1 estdo localizados os autovalores da matriz hermitiana (5) nao simétrica e normal,
ie., ATA = AAY.

1 -i -1 O
_ i O i _1 _ .}.
A=l o5 o |74 )
O -1 0 =2

em que os autovalores sao A; = —2.50289 A, = —0.53173, 13 = 1.68568 ¢ 14 = 5.34894. O
Amin = A1 € 0 Amax = A4, l0ogo o dominio numérico é:

W (A) = [Amin> Amax] = [-2.5029, 5.3489] , (6)

3.1.2 Propriedade (P8)

Teorema 17 (Toeplitz-Hausdorff)
Seja Ay, - -+, A, operadores em H e x € H. Entdo o subconjunto

{(xTAlx, e ,xTAnx) cxlx = 1},

de C" tem a seguinte propriedade: com quaisquer dois pontos, contém um elipsoide (talvez degene-
rado) unindo-os.

(Quando n = 1, o elipsoide esta em C, entdo deve degenerar e, portanto, ser convexo: isso da o
resultado anterior). [0]
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%1022 Dominio Numérico de uma matriz 4x4
1.000000008 . ' . .

1.000000006

1.000000004

1.000000002

Parte Imaginaria

0.999999998

0.999959996 ; : ! ;
-4 -2 0 2 = B

Parte Real

Figura 1: Dominio numérico de matriz hermitiana.
Fonte: elaborado pelos autores.

Para provar o Teorema de Hausdorff-Toeplitz, 17, precisamos das seguintes Defini¢des 18 e 19
e dos Lemas 21 e 23, a partir da leitura [2].

Definicao 18 M, é o conjunto das matrizes complexas n X n, i.e., Myx,(C).

Definicao 19 (Conjunto convexo, segmento)
Um subconjunto W (A) de um espaco vetorial de Hilbert' H é dito ser convexo se s,t € W (A)
implica
S={z€Clz=z05s+(1-20)t, 0Zz0=Z1} CcW(A).
S é chamado de segmento fechado com pontos de fronteira s e t; qualquer outro 7 € S é chamado
de ponto interior de S.

Demonstracao 20 Para mostrar que um dado conjunto S C C é convexo, basta mostrar que
z=2z08+ (1 —a)t € S sempre que 0 < z0 < 1 e s,t € S. Assim, pela definicao (2) para um dado

ZAZ, ZIAZ,
A € My, o dominio W (A) é convexo se z = z + (1 -2z20) : € W(A) sempre que 0 <
AVA AV
70 < 1 e Zy,7Z, € C" satisfazem ZIZl = Z;Zz =1.
ZIAZ, ZAZ,
Se z9 =0, entdo z = e W(A); e, se z9 = 1, entdo z = € W(A), mapeiam toda a
vAV/S AVA

regido W (A).

'E um espaco vetorial dotado de produto interno, ou seja, com nogdes de distancia e ngulos. Esse espaco obedece
uma relacdo de completude, que garante que os limites existem quando esperados, o que permite e facilita diversas
definicdes da Analise.
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Basta provar isso apenas no caso 2 X 2 porque precisamos considerar apenas combinagoes
convexas associadas com pares de matrizes. Para cada par dado de vetores Z1,7Z, € C", existe uma
matriz unitaria U e vetores v,w € C" tais que Z1 = Uv, Z, = Uw, e todas as entradas de v e w apos
os dois primeiros sdo iguais a zero. Usando esta transformagdo, temos que substituir ZlT =viU e

Zg = wiU" no conjunto convexo zox" Ax + (1 — z0)y"Ay € F(A):
VAV.VA ZIAZ

1241 p 42

0 (1) 2

Ziz, 7z

2ovTUTAUY + (1 — 20)wTUTAUw

zov By + (1 — zo)w'Bw
206" B1oé + (1 - z0)n'Bian

onde B = UTAU, By, é a submatriz principal 2 por 2 superior esquerda de B, ¢ e n € C? consistem
nas duas primeiras entradas de v e w, respectivamente. Assim, basta mostrar que o dominio
numérico de matrizes de qualquer matriz 2 X 2 é convexo. Essa redugdo é possivel devido a
propriedade unitariedade (P6). [ |

Uma forma especial 2 x 2 suficiente

Provamos a seguir que para mostrar que W (A) € convexa para toda matriz A € M, basta

demonstrar que W [ b g ] € convexo para qualquer a, b > 0. O lema seguinte € util.

p(A) = det([ _b/l _a/l ]) =A?-ab = A==xVab.
Lema 21 Para cada A € M, existe uma U € M, unitaria tal que as duas entradas diagonais
principais de U AU sdo iguais.

Demonstracao 22 Podemos supor, sem perda de generalidade, que tr (A) = 0 desde que possamos
substituir A por A — ( %tr (A))I. Precisamos mostrar que A é unitariamente semelhante a uma
matriz cujas entradas diagonais sdo iguais a zero. Para mostrar isso, basta mostrar que existe um
vetor w € C? diferente de zero tal que w' Aw = 0. Tal vetor pode ser normalizado e usado como a
primeira coluna de uma matriz unitaria W, e um calculo revela que a entrada [W'AW] 1 de W' AW
é zero; a entrada [W%AW] 2 de WTAW também deve ser zero, pois o trago é zero. Construa o
vetor w como segue; uma vez que A tem autovalores +a para algum niimero complexo «, seja x um
autovetor normalizado associado ao —a e seja y um autovetor normalizado associado ao +a. Se
@ = 0, basta tomar w = z. Se @ # 0, x e y sdo independentes e o vetor w = €'’x + y é diferente
de zero para todo 6 € R. Um cdlculo mostra que w'Aw = a (e x"y — %yTx) = 2iaJ (e xTy).
Agora escolha 0 de modo que e x7y seja real. [ |

Agora usamos o Lema 21 junto com varias das propriedades dadas na secao anterior para reduzir
a questao da convexidade no caso 2 X 2 a consideracao da forma especial declarada. Se A € M, for
dado, aplique a propriedade de translacdo (P4) para concluir que W (A) é convexa se, e somente se,
W (A + zol) for convexo. Se escolhermos a = —%tr (A), podemos supor, sem perda de generalidade,
que nossa matriz tem traco 0. De acordo com o Lema 21 e a propriedade (P6) de Unitariedade
(ou de invariancia de similaridade unitaria), podemos supor ainda que ambas as entradas diagonais
principais de nossa matriz sejam 0.
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podemos usar a invariancia da propriedade de similaridade unitaria (P6) e uma matriz unitaria
diagonal para mostrar que podemos considerar

1 0 0 ¢ I 0 | _ 0 e
0 e d 0 0 e |7 | de®® 0 |”

para qualquer € R. Se ¢ = |c|e'?' e d = |d|e'®, e se escolhermos 6 = %(02 — 61), adltima matriz

torna-se e’¢ [ |2| |(C)| ] com ¢ = (6 + 62).

. . . c
Assim, podemos assumir que a matriz dada tem a forma 0 ] para algum c¢,d € C. Agora

Assim, basta considerar uma matriz da forma e'¢ 2 g ] com ¢ € Rea,b > 0. Finalmente,
pela propriedade da multiplicagdo escalar (PS), precisamos considerar apenas a forma especial
0 a
[b 0], a,b>0. (7)

Ou seja, mostramos que o dominio numérico de matrizes de toda matriz complexa 2 X 2 € convexo
se 0 dominio numérico de matrizes de toda matriz da forma especial (7) for convexa.

Convexidade do dominio numérico de matrizes da forma especial 2 por 2

Lema 23 Se A € M, tem a forma (7), entao W (A) é uma elipse (com seu interior) centrada na
origem. Seu eixo menor estd ao longo do eixo imaginario e tem comprimento |a — b|. Seu eixo
maior estd ao longo do eixo real e tem comprimento a + b. Seus focos estdo em +Vab, que sdo os
autovalores de A. [2]

Demonstracio 24 Sem perda de generalidade, assumimos a > b > 0. Como Z'AZ = (¢9Z)T
A(e9Z) para qualquer 0 € R, para determinar W (A), basta considerar Z' AZ para vetores unitdrios
Z cujo primeiro componente é real e nao negativo. Assim, consideramos ZTAZ considera o vetor
Z =11, =) para0 <t < 1e0 < 6 < 2x. Um calculo mostra que

ZTAZ =t(1 = )% [(a + b) cos 0 +i(a — b) sin6]. (8)

Como 0 varia de 0 a 2n, o ponto (a + b)cos8 + i(a — b) sin0 traca uma elipse possivelmente
degenerada € centrada na origem; o eixo maior se estende de —(a+b) a (a+b) no eixo real e o eixo
menor se estende de i(b — a) ao i(a — b) no eixo imaginario no plano complexo. Como t varia de 0
al, o fatort(1-1*)"2 varia de 0 a 1/2 e volta ao 0, garantindo que cada ponto no interior da elipse
%e seja atingido e verificar que W (A) é a elipse afirmada com seu interior, que é convexo. Os dois

. ~ . : e e A 1/2
focos da elipse %6 estdo localizados no eixo maior a distancia [%(a +b)? - %(a — b)z] 12 +Vab
do centro. Isso completa o argumento para fornecer a propriedade de convexidade (P8). [

Demonstracao 25 Da Equacdo (8)
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. 0 a t
Z'AZ = [t (1= " [ ] [ ” 212]
Pl b 0], (1=)Y 2x1
= [ 0+be (1 -12)1/2 at+0]1 5| e ! 2\1/2
X2 | (1 —1) -~
= [be"9(1 )2+ ae®(1 -2 |,
[ tz)l/zt ae'’ + be™ ’9) ]1><1
[ —1))Y2¢ [a(cos O + i sin6)) + b(cos O — i sin 6)] ]
= [(1 )2t [(a +b)cos @ +i(a - b)sing))] |.
Portanto, Z'AZ = (1 = )%t [(a + b) cos @ +i(a — b)sin0))], 0 <t <1e0 <0 < 2r. n

3.2 Representacao grafica de W(A)

Nesta Subsecdo, serd representado graficamente o W (A). Para esta finalidade, seguiremos os
mesmos passos de [ 1, 7]. Antes de iniciarmos o problema mais geral, € interessante considerarmos
como “aquecimento” o caso de matrizes 2 X 2. Vamos demonstrar o seguinte resultado classico bem
conhecido.

Teorema 26 (Dominio eliptico)
O dominio numérico de uma matriz 2 X 2 complexa é a regido do plano complexo delimitada
por uma elipse (possivelmente degenerada) com os focos em seus autovalores.

As ideias de [ 1] podem ser usadas para especificar um algoritmo para a determinagao de W (A).
Focamos em Wy, (A, ) como nossa aproximagao para W (A). Suponha que A € M,(C) e um nivel
pré-especificado de tolerancia A > 0 sejam dados. Para um elemento arbitrario B € M,,(C), por

1
conveniéncia definimos H(B) = E(B + BT, a “parte hermitiana” de B. Nossa abordagem baseia-se

principalmente nas propriedades P1-P2 acima e nos seguintes fatos diretos. Seja Aj;(B) o maior
autovalor de B se B € M,,(C) for hermitiano. []

Suponhamos A = (a;;) e M, (C), as matrizes complexas n X n; entdo o campo de valores de A é
definido pela Equacao (2).

Pelas propriedades P1-P8, vimos que W (A) é convexo, fechado e limitado.

De [1], para qualquer A € M, (C), temos

e W (ePA) =W (A). )

Demonstraciio 27 Decorre de P4 e P5 Notem que para zo = €', teremos uma rotagéo em C.
Substituir ¢’ A em (2):

(7 (o) 2
W(e’A): TEClO?&ZGCn

Multiplicar a esquerda por e :

. . 21 (eA) Z
e w (e’gA) = {e_’e% eC|0+ZE€ C”}.
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Escrever ¢'? em evidéncia no lado direito:

. . 0 wZ AZ
e 1w (e“gA) ={e e "_—_— cC|0#ZeC"}.
YAVA

Mas, e ei? = 1:

: : Z'AZ
e"GW(e’QA) 1222 cCl02Z el =W (A).
VAVA
[ ]
A propriedade:
max R(Z)= max r=Ay(H(A)), (10)
ZeW(A) reW(H(A))
1 .
onde H(A) = E(A +A").
Além disso, as trés condicdes a seguir em x € C", satisfazendo Z'Z = 1, sdo equivalentes:
R(Z'AZ) = max R(Z); (11a)
ZeW(A)
Z'H(A)Z= max r; (11b)
ZeW(H(A))
H(A)Z =Ay(H(A))Z. (11c)

1
Demonstraciio 28 A equivaléncia de (11a) e (11b) segue do cdlculo R(ZTAZ) = 5(z’fAz +

Z'A'Z)=Z"H (A) Z. Se{Z\,--- , Z,} é uma base ortonormal de autovetores da matriz hermitiana
H (A), Z; associado ao autovalor A, entdo Z pode ser escrito Z = Z;le a;Z; com Z’}zl aja; =1
(desde que Z'Z = 1). Assim, Z'H (A) Z = Z?:l aja;Aj, de onde a equivaléncia de (11b) e (11c)
¢é imediatamente deduzida. A equivaléncia de (11a), (11b) e (11c), é claro, implica na afirmagao

(10). [ |
Na Figura 2 é mostrado o campo de valores da matriz A duplamente estocastica’

03 0.4 0.3
A=100 05 05|. (12)
0.7 0.1 0.2

Observe que a o somatorio das linhas e colunas da matriz € igual a 1, pois os elementos sdo
probabilidades. Os autovalores sao 41 = 0.2236i, 1, = —0.2236i e A3 = 1, logo a matriz A nao €
hermitiana. Por exemplo, matrizes duplamente estocdsticas sdo espectrais, ou seja,

p(A) =r(A),

2Uma matriz duplamente estocdstica, também conhecida como matriz bistocdstica, € uma matriz quadrada onde
todos os elementos sdo ndo negativos e as somas de cada linha e coluna sdo iguais a 1. Em outras palavras, € uma matriz
que representa uma distribui¢do de probabilidade em que as probabilidades marginais tanto para as linhas quanto para

as colunas sio todas igualmente 1. Formalmente, uma matriz duplamente estocéstica de ordem n € uma matriz n X n
n

cujos elementos a;; satisfazem as seguintes condigdes: a;; > 0 para todos i, j. Z a;j = 1 para todos i, ou seja, a soma
Jj=1

dos elementos em cada linha € igual a 1.
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onde p(A) é o raio espectral e o raio numérico de A € M, (C) € definido por:

r(A) = max .
(A) ZEW(A)IZI

A matriz (12) tem p(A) = 1 e r(A) = 1 = Zyx iguais.
1
Neste caso, para a matriz (12), a parte hermitianade A € H(A) = E(A + AT), logo,

0.3 0.2 05
H(A)=10.2 05 03
0.5 03 0.2
¢ uma matriz simétrica que € a parte hermitiana de A, cujos autovalores sdo: A; = —0.2646,

Ay =0.2646 ¢ 13 = 1.0000 = Ay H(A).
Observe que (10) implica que a reta paralela ao eixo imaginario a uma distancia Ay (H(A)) = 1 ¢é
uma tangente a W(A). A afirmacio (9) pode ser usada via rotacdo para determinar outras tangentes.

Figura 2: Dominio numérico da matriz estocdstica (12), com a reta tangente em Ay H(A) = 1eo
ponto de tangéncia em (1, 0).

i Dominio Numérico de uma matriz 3x3

0.3}

0.2f

01f

Parte Imaginaria
o

-0.1¢F

0.2t

-0.3F

0.4 : : . : : :
04 02 0 02 04 06 08 1

Parte Real

Fonte: elaborada pelos autores a partir de [1, 8].

Para a matriz (12) implica que podemos sempre localizar o “limite esquerdo” de W(A), o qual
serd a reta vertical com z = Ay H(A), o maior autovalor da matriz hermitiana H(A), ver Figura 2.

Para determinar o ponto de tangéncia do dominio numérico da matriz (12), pode-se determinar
Zmax O autovetor (unitario) de H(A) associado ao autovalor zy; = AyyH(A) = 1, sendo que neste
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caso,é Zi = [ 1/V3 1/V3 1/V3 ]T. Note que Z;, Zy = 1 e que o raio numérico também pode
ser determinado pela Equacgao (11b):

[03 02 05 1/V3
ZIH(A)Zy = max r=[1/V3 1/¥3 1/¥3] |02 05 03 || 1/V3 |=1.
zeW(H(A))
0.5 03 02 || 1/v3

O ponto,
M = ZZ/IAZM eC
E o ponto de tangéncia da reta vertical com W(A), isto decorre diretamente das propriedades P3 e

P7.
03 04 03][1/V3

i =Z,AZy=[1N3 153 1/¥3]7]00 05 05[] 1/v3 |=1.
0.7 0.1 02 || 1/v3

Este ponto de intersecdo de W(A) com a reta z7 € (1,0) sobre o eixo real, destacado na Figura
2 pelo autovalor Ay, (A) = 1, coincidentemente.

3.3 W(A) Degenerados

Para que o Tr(UAU) se anule, precisamos que:

c

© = 46§ be it
em que w um numero real e que tan26 = 2w. Ocorre que sempre € possivel encontrar um ¢ €
[0, 27] tal que Jw = 0 em (13). (Ver Demonstragao 24).

(13)

~ : {0 a _ | sinf TR S —ip ¥
Demonstraciio 29 Se]amA_[b O],Z_e [€i¢COSQ]eZ =e [ sing e @cos |,

com ¢, Y € [0,2n], 0 € [0,7/2] e Z'Z = 1. Assim, substituir na Equacdo (2)

W(A) = {Z'AzecC|0#ZeC"},
0 a B i [ o i 0 al iy sin @
W([b 0 ) = {e | sinf e®cosd | b 0 1€ | vibcosg | €C
= {[ be™e P cos® aeVsind | eV i;m@ eC
e'?cosf

[ be e % cos Oe' sin @ + ae¥ sin Be'¥ €' cos ] € C}
{| be™®cosOsinf +ae'?sinfcosd | € C}
{cos 0 sin 6 (aei¢ + be_i¢)}.

Como,

1
sin20 =2sinfcosd — cos@sin@zisin%’.
Portanto,
0 a 1 ~ .
— ] ig —i¢
W([b O])—{zsm%’(ae + be )} (14)
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Isto é, W (A) € o conjunto de complexos z = x +iy.
Desenvolver o lado direito de (14) obtém-se:

Demonstracao 30 Consideremos:

€'Y =cos¢ +ising (15)

e =cos¢ —ising (16)
Substituir (15) e (16) em (14), tem-se que:

di|

{% sin26 (a (cos ¢ +isin @) + b (cos ¢ — i sin </)))}

1
Esin29 (acos¢>+iasin¢+bcos¢—ibsin¢)}

lsin26’((a+b)cos<]§+i(a—b) sin ¢)

Il
—N——N

2
= (a;—b) sin29c:os¢)+i((a;b) sin295in¢)}.
Logo,
X = (a+b) sin 26 cos ¢ a7
e
y= (“;b) sin 26 sin ¢, (18)

sdo as fungoes coordenadas da funcao complexa z(x,y) = x(60, @) +iy(0, ¢), para ¢, € [0,2n] e
6 € [0,7/2].

O caso a = b = 0 € trivial, W (A) serd um unico ponto, a origem, coincidindo com o tnico
autovalor da matriz A nesse caso. Se a = b, W (A) sera o intervalo real [—a, a], o intervalo limitado
pelos dois autovalores de A (ver P7). Estes sdo os casos degenerados. Em geral, teremos:

4x? N 4y2
(a+b)? (a-Db)?

= sin?(20). (19)

(Ver Figura 3).
Demonstracao 31 Da Equagdo (17), escrevemos:
2y = (a — b) sin 26 sin ¢,

elevar ao quadrado:
4y? = (a — b)*sin®(20) sin” ¢,

4y2

ey sin®(20) sin” ¢. (20)
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Analogamente com a Equacdo (18), temos:

42

 ain2 2
m = S (29) COS ¢ (21)
Adicionar as Equacoes (21) e (20), tem-se:

4x? N 4y2
(a+b)? (a-Db)?

sin(26) cos® ¢ + sin”(26) sin” ¢

sin®(26) (cos2 ¢ + sin’ ¢)
sin®(26)(1).

Portanto,
4x2 4y2

— in2
@1 D)2 + PR sin”(26).

O cddigo fonte a seguir, gera a elipse da Equagado (19) e suas degeneragdes, conforme plotagem
na Figura 3.

clear all

% Parametros da matriz
a=2; % Valor de a
1; % Valor de b

o
1l

% Matriz A
A=1[0a; b 0];

% Autovetores e autovalores
[V, D] = eig\left(A\right);

% Focos da elipse (autovalores)
focusl = D(1, 1);
focus2 = D(2, 2);

% Angulo theta para tracar a elipse
theta = linspace(®, 2*pi, 1000);

% Pontos da elipse
X (a+Db) /2 * sin(2 * theta);
y (a-Db) /2 * sin(2 * theta);

%elipe= @(x,y) 4*x"2/(a+b) + 4*y"2/(a+b) - sin(2*theta);

% Focos no plano complexo
focusl_point = real(focusl) + 1i * imag(focusl);
focus2_point = real(focus2) + 1i * imag(focus2);
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% Plota a elipse e os focos

figure;

plot(x, y);

hold on;

scatter(real (focusl_point), imag(focusl_point), ’r*’,
’DisplayName’, 'Foco 1’);

scatter(real (focus2_point), imag(focus2_point), ’'r*’,

’DisplayName’, ’'Foco 2’);

title(’Dominio Eliptico e Focos’);

xlabel (’Parte Real’);

ylabel (’Parte Imaginaria’);

axis equal;

grid on;

legend(’Elipse’, ’'Focos’, ’Location’, ’Best’);
hold off;

Na Figura 3(a), a elipse da Equacdo (19), degenera-se em um ponto no centro C = (0,0); na
Figura 3(b), a elipse degenera-se em um segmento de reta sobre o eixo real, nos vértices V| = (-2, 0)
e V> = (2,0); na Figura 3(c), a elipse degenera-se em um segmento de reta sobre o eixo real, nos
vértices V| = (—1,0) e V, = (1,0); e, na Figura 3(d), a elipse degenera-se em um segmento de reta
obliquo ao eixo real e agora os focos Fi = (—V2,0) e F» = (V2,0) sdo os autovalores, que estio
plotados sobre o eixo real.

0 a
A:[b()]. (22)

Em particular, nos quatro casos representados na Figura 3, as matrizes A sdao hermitianas, logo
o W (A) = [Amin, Amax].

Na Figura 3(a), os autovalores sdo nulos, logo o W (A) = 0; na Figura 3(b), os autovalores sao
A1 =-2edr =+2,logoo W (A) = [-2,+2]; na Figura 3(c), os autovalores sdo 1} = -1 e A; = +1,
logo o W(A) = [-1,+1]; e, na Figura 3(d), os autovalores sdo A; = V2 e Ay = +\/§, logo o

W (A) = [—x/i, +«ﬁ].

Demonstracao 32 Considere a seguinte matriz unitaria:

U< [ sing e'?cos 0 |
| —ecosf  sing
e a sua transposta conjugada:
Ut = [ sind  —e?cosf |
~ | e cosd sin @

com ¢ € [0,2n] e 6 € [0, /2], e considerem o produto,

UAUT = [ sin g ei‘ﬁcose}[c a ][ sin 6 —e“%os@]
—e®cos@  sinb b —c e cos 6 sin 6
B csind + be'? cos 6 asinf — ce'? cos O sind  —e'®cos6
B [ —ce ®cosf+bsind —ae'?cosh —csind ] [ e cos6 sin 6 }
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Figura 3: Elipses conforme a variacao dos parametros a e b da Equacgado (19) e matriz (22).
Fonte: elaborado pelos autores.

[UAU™]1

mas,

Logo,
[UAU]y,

(csin@ + be'? cos 0) sin O + (asin O — ce'® cos ) e~ cos 6
csin% @ + be'® cos 0'sin 6 + a sin O™ cos @ — ce'? cos Be™'? cos O
csin? @ + be'® cos O sin @ + ae™'? cos O sin @ — ¢ cos? @

cos@sin6 (be' + ae™'?) + ¢ (sin2 0 — cos? 0)

1 . .
5 sin26 (ae™® + be'?) - ¢ (0052 0 — sin’ 0) :

cos 20 = cos? @ — sin® .

1 . .
5 sin 20 (ae_’¢ + be’¢) — ccos26.

PEREIRA, F. C.; FERREIRA, J. S. P.; FELIXON, T. Estudo analitico e geométrico de dominio numérico de matrizes. C.Q.D. — Revista Eletronica

Paulista de Matematica, Bauru, v. 24, €24001, 2024.
DOL: 10.21167/cqdv24e24001

Disponivel em: https://sistemas. fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

21



e\
Te\
A

[UAU']2 = (—ce ™ cos 8+ bsin8)(—e'? cos0) + (—ae ™ cos @ — ¢ sin6) sin 6
= +ccos? 0 — be' cos @ sinf—ae™'? cosHsin@ — ¢ sin’ 6
= —be'® cossinO—ae™ cosOsin @ + c cos> O — ¢ sin’ 0
= —cosOsinf(be'’+ae™®) + ¢ cos’ 6 — ¢ sin’ @

1 . .
= -3 sin26 (ae™ + be'?) + ¢ (cos2 6 — sin? 9)

Logo,
1 . .
[UAU ] = — (5 sin26 (ae™™ + be'?) — c cos 20) )

As componentes diagonais do produto serdo:
1 . :
[UAUT1 = —[UAU ] = 5 8in20 (ae™ +be'®) — ccos 2. (23)
Para que se anulem, precisamos que:

1 . .
~sin26 (ae™ + be'?) —ccos20 = 0

1 . .
— sin 26 (ae_”” + be’¢) = ccos260

in 260 . .
Sn (ae_’¢ + be’¢) = 2c
cos 20 )
c
t 29 = — 7
an ae”'® 4+ bel?
tan20 = 2w
sendo que:

c

L 2
@ ae”? + pel¢’ (24)

¢ um niimero real sempre é possivel encontrar um ¢ € [0, 2n] tal que Jw = 0.

Demonstracao 33 Para provar que w é um niimero real, primeiro precisamos expressa-lo de uma
forma mais conveniente e entdo mostrar que sua parte imagindria, 3(w), é igual a zero. A formula
fornecida para w é (24).

Primeiramente, simplificaremos a expressao no denominador usando identidades trigonométricas.
Para comegar multiplicamos o numerador e o denominador por €' :

c e'?

ae™ ¢ + bel? T
ce'
ae el? + beiteid
ce'
ael + pei¢
ce'

a + be?¢

Agora, vamos expandir be*? usando a formula de Euler: €' = cos(6) +isin(6):

be*? = b (cos(2¢) +isin(2¢)).
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AgOI’Cl, podemos reescrever w cono:

ce'?

@= a+ b (cos(2¢) +isin(2¢))

A parte imaginaria de w é dada pela parte imaginaria do numerador dividido pela parte real do
denominador: )
I (ce'?)

R (a+ b (cos(2¢) +isin(2¢)))

Vamos calcular as partes real e imagindria de ce'®:

R(ce'?) c cos(¢)
I (ce'?) ¢ sin(¢)

E a parte real do denominador, a + b(cos(2¢) +isin(2¢)), é apenas a + b cos(2¢).
Agora, podemos reescrever a parte imaginaria de w como:

¢ sin(¢)
a+ bcos(¢p)
sin(¢) c

cos(¢p) _ 4}
cos(</é)

a+bcos(¢)’

ccc%ss(((ﬁqﬁ) )

a+bcos(¢p)

J(w) =

J(w) =

= tan(¢)

= tan(¢)

Agora, queremos encontrar ¢ tal que 3 (w) = 0:

_ csin(g)
"~ a+2bcos(¢)’

Para que isso seja verdade, precisamos que o numerador c¢ sin(¢) seja igual a zero, porque o
denominador ndo pode ser zero (caso contrario, w ndo seria definido). Isso implica que sin(¢) = 0,
o que acontece quando ¢ é um miultiplo inteiro de n:

¢ = nm,

onde n =0, 1,2. Portanto, podemos concluir que existe um ¢ € [0,2r] tal que I (w) = 0, e esse ¢
¢é um miltiplo inteiro de . [

3.4 Algoritmo

Para calcular os autovalores e os pontos de fronteira que compdem o dominio numérico, utiliza-
mos o Algoritmo 1 com o respectivo c6digo, tendo como entrada a matriz A e k iteracoes.

O dominio de valores de uma matriz ¢ um conjunto convexo no plano complexo que contém
todos os autovalores da matriz fornecida, este cédigo plota os pontos de fronteira deste conjunto e
os autovalores da matriz fornecida. O cédigo fonte fovals(A,k), é necessario declarar a matriz A
quadrada e o k € o numero de etapas (500 por padrao).
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Algoritmo 1 Determinaciao de W (A)

Entrada:
A e C™n > Matriz de entrada
N >0 > Numero de pontos na fronteira
Saida:
zk_list > Lista de pontos na fronteira
1: fork=0até N—1do
2: ¢ — %
3: Ay <« 0.5 (e_i¢A + ei‘ﬁA?)
4: Calcule os autovalores (Amax, Zmax) de Ay
5: 2k — €7 axAZmax
6: Adicione zk a lista zk_list

7: end for
8: Retorne zk_list

function fovals(A,k)

%A=[0 1 00; 00 -20; 000 3; -400 0];
A=[0 2 ; 1 0];
k=100;
EPS = 0.0000000000000000000001*11;
[m,n]=size(A);
ifm "=n
disp(’A matriz deve ser quadrada’)
return
end
[Vo,Do] = eig(A);
tr = trace(A)/m;
A=A - tr.*eye(m);
if nargin ==1
k = 500;
end
for ind = 1:k
theta = 2*pi*ind/k;
[vect,D] = eig(0.5.%((exp(li*theta).*A)+(exp(li*theta).*A)’));
[a,b] = max(D*ones(m,1));
V = vect(:,b)./norm(vect(:,b));
pto(ind) = V’*A*V;
end
plot(pto + (tr*ones(l,k)) + (EPS*ones(1l,k)));
hold on
plot (Do*ones(m,1) + (EPS*ones(m,1)),’d’,’MarkerSize’,12,
’MarkerEdgeColor’, ’
’LineWidth’, 3)
title(’Dominio Numérico de uma matriz 2x2’);

r’, ’MarkerFaceColor’,’g’,
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xlabel(’Parte Real’);
ylabel (’Parte Imaginaria’)
hold off

grid on

Inicialmente, tomamos a matriz nao simétrica e nao hermitiana:

0 2
A= [ 1 0 ] . (25)
_ . .. o w“_| 0 L5
com autovalores 1 = +V2. A sua parte hermitiana é: H(A) = 5(A+AT) = 15 0 |- Os

autovalores de H(A) sdo 4 = 1.5 € R, com isso, temos que a reta tangente ao se W(A) “passa”
por AyyH(A) = 1.5, conforme visto na Figura 4(a). Esta matriz ndo é hermitiana, mas sua parte
hermitiana tem autovalores reais. O c6digo mostra que a reta tangente a0 dominio numérico passa
por Ay H(A) =1.5.

Em seguida:

i 2
A:[l ] 26)

0 1.5
1.5 0
autovalores de H(A) s@ao A = 1.5 € R, com isso, temos que a reta tangente ao se W(A) “passa”
por Ay H(A) = 1.5, conforme visto na Figura 4(b), porém, vale destacar que os autovalores sdo
diferentes da matriz anterior e consequentemente o formato do W(A) também € diferente. Esta
matriz também nao é hermitiana, mas sua parte hermitiana tem autovalores reais. O c6digo mostra
que a reta tangente ao dominio numérico passa por Ay H(A) = 1.5, mas os autovalores sdo diferentes
da matriz anterior.

A terceira matriz a seguir

com autovalores 4 = 1. A sua parte hermitiana é: H(A) = %(A +AT) = [ ] . Os

0 1 0 O
0 0 -2 0

A= 0 0 0 3 @D
-4 0 0 O

com autovalores A; = —2.2134, 1, = +2.2134i, 13 = —-2.2134i e A4 = 2.2134, ndo é hermitiana,
entretanto a sua parte hermitiana €:

0.0 05 00 =20
05 00 -1.0 0.0
00 -1.0 0.0 15
-20 00 15 0.0

H(A) = %(A +A") =

Os autovalores de H(A) sdo: A1H(A) = —2.6992, 1,H(A) = —0.4631,13H(A) = —-0.4631 e
A4H(A) = 2.6992 € R, com isso, temos que a reta tangente ao se W(A) “passa” por Ay H(A) =
2.6992, conforme visto na Figura 4(¢). Esta matriz tem autovalores complexos, mas sua parte
hermitiana tem autovalores reais. O c6digo mostra que a reta tangente ao dominio numérico passa
por Ay H(A) = 2.6992.

O W(A) da Figura 4(d) é de uma matriz randdomica 10 X 10 e presume-se a partir de uma
observagao que o seu autovalor maximo seja aproximadamente 5.5. Uma matriz aleatoria € gerada

PEREIRA, F. C.; FERREIRA, J. S. P.; FELIXON, T. Estudo analitico e geométrico de dominio numérico de matrizes. C.Q.D. — Revista Eletronica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 24, €24001, 2024.
DOI: 10.21167/cqdv24e24001 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

25



il Dominio Numérico de uma matriz 2x2 Dominio Numérico de uma matriz 2x2
: 15

~ B
0.4 . o
///
5
02 o5
o0 @ ¢
02 i
ot r”
| )

Parte Imaginaria
o
Parte Imaginaria

04 \ 1 s
06 15
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 15 1 05 0 05 1 15
Parte Real Parte Real
(a) Matriz (25) (b) Matriz (26)
. Dominio Numérico de uma matriz 2x2 e Dominio Numérico de uma matriz 2x2
AT
2 / ’
o1 8
£ 2
[=2] j=2)
Eor | @ ¢ £
[+1] Q
; 3 3
& a .
-2 0 ,//
3 15
-3 -2 -1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 4 5 6
Parte Real Parte Real
(c) Matriz (27) (d) Matriz randdmica A = rand(10, 10)

Figura 4: Dominios numéricos de matrizes.
Fonte: elaborado pelos autores.

e o codigo presume que seu autovalor méximo seja aproximadamente 5.5.

As Figuras 4(a)-(d) mostram os dominios numéricos das matrizes mencionadas. Essas figuras
ilustram como os autovalores das diferentes partes das matrizes contribuem para a forma do dominio
numérico.

4 Conclusao

Neste estudo, exploramos o conceito de dominio numérico de matrizes, investigando suas pro-
priedades fundamentais e apresentando suas demonstracdes. Nosso foco recaiu tanto na andlise
analitica quanto na interpretacdo geométrica do dominio numérico, através da andlise de exem-
plos concretos. Ao examinar essas propriedades, destacamos as conexdes intrinsecas entre esses
conceitos e a distribuicao dos autovalores das matrizes em questao.

Na vertente computacional, adotamos o algoritmo proposto por Charles R. Johnson, uma ferra-
menta essencial para visualizar o comportamento dos autovalores no plano complexo, delimitados
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pela regido convexa, conforme ilustrado nas figuras apresentadas neste trabalho.

Para determinar o dominio numérico de uma matriz A, representado por W(A), empregamos o
algoritmo da funcao fovals(A,k), onde A € uma matriz quadrada e k € o nimero de iteracoes. Para
elucidar os resultados, inicialmente consideramos uma matriz ndo simétrica e nao hermitiana de
ordem 2 X 2, seguida por uma matriz nao hermitiana de ordem 4 x 4. Essa abordagem nos permitiu
examinar uma variedade de cendrios e compreender como as propriedades das matrizes influenciam
seus dominios numéricos.
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