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O objetivo deste trabalho € examinar o Modelo de Roche cri-
ado pelo astronomo e matematico franceés Edouard Roche, suas
implicacdes para o estudo de sistemas bindrios préximos e ana-

Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664 lisar uma forma simplificada do mesmo, a fim de entender,
v. 24. 2024 na pratica e em um nivel de iniciacao cientifica, suas propri-
Artigo de Iniciagdo Cientifica edades, seus equipotenciais € o limite de Roche. O artigo

apresenta em uma primeira parte de iniciacdo em conceitos
de sistemas bindrios, energia potencial e o problema dos dois
corpos, além das ferramentas de linearizacdo que serao ne-

Henrique Casellato Vitorio Rodri-  cessarias para a investiga¢cao do problema. Uma segunda parte
gues da Costa do artigo € dedicada a contextualiza¢do da problemaética e o mo-
DCM/FFCLRP tivo pelo qual existiu, no passado, a necessidade da criagdo de
Universidade de Séo Paulo um novo modelo matematico para o estudo de estrelas bindrias
hcasellato @usp.br préximas. Por fim, serdo usados todos os conceitos apresenta-

dos nas se¢Oes anteriores para estudar, de uma forma substan-
cialmente simplificada, um sistema binario com uma fungao
que define seus equipotenciais.

Palavras-chave: modelo de Roche.  sistemas bindrios
proximos. estrelas bindrias préximas. equipotencial.
linearizagdo. limite de roche. problema de Roche.

Tiago de Carvalho
DCM/FFCLRP
Universidade de Sao Paulo
tiagocarvalho@usp.br

Abstract
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1 Introducao

Quando se pensa em tratar do problema de Roche, € necessaria uma pequena introdugdo as
estrelas bindrias proximas, ja que o Modelo de Roche (que serd explicitado mais a frente) parte dessa
base tedrica. Apos tal introducdo conceitual, serd estudada, nesse artigo, uma simplificacdao desse
modelo, ja que o estudo dele em seus detalhes estd fora do escopo de uma pesquisa em iniciacao
cientifica.

Para o completo entendimento tanto da simplificagdo quanto do modelo em si, iremos fazer uma
breve introducao aos conceitos de energia em sistemas dinamicos, ja que o modelo em questao trata
de curvas de energia potencial constantes. Ademais, também serd explicitado uma introducao ao
problema dos dois corpos, pois o problema de Roche €, em linhas gerais, um problema dos trés
Corpos restritos.

2 Linearizacao

Definicao 1 Um ponto xo € R" é chamado de ponto de equilibrio ou ponto critico de um sistema
ndo linear

&= f(x), ey

se f(xo) = 0. Um ponto de equilibrio xo é chamado de ponto de equilibrio hiperbélico se nenhum
dos autovalores da matriz das derivadas parciais de f, D f(xo) de (1) tem parte real nula. O sistema
linear

X = Ax, 2)

com a matriz A = D f(xo) é chamada de linearizacao (1) em x.
Dado o sistema ndo linear (1), é possivel determinar qualitativamente seu comportamento local
perto de um ponto de equilibrio hiperbolico por meio do comportamento do sistema linear (2) com

amatriz A = D f(xg), perto da origem. A func¢ao linear Ax = D f(x¢)x € chamada de parte linear
de f em xo. Se xo = 0 € um ponto de equilibrio de (1), entdo f(0) = 0 e, pelo Teorema de Taylor,

f(x)=Df(0)x + %sz(O) (x, %) + ...

Segue que a fungdo linear D f(0)x € uma boa primeira aproximagao para a fun¢ao ndo linear f(x)
perto de x = 0 e € razodvel esperar que o comportamento da linearizagao de (1) em x = 0 €
aproximadamente o comportamento do sistema em si perto de x = 0.7

3 Energia em um sistema mecanico

Para introduzir o conceito de energia em um sistema mecanico, considere uma particula sob acao
de um campo de forcas f : R — R com trajetdria x(t). A energia cinética da trajetdria x(¢) no
tempo 7 é

E mostrado na seciio 2.7 da referéncia (Perko, 1991) que este é o caso de fato se a matriz D £ (0) nio tem autovalores
nulos ou puramente complexos.
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Ee(¥ (1)) = 5 (1)

a energia potencial da trajetoria x(¢) no tempo 7 é

Ux(1)) = - F(y)Ay,

X0

e a energia total da trajetéria x(¢) no tempo ¢ € a soma de suas energias cinética e potencial, ou seja,

E(x,x' (1)) = %mx’(l)z + U (x(1)).

O valor da constante x( escolhida na definicao de energia potencial ndo é muito importante pois €
mais natural pensar que a energia potencial € uma funcdo E,, que depende apenas da posi¢do x € R,
isto é, E,(x1) = U(x1) = - le f(y)Ay (o que na verdade se quer é U’(x) = —f(x)). Em outras
palavras, o potencial U € definido a menos de uma constante aditiva: U(x) ou U(x) + « (sendo «
uma constante real) definem o mesmo campo de forcas e portanto produzem o mesmo efeito no
modelo. Por outro lado, a energia cinética depende somente da velocidade.

Por fim, a energia total € uma fungao de ambas as varidveis no espago de fase, ou seja, E (x,x) =
%m)'c2 + U(x). Para unificar a escrita, € comum considerar as energias cinética e potencial definidas
no mesmo espaco de fase (x, x), mesmo que dependam somente de uma dessas variaveis. Portanto,
comE., E,: R? — R dadas como E,(x, %) = %mx e E,(x,x) = U(x) resultam em:

Ei(x,x) = Ec(x,%) + E,(x,X).

Um campo de forgas f(x) definido em R € dito conservativo se existe uma funcao U (x), denominada
como potencial de f, tal que

U'(x) = = f(x).
Como assume-se que f s6 depende da posi¢ao x, sempre se obtém U : basta tomar qualquer primitiva

de f.

Teorema 2 (Teorema da Conservacio da Energia Total) Considere um campo de forcas f(x)
conservativo e com potencial U = E,,. Se x(t) satisfaz a Lei de Newton, mx" (t) = f(x(t)), entdo é
constante a energia total ao longo de x(t).

Definicao 3 Uma integral primeira de uma equacdo diferencial autonoma de primeira ordem x' =
F(x) definida em aberto A C R" é uma funcdo W : A — R que é diferenciavel e ndo constante
em qualquer aberto contido em A, mas que é constante ao longo de cada trajetoria da equagao
diferencial, ou seja, que W' (x(t)) = 0 para qualquer solugdo x(t) € R" de x’ = F(x).

Pelo Teorema da Conservacao da Energia Total, E; € uma integral primeira da equacao diferencial
de primeira ordem (x’,x") = 7/ = F(z) = F(x,x) = (%, % f(x)) associada ao sistema mecanico
mx” (t) = f(x(t)) e portanto cada solugdo z(7) = (x(¢),x’(¢)) permanece dentro de exatamente uma
unica curva de nivel E (x, X) constante da func¢io energia total.
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Definicao 4 Uma equacdo diferencial (ou campo de vetores) de primeira ordem em A C R”,
x" = F(x), é dita integravel se existe um numero suficiente de integrais primeiras, a ponto de
permitir identificar as curvas (conjunto de pontos do R") definidas pelas trajetorias do sistema.

Definicao S Diz-se que sdo linearmente independentes as n— 1 integrais primeiras Wi, Wa, ..., W,,_1
se, para todo x € A, sejam linearmente independentes os vetores VW|(x), VW, (x), ..., VW,_1(x).
Segue, do teorema da funcdo implicita, que n — 1 integrais primeiras linearmente independentes
permitem identificar as curvas solucoes da equacdo diferencial x’ = F(x).

Em conclusdo, o Teorema da Conservacao da Energia Total permite identificar o conjunto dos
pontos nas curvas solu¢des no caso de sistemas conservativos unidimensionais com potencial U
pois as curvas solugcdes estao contidas dentro das curvas de nivel da fungdo energia total, E (x,x) =
%mxz + U(x). Para sistemas mecanicos em dimensio maior (com campos de forcas em R? ou em
R") a energia total por si s6 ndo permite identificar as solu¢des e sdo necessarias mais integrais
primeiras, as quais nem sempre existem em numero suficiente para que as trajetoria do sistema

possam ser identificadas.

4 Problema dos dois corpos

Considere um sistema onde duas particulas de massas mj € my com posi¢cOes x| € x2 que
deslocam-se livremente sobre R?. Foi observado por Newton que cada particula exerce, sobre a
outra, uma for¢a de atracao gravitacional de intensidade G%, onde G € a constante de gravitacao
universal. A direcdo da for¢a de atracdo f criada pela particula de massa m, que age sobre a de m
parte de x| para x, (e vice-versa). Pode-se supor que o sistema de coordenadas estd em repouso e
centrado no centro de massa das particulas.

Na andlise de campos de forgas em duas e trés dimensoes (Lopes, 1998), a lei de Newton
mx” = f(x) define uma equagao diferencial de segunda ordem em R3 ou uma de primeira ordem
em R®. Também, quando uma das duas particulas () tem massa muito maior que a outra, pode-se
supor que o sistema de coordenadas considerado esta centrado em x;. Considere, portanto, o0 campo

de forgas

X
Ix]1?

com x = (x1,Xx2,x3) € R3 - {0, 0,0}, que corresponde, por exemplo, a forca de atracao da Terra
sobre a Lua (de maneira aproximada). Para simplificar, serd considerado um sistema de coordenadas
normalizado em que Gmmy = 1 com m; e my as massas da Terra e da Lua, respectivamente.
Essa hipétese nao causa problema maior no resultado final da andlise, pois isto seria possivel com
uma mudanga de coordenadas linear em x e as conclusdes que sdo interessantes para o decorrer do
capitulo nao dependem dessas mudancas.

fx) =-

Definicdo 6 Um campo de forcas f : R" — R" é dito central se f(x) for sempre colinear com a
reta passando por 0 e x € R".

Proposicao 7 Seja f um campo de forcas conservativo com potencial U, ou seja, f = —VU. Entdo,
as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

As demonstragdes dos teoremas, preposicdes e lemas presentes nessa secdo podem ser encontrados no livro
Introdugdo a mecanica classica (Lopes, 1998).
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i) f écentral;
ii) Existe uma funcdo h : R— R tal que f(x) = h(||x||)x
iii) Existe uma funcdo g : R— R tal que U(x) = g(||x]|)

Definicao 8 O produto vetorial de dois vetores u = (uy,uz,u3z) e v = (vi,va,v3) em R3 ¢ o vetor
u x v € R? definido por
u u u u
3 1] det [ | 2]) .
V3 V1 V1 V2

Em termos geométricos, o produto vetorial u X v € R3, de u,v € R? ndo colineares, é o vetor
uxv = ||ul|||v] sin N onde N é o vetor unitario perpendicular aos vetores multiplicados (que segue
aregra da mao direita).

12%) us

UuXvy= (det[
%) V3

] , det

Proposicao 9 Se x(t) descreve o movimento de uma particula sob a acdo de um campo central em
R3, entdo x(t) x x'(t) é constante

Corolario 10 O movimento de uma particula sob a agdo de um campo central em R? fica restrito
a um plano. Mais precisamente, a trajetéria x(t) € R do campo nunca sai do plano determinado

por x(0) e x’(0).

Observacao 11 Pela Proposicio (9), se x(t) é a solucao de um problema mecanico sujeito a um
campo de forcas central, entdo

x X x" = (xpx3 — X3x), X3X| = X1X3, X1X; — X2x) = (€1, €2, €3) = constante.

Considere a equacio diferencial de primeira ordem na variavel (x, x) € R® dada por

x' =x

= Lfe)
onde (x,x) = (x1,x2,X3,X1,%2,%3) € f € um campo de forcas central. Foi mostrado na Proposi¢ao
(9) que a funcdo W : R® — R dada por

(x1,x2, X3, %1, X2, %3) > X2X3 — X3X2

€ uma integral primeira desta equagao. Na verdade, foram obtidas trés integrais primeiras no
resultado sobre a conservagdo do produto vetorial em um campo central.

Pelo Corolario (10), podemos considerar a lei de Newton restrita a um plano, que nada mais €
do que uma cépia do R%; mudando-se as coordenadas, é possivel supor que este plano é o R%. O
novo campo de forgas f, que é a restricio ao R? do antigo campo de forcas f definido em R?, é dado
naturalmente por:

X
f)=-r—==

|13
com x = (x1,x2) € R> = {0,0}. Devido a simetria circular deste campo de forcas, é natural
considerar coordenadas polares; nestas, a trajetéria do campo f € dada por x(¢) = (x1(¢),x2(¢)) =
r(t)(cos 8(t),sin6(r)).
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Definicao 12 O momento angular de um sistema mecanico dado em coordenadas polares é

h(r,6) = mr?f.

O momento angular de uma curva x(t) = (r(t),0(t)) em coordenadas polares é dado por h(t) =
mr? ()6’ (t).

Teorema 13 (Conservagdo do momento angular) Para uma particula movendo sob acdo de um
campo central, o momento angular h é constante.

Com a energia total e 0 momento angular, somente seria necessdria mais uma integral primeira
distinta em R* para identificar as curvas descritas pelas trajetérias da equagio diferencial x’ = F(x)
em R* definida por f. Para isso, supde-se que i = mr(t)?6’(t) # 0, pois, se para um certo o isso
acontece, pelo teorema de conservacao do momento angular o mesmo acontece para todo r. Em
particular, 6’ (¢) # 0 para todo ¢ e pode-se escrever r como funcdo de 6, r = r(6).

Denota-se

1
0) = —
u(®) r(0)
Lema 14 Se x(t) = (r(2),0(t)) = (r(6(1)), 6(t)) é solucao do problema dos dois corpos, entdo
h2 du 2
T_EC_%[(%)JFM ]

onde h = mr?6 é o momento angular (constante).

E entdo, a partir da prova do lema (14), obtemos a seguinte relacao entre r e 6
h?/m
3)
1+ ecos(6 —6p)

que € a equacgdo de uma conica em coordenadas polares de excentricidade e. A depender de e, esta
coOnica é

r(6) =

Hipérbole & e>1 & E>0
Pardbola & e=1 < E=0
Elipse — e<l < E<O0

pois a excentricidade e € dada por

2Eh?
ot
Em conclusao, foi obtido uma relacao entre r e 6, ou seja, foi encontrada a terceira e ultima
integral primeira. Portanto, o problema dos dois corpos ¢é integravel; as trajetérias (x(z),x(¢)) do
sistema sdo tais que as curvas x(z) determinam elipses, hipérboles ou parabolas, dependendo de e.

e=+/1+

Observaciio 15 Se V(r) = U(r) + h?/2r* é o potencial de um sistema mecdnico unidimensional,
entdo pelo Teorema de Conservagao de Energia Total, tém-se

2
mE +V(r)=Ep(r,7)=c
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onde c é uma constante que depende so da trajetoria, ou seja, r(t) satisfaz
” 2

7+U(r)+ﬁzc.

Teorema 16 Se x(t) = (r(t), 6(t)) descreve em coordenadas polares o movimento de uma particula
de massa 1 sob a acdo de um campo central conservativo em R* com potencial U(xy,x;) =

g(4 /x% + x%) = g(r), entdo r varia como em um problema mecanico unidimensional conservativo,

com potencial dado por
2

h
Vir)=g(r)+ —
(1) =8()+ 3
onde h é o momento angular, constante.

Por fim, é importante ressaltar que no problema dos trés corpos em R?, jd ndo se consegue
encontrar um nimero suficiente de integrais primeiras para identificar solu¢gdes e que para campos
nao centrais, nada do que foi feito nesta se¢dao pode ser utilizado.

5 Estrelas binarias proximas

Pela noite, é possivel observar diversos pontos de luz, que podem ser divididos em diversas
categorias. Existem, dentre essas categorias, as estrelas que sdo verdadeiramente tnicas (como o
Sol ou a supergigante azul Icarus), que podem ter diversos corpos celestes em sua Orbita (como
o proprio Sistema Solar em que a Terra se encontra). Alguns desses pontos de luz podem ser
pares de estrelas, com dois componentes movendo em Orbitas ligadas ao seu centro de massa,
que sdo chamados de Sistemas de Estrelas Binarias ou somente Estrelas Binarias. Ao focar na
evolugdo estelar desses sistemas, aqueles em que o caminho evolutivo de uma estrela é alterado
significativamente pela presenca da outra, podem ser considerados Sistemas de Estrelas Binarias
Proximas.

Em especifico nas estrelas bindrias proximas, as perturbacoes e interacdes entre essas estrelas
impedem que sejam analisadas simplesmente pela teoria newtoniana. Considera-se, primeiramente,
uma teoria de desvios do formato esférico ideal de uma estrela, que explica completamente os
fendmenos observaveis de movimento apsidal, circularizacdo das Orbitas e a sincronizacdo de
periodos estelares axial-rotacionais e orbitais. Estrelas em sistemas binarios dessa forma se encon-
tram acopladas por maré, da forma em que dois dos hemisférios dessas estrelas estao frente a frente,
enquanto que os outros dois sdo permanentemente evitados.

Pelo fato de estrelas bindrias proximas sofrerem distor¢des extremas de seu formato, tornou-se
necessario uma reformulacao dos modelos anteriores, essa reformulacdo foi nomeada Modelo de
Roche. Esse modelo considera o potencial gravitacional total de um sistema de dois pontos de massa
que se movem em Orbitas circulares proximas ao seu baricentro. Também, esse modelo foi bem
sucedido no estudo de diversas configuracdes de estrelas bindrias proximas, além de considerar a
transferéncia de massa e momento angular entre as estrelas, ou seja, o Modelo de Roche é crucial
para o estudo de sistemas bindrios proximos.

6 Modelo de Roche

O Modelo de Roche para estrelas bindrias tem seu nome a partir do matematico francés Edouard
Roche, que investigou a matematica do problema dos trés corpos restritos. Esse problema consiste
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em duas massas que movem-se em Orbitas circulares ao redor de seu centro de massa, enquanto um
terceiro corpo de massa infinitesimal se desloca no campo gravitacional dos outros dois.

Para um determinado valor do potencial gravitacional total ® que € experimentado pelo terceiro
corpo, uma superficie hipotética tridimensional pode ser construida ao redor das duas massas que
representaria a regiao do espaco onde o movimento dessa terceira particula seria nula em relacao ao
sistema de coordenadas que percorreria uniformemente essas Orbitas. Para uma gama de @, essas
superficies de velocidade zero perto de cada ponto de massa estdo aninhadas ao redor de cada um
desses pontos, enquanto que as mais distantes estao englobando as duas massas.

Dessa forma, essas superficies de velocidade nula sdo idénticas as superficies de potencial
gravitacional constante em um sistema de dois corpos. A superficie de uma estrela € uma superficie
equipotencial e entdo, uma descricao dessa superficie prové um meio de quantificar o formato de
superficies estelares em um sistema bindrio.

A origem estd no centro de massa da estrela mais massiva (de massa M) e roda com velocidade
angular w constante. A estrela menos massiva, de massa m, estd a uma distancia a = 1 da origem.
Com um sistema de referéncia em rotagao, as posi¢oes das duas estrelas estao fixadas em (0,0, 0) e
(1,0,0). Logo, o potencial gravitacional ® experimentado em uma posi¢ao P(x,y, z) € a soma de
seus dois potenciais ponto-massa e o potencial rotacional, nomeadamente,

GM Gm ? m 2
(=37 =7
M+m

onde r; = Vx2+y2+z2ery =/ (x = 1)2+y2+z2. Com a = 1 e rotagio sincrona em uma 6rbita
circular,

2
w? (2_7T) — G(M—-I-m) =G(M +m).

“\P a’
Define-se uma quantidade ®,, = -2®/G (M + m) e uma razao de massa ¢ = m/M com g € (0, 1],
entao

o, = + +
" (I+qg)r1 (1+qg)r 1+

A quantidade @, € o potencial normalizado e pode ser calculado em qualquer posi¢ao (x,y, z) ao
redor dos dois pontos de massa.

2
2 2q ( Q) 2
x——\ +y°.
q
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Figura 1: Potencial normalizado ®, com ¢ = 0.5

O limite de Roche é o que define dois volumes, os [6bulos de Roche, que sdo limitantes pois
especificam o volume médximo que uma estrela pode ocupar em sistema bindrio e ter todos os seus

constituintes (dtomos, ions, etc).

7 Simplificacao do modelo de Roche

Para o escopo dessa pesquisa, serd estudado o sistema de equagdes que imita os equipotenciais
de Roche:

x'=y
D(x) =1, 3
Yy =-x"+x

com retrato de fase:
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Figura 2: Retrato de fase da funcido ®(x)

Seus pontos de equilibrio sao obtidos da forma

[3] ) [x(l fﬁ)] |

Logo, é trivial que os pontos de equilibrio serdo x; = (0,0), x, = (1,0) e x3 = (—1,0). Sua matriz
jacobiana serd

0 1
A=D(x) = [—3x2+1 o]'

Para x,

D®(x) = [(1) (1)]

tem autovalores A, = +1 e portanto, ponto sela em f(x;). Agora, para os pontos x € x3,

0 1
D®(xz) = DP(x3) =
-2 0
tem autovalores A;p = +i V2, portanto nio sido pontos de equilibrio hiperbélicos e ndo podem ser
analisados por linearizagdao como no ponto xj. Alternativamente, serdo analisados por suas curvas
de nivel. Para obter a equagao do potencial @, € trivial que
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entio®, = x> —xe ®, = y. Portanto, integrando as duas fungdes @ e as juntando, t€m-se a equacao
do potencial:

42y

d=— - — 4=
1 2+2+k,

sendo k uma constante qualquer. Para analisar suas curvas de nivel (quando @ = 0), a equacdo pode
ser rearranjada da forma

4
y== xz—%—2k &)

e aequacdo dentro daraiz quadrada u(x) = e—(€?/2)—2k (com € = x?) temraizesem € = 1+V1 — 4k,
ou seja, as raizes x; com i € {1, 2, 3,4} da Equacdo (4) sdo

xi=+V1+V1I—4k, xp=+y1-VI1 -4k,
x3=—-\1-V1—-4k, x4=-y1+V1-4k.

Ao analisar a quantidade de raizes reais em relacao ao intervalo I de valores de k, descobre-se que
existem quatro situagoes:

i) Quando k = 1/4, existem s6 duas raizes x; = 1 e x4 = —1, justamente os pontos de equilibrio
X2 = (190) € X3 = (_150)9

i1) Quando I = (0, 1/4), existem quatro raizes;

ii1) Quando k£ = 0, xp = x3 = 0, ou seja, para a simplificacdo dos equipotenciais de Roche em
questao, hd o limite de Roche. As outras duas raizes serdo x| = V2exs=-V2;

iv) Por fim, quando I = (-0, 0), serdo duas raizes.
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