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Extens6es algébricas de corpos: algumas
aplicacdes praticas

Algebraic extensions of fields: Some practical applications

Resumo
Neste trabalho, nosso objetivo principal é apresentar de
forma simples, o processo de construcao do corpo de raizes
de um polinémio f (x) e K[x] através da adjuncdo de raizes,
onde K € um subcorpo dos nimeros complexos €. S0 ex-
plorados alguns casos de racionalizagdo da Algebra Ele-
mentar, por meio de extensdes algébricas simples do corpo
dos numeros racionais, usando duas abordagens metodolé-
gicas distintas derivadas da Algebra Abstrata. O caso espe-
cial das raizes n-ésimas da unidade do polindmio
p(x) =x" —1¢ analisado do ponto de vista geométrico e da

obtencdo de seu corpo de raizes. Além disso, é apresentada
de modo didatico uma conex&o entre as raizes n-ésimas da
unidade e sua aplicacdo em processamento de sinais digi-
tais.

Palavras-chave: Algebra Abstrata. Racionalizacdo Algé-
brica. Processamento de Sinais.

Abstract
In this work, our main objective is to present, in a simple
manner, the process to construct the polynomial root field
f (x) e K[x] through the root’s adjunction, where K is the €

complex numbers subfield. Some cases of rationalization in
Elementary Algebra are explored through simple algebraic
extensions of the rational numbers of fields, adopting two
distinct methodological derived from Abstract Algebra.
The special case of the nth unity roots of the p(x)=x"-1
polynomial is analyzed from a geometric viewpoint and to
obtain the roots field. Furthermore, a didactic connection
between the nth roots of unity and their application in digi-
tal signal processing is presented.
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braic Rationalization. Signal Processing.
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1 Introducao

O “Teorema Fundamental da Algebra” foi proposto pelo matematico francés Jean Bap-
tiste Joseph Fourier e demostrado de forma completa pelo matematico alemao Carl Friedrich
Gauss em 1799, em sua tese de doutoramento na Universidade de Helmstadt [1]. Esse teorema
nos diz que o corpo C é algebricamente fechado, isto €, os unicos polindbmios irredutiveis e
unitarios do dominio euclidiano C[x] séo os fatores lineares da forma X—a, a <€ . Sabemos

que dado um corpo K e um polinémio f(x) e K[x] pode acontecer que f(x) ndo admita raizes

em K. Portanto, o problema de obtencéo de raizes passa pela construcédo de outro corpo F que
contenha o subcorpoK e f(x) admita pelo menos umaraiz sobre F , ou seja, F é uma extensao

do corpo K (veja[2]). Essa abordagem “construtivista” ¢ obtida pela adjun¢ado de raizes ¢ pode
nos levar ao corpo de decomposicdo de f(x) e K[x], sobreK . Isso acontece quando Kc C.

Nesse artigo daremos énfase as extensGes algébricas simples da forma
KcF=K(x)={f(a)/ f(x)eK[x]} =C, ou seja, por uma o etapa com a adjuncdo daraiz a € F

ao corpo K. Em decorréncia dessa adjuncéo simples é que IR(a=i)=C, ou de modo equiva-

lente, o corpo dos ndmeros complexos é isomorfo ao corpo gerado por IRe i=+/—1, onde i é
a forma dos "imaginarios”, ou na terminologia atual, unidade imaginaria de €. Os primeiros
resultados sobre a forma dos "imaginarios" podem ser encontrados, em 1747 na dissertacdo de
D’Alembert [3]. O estudo de extensdes algébricas de corpos que sera brevemente tratada nesse
artigo, € a base da teoria de Galois, a qual segundo Dean [4] relaciona a estrutura de subcorpo
de uma extenséo algébrica F contendo K, a estrutura de subgrupo do grupo G(F/K) dos auto-
morfismos de F que deixam fixados os elementos do corpo K. Desse modo, o conhecimento
dos subgrupos do grupo G(F/K) leva ao conhecimento dos subcorpos de F contendo K e, desse
modo, resolver equacdes do tipo f(x) =0 e mostrar quais delas sdo ou nao sollveis por radicais

[2]. Obter corpo de raizes de um polindmio f(x), ou da equacdo f(x)=0pode ser relevante

em particular, em problemas praticos. Por exemplo, o oscilador harménico (MHS) simples para

0 estudo de pequenas vibracdes mecanicas em torno de uma posicdo de equilibrio, tem como
2

modelo a equacdo dada por %+ p’x=0; pelR [5], que tem por equagdo caracteristica um

polindbmio quadratico, cujas raizes, podem ser resolvidas facilmente por radicais. Segundo Bas-
sanezi e Ferreira Junior [6] o desenvolvimento da Fisica Atdmica, foi baseada em grande parte
nesse modelo mecénico.

Portanto, devido a relevancia desse tema, o objetivo desse artigo é abordar de forma re-
sumida a porta de entrada para o estudo do grupo de Galois, que sdo 0s corpos de raizes de um
polinémio irredutivel sobre um corpo K, aqui associada a importantes aplicacdes praticas da
dita "Algebra Abstrata”. A nogdo de extensdes de corpos é realizada integralmente na se¢éo 2.
Em seguida séo apresentadas as secOes das aplica¢Oes todas dependentes da se¢do 2, mas ndo
necessariamente apresentando conexdes entre si. Por exemplo, na aplicagédo 3.1 obtém-se o
corpo de decomposicdo do polindmio x*>—3sobre @, o qual sera usado na aplicacéo 3.3 e no

problema grego da duplicagéo do cubo.

As aplicagdes 3.3 e 3.4 sdo importantes, pois mostram trés métodos distintos de raciona-
lizacdo, dois deles usando o corpo de extenséo e, outro, usando a Algebra Elementar. Nesse
sentido, estabelecemos aqui uma proposi¢éo original baseada na teoria de extensdes, de modo
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que uma classe de fragdes com denominadores irracionais pode ser efetivamente resolvida por
meio de sistemas lineares invertiveis. Acreditamos que essa metodologia devido a sua simpli-
cidade, possa vir a ser adotada a partir do nono ano do Ensino Fundamental.

A secdo 4.1 mostra o corpo de raizes da unidade dado pela equagdo x"-1=0. Na secdo
4.2 sdo apresentados os polinémios ciclotdmicos que apanham as suas raizes como mostrado
na secdo 4.1. Finalmente na sec¢do 4.3 tem-se o corpo de decomposi¢do do polinémio x" —c
sobre o corpo dos nimeros complexos. A se¢do 4.4 é uma aplicacdo sobre processamento de
sinais digitais que utiliza fortemente a secdo 4.1, a qual contém a base tedrica necessaria para a
fundamentacdo dos conceitos da teoria de sinais digitais. O desenvolvimento da se¢éo 4.4 que
trata da obtencdo da matriz de Fourier em processamento de sinais digitais foi realizado com
detalhes que ndo consta das referéncias aqui citadas. Como por exemplo, a construcdo da base
ortonormal para o espaco dos sinais discretos periddicos que combinado com o teorema da
decomposic¢do ortogonal permite a um publico mais amplo entender a origem da matriz de Fou-
rier que é uma ferramenta importante segundo Kim [7] para transformar informacdes entre a
frequéncia e o tempo. Tal detalhamento ndo constam das referéncias aqui citadas. Na pesquisa
bibliografica foram poucas as publicacdes disponibilizadas com énfase nos temas aqui analisa-
dos, exceto Rezende [8] que utilizou o corpo de raizes da unidade em aplicacfes particulares
do Teorema de Dirichlet para progressdes aritméticas em reticulados com énfase na teoria de
informacdo e, na historia da resolucdo do ultimo Teorema de Fermat. Também o problema de
duplicacdo do cubo pode ser encontrado no texto reportado por Miguel [9], mas com poucos
detalhes.

2 Extensoes algebricas de corpos

Seja K um corpo e Lo K uma extensdo de K . Diz-se que a €L é algébrico sobre K se
existe um polindmio ndo nulo f(x)eK[x], tal que f(x)=0. Por exemplo, «=+/2 ¢ algébrico
sobre @, pois f(x)=x"-2eQ[x] seanulaem a=+/2.Separatodo aeL>K , « éalgébrico
sobreK , entdo Lo K diz-se uma extensdo algébrica [1].

Proposicao 1: Seja p(x) e K[x]unitario e de menor grau tal que p(a)=0, isto é, « é algébrico
sobre K. Tal polindmio (Unico) é irredutivel em K[x], ou seja, se p(x)=g(x)h(x), com
g(x); h(x) € K[x] entdo g(x)ou h(x) pertence a K.

Demonstracdo: De fato, como p(e)=0 tem-se que p(a)=g(a)h(a)=0=g(a)=0 ou
h(a)=0,pois K(a)={f(a)/ f(x)eK[x]} €um subdominio de L que contém K (veja [1]). Pela
minimalidade do grau de p(x),entdo g(x) ou h(x)deve ter grau zero, ou seja, g(x) ou h(x) é
um polindmio escalar. Indicaremos esse polindmio unitério e irredutivel por p(x)=irr(a,K)
onde p(a)=0 [1]. Para ver que K(«) o K, basta fazer f(x)e K aplicado em « 0 que resultara
que todos os elementos do corpo base estdo também em K(a).

Teorema 1: Seja (p(x)) = p(x).K[x] o ideal em K[x] gerado por p(x), onde p(x)=irr(e,K)é 0
polinbmio ménico, irredutivel e de menor grau em K[x] que se anula «. Nessas condi¢des
tem-se
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KIx]
(p(x)
Em outras palavras, K(a)(=F)é uma extensdo de K onde p(«)=0, ou seja, p(x) é redutivel
em F[x](=K(a)[x]).

Demonstracdo: Vamos provar o isomorfismo (1) usando uma abordagem sintética. Seja
v . K[X]>K(a)=FcL

f(x) > w[f(X)]=f() )

Essa funcdo € um homomorfismo do dominio K[x]no corpo F. Além disso, ¥ é so-

brejetiva pela propria definicéo, isto é, Imy =K[a]. Como y[f(x)]=0= f(a)=0, entdo yé

injetiva. De fato, pela minimalidade do grau de p(x) devemos ter f(x)e(p(x)). Portanto

NI(w)=(p(x)) ou dito de outro modo, o nicleo de y é formado pelos polindmios de K[x]que
sdo divisiveis por p(x). Desde que y é um homomorfismo sobrejetor com NI(y)={p(x)) re-
sulta do teorema 3. A reportado por [10] que wvale o isomorfismo (1),

E-

=K(a)=F cL. 1)

F= <K([X3> =K(a)=F cLeque p(x) admite « como raiz no corpo F.
p(x
Seja ? a funcao definida por
. =_ Kix]
K[X] > F =
P> E =00 ®)

f(x) > F(x)=f(X)+{p(x)),
onde f(x) é aclasse residual do ideal (p(x)) aqual f(x) pertence.

Proposicdo 2: A funcdo ? definida na eq. (3) é um homomorfismo candnico entre o dominio

Pk =(0|

KXl eo corpo F. Além disso, restricdo de ? a0 corpo K. indicada por K & um isomor-

KIxl,

fismo dos polindmios escalares de ou seja, de K sobre as classes residuais da forma

€=c+{P(): com ¢ pertencente a K-

Demonstracéo: De fato Y sobrejetiva pela propria definicdo. Para verificarmos a injetividade
basta fazer

ol (@) =0l (¢,) &5 =C o5 -5 =0=(p(X)= p(x)|(c,-C,).

Como ¢, —c, tem grau zero e desde que p(x) tem grau maior ou igual a um, o polinémio
escalar ¢, —c, deve ser igual a zero, 0 que mostra que ¢ é também injetora. Segue que ¢|; é
um isomorfismo do corpo K sobre um subcorpo de F da forma ¢ =c+ (p(x)). Nesse sentido
podemos identificar c=¢ , paratodo c<K e, com isso, F oK.

Seja p(x)=irr(a,K) tal que p(x)=c,+cx+...+c,x" e K[x]. Pelo algoritmo da divis&o
em K[x] ([10]) existem Unicos q(x) e r(x) ambos em K[x] tais que f(x)= p(x)q(x)+r(x),
onde grau(r(x))<grau(p(x))=n,ou r(x)=0. Usando essa decomposicdo para f(x)e aplicando
(3) tem-se T (x)=o[f(X)]e[p(X)]+¢[r(x)]=T(x). Como ¢[p(x)]=0, isso significa dizer que
cada classe f(x) em F tem seu Unico representante r(x) de grau menor que n, o que nos leva
a natureza do corpo F formada pelos elementos da forma
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F={g+ax+.+ax"" a ek}, (4)

onde X =x+(p(x)). Como ¢ é um homomorfismo, ¢ leva 0 em 0. Logo temos que

0=¢(0) = [ p(X)] = p(C,) + @(c) P(X) +...+ @(C,) (X") =T, +EX +...+ G, X" (=P(X)).  (5)

Resulta de (5) que x é um zero de p(x) € F[x]. Portanto, o polinbmio p(x) irredutivel em
K[x]tem como imagem pela ¢, o polindmio p(x)<F[x] redutivel em F[x] com zero
X =X+(p(x)) .

Do isomorfismo (1) podemos estabelecer as seguintes identificacbesc <> te « <> X. Dai,
e usando a eq. (4) tem-se a natureza dos elementos do corpo F na forma

F:K(a):{a0+aia+...+an_la”_l; aieK}, (6)
sujeito a relagdo p(a)=c, +ca+..+c,a"=0,isto &, p(x) e K[x] tem uma raiz « sobre F, ou
seja, p(x)é redutivel sobre F[x]. Aqui F=K(a) € uma extensdo algébrica do corpo K onde
p(x)admite uma raiz «.

Proposicéo 3: Seja p(x) um polindmio irredutivel de grau n (n > 0) em K[x]. Se identificar-

KIx] , entdo F _ KX € um subespaco vetorial sobre K.

(p(%)) (p(x))

mos K como um subcorpo de F =

Demonstracéao: De fato, resulta da eq. (4) que o conjunto {1, E:---jn_l} gera F . Para verificar-

mos a independéncia de seus elementos basta fazer niléji =0=(p(x))= p(x)|g(x), onde
i-0

g(x)=n§aix‘, onde grau(g(x))<n. Dai, pela minimalidade de grau(p(x)) devemos ter
i=0

g(x)=0, o que resulta em a =0, i=12,..,n-1. Logo do isomorfismo (1) o conjunto
{1,a,...,a”‘1 } € uma base para F =K (a) COMO um espago vetorial sobre K.

Definicdo: Uma extensdo F o K é chamada uma extensao finita de K de grau n, se Fé um
espaco vetorial de dimensdo finita n sobre K . Em caso contrario F é dito uma extensdo infinita
de K onde escreveremos [F : K] para designar o grau de F sobre K (veja [4]).

Defini¢cdo: Chamamaos corpo de decomposicdo de um polinémio f (x) e K[x] sobre K ao menor
subcorpo de ¢ que contem K e todas as raizes de f(x) em € .Tal menor subcorpo existe e,
seré representado porGal(f,K)=K(e,...,), onde «,,...,a, S80 todas as raizes distintas de
f(x)em € (veja[1]).

3 Extensoes algebricas e racionalizacao de fragdes algébricas

Nesta secdo, sdo analisadas cinco aplica¢6es envolvendo a racionalizacdo de certas fra-
¢cdes com denominadores irracionais e o problema da duplicacéo do cubo.
Para a racionalizacdo dessas fragOes, duas metodologias foram adotadas com base na extenséo
algébrica de corpos, as quais puderam ser comparadas com a racionalizacdo da Algebra Ele-
mentar. Uma proposicao foi aqui estabelecida pelos autores para que uma classe mais geral de
fracOes irracionais pudesse ser racionalizada por meio de um sistema linear inversivel e, desse
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modo, esse conhecimento possa ser também acessivel a estudantes do fim do ciclo Fundamental
e do Ensino Médio.

3.1 Aplicacéao
Considere o polindmio p(x) =x>—3,sobre 0 corpo Q. Como a=+3¢Q, p(x)=x*-36
irredutivel em @[x]. Dai, usando a eq. (6) e fazendo K =@ tem-se
F={a,+aa; aeQ a’-3=0}=Q()=Q(+3)
Logo p(x) captura as raizes +a sobre F(a,=0,a, =+1). A Fig. 1 mostra @ () como
uma extenséo algébrica de @ com [Q(«):Q]=2.
aq

Gal(p. @) = Q(a = ﬁ) = Qlx)/(x* =3)=F

{L.a}
K =0
Figura 1: Visualizacdo de Q(a) oK =Q.
3.2 Aplicacéao
Seja K = IR[x] e p(x)=x*+1eIR[x]. Esse polindmio ndo tem raiz sobre o corpo IR.
Do isomorfismo (1) e de (6) tem-se F =<:(F§—E:(i> =IR(@=i)=F={a +aa aelR a’+1=0}.

A Fig. 2 mostra o conjunto dos numeros complexos € como uma extensdo algebrica dos reais
onde [ IR(a=i):IR]=2.

Gal(p,IR)=C = IR(a =i) = F = IR[x]/(x* +1)

{1,
K = IR

Figura2: ¢ =IR(i) como uma extensdo algébricade IR .

Um isomorfismo natural entre esses corpos deve levar ¢ =i — Xe a— a.

Observacao: Nas aplicacOes 3.3 e 3.4 a seguir, sdo exploradas algumas formas de “racionali-
zagd0” de fra¢oes algébricas. A primeira delas usa o conceito de elemento inverso em um corpo
de extensao, a segunda, é a racionalizacao elementar propriamente dita, enquanto a terceira faz
0 uso de congruéncias polinomiais usando também o corpo de extensdo. Antes de vermos as
aplicacdes com esses métodos, vamos lembrar que o processo de racionalizacdo de fragdes al-
gébricas no Ensino Médio € utilizado somente em casos especiais, como por exemplo, fracdes

do tipo 1 onde @ =+/b é algébrico sobre o corpo dos racionais Q.

a+xb’
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Como a=4bé algébrico sobre os racionais @, a racionalizacdo de expressfes do tipo

—com k <n,sendo ke nambos inteiros e positivos, podem-se mostrar im-
C, +Ca+..+Ca

praticadveis ou mesmo impossiveis de serem obtidas pelo método de conjugacdo adotado na
Algebra Elementar. Entretanto, formularemos aqui uma proposicdo especial baseada na exten-
sdo algébrica de corpos e, que atende a esse tipo de expressao e cuja metodologia, acreditamos
que possa ser adotada a estudantes do Ensino Medio.

Proposicdo 4. Considere p(x) = X" —b € Q[x] irredutivel sobre Q, onde p(x) apanha uma raiz

1 N
a =1b sobre F=Q(a), entdo -#0 com k<n, k,nell”, pode ser deter-
C, +Ca+..+Ca

minado livre de fragcbes no denominador.
Demonstragdo. Como p(x) € redutivel sobre F =Q(«), da eq. (6) tem-se que a natureza dos
elementos desse corpo é dada por
F=Q(a)= {a0 +ao+..+a " a e, i=0,.., n—l},
1
c, +Ca+..+cak

sujeito a restricio «"—-b=0. Como =0, existe um Unico

B=a,+aa+..+a_a"em F, tal que
(c,+ca+..+ca")(a+aa+..+a, 2" )=1=1+0a+..+0a"?) .
Fazendo a multiplicacdo entre os termos do lado esquerdo da equacao e agrupando os

fatores comuns em funcao das poténcias de « obtemos a igualdade
d, +da+...+d ,a"" =1+0a +...+0a" ",

onde cada d;, com i=0,...,n—1,contera somas finitas de produtos envolvendo termosem a,’s
e ¢,'scom j=0,..,n=1 r=0,..,k resultante dos agrupamentos de termos semelhantes nas
respectivas poténcias de « . Portanto, o resultado sera um sistema linear inversivel de ordem
1
C, +Ca+..+c.a"

é livre de

nxn que resolvido fornecera todos os a;’s e, desse modo, =

radicais no denominador.

Observacgdo: Uma consequéncia direta desse resultado é que se 3 é livre de radicais, entdo AP
também é livre de radicais, onde A é qualquer real que ndo tenha denominador irracional, a
menos que tal denominador seja também uma poténcia de a.

1

2+43

Denotando por & =+/3, devemos obter (2+a)” = zi :
+a

1° Método: “Racionalizagdo” considerando 0 corpo F =Q(«) que foi obtido na aplicacdo 3.1
com «a =+/3 . Usando (6) e sabendo que a” =3, basta resolver a equacio,

(2+a)(a, +aa)=2a,+2a,a+a,a +aa’ =(2a,+33,) + (3, + 28,)a =1+0a.  (8)
Da eq. (8) obtém-se as seguintes equacoes lineares 2a,+3a =1 e a,+2a =0 que pode ser
escrito como um sistema linear, dado por

3.3 Aplicacéo: racionalizar a fragdo
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2 3 1 2
IR NN
1 2| a 0 a -1
onde a, =2 e a =-1. Portanto, pela Proposicéo 4 tem-se que

1
—_—m— = :2—
s pf=a,+aa a. (10)

2° Método: Racionalizacdo usando a algebra elementar por multiplicacéo pelo conjugado,

41 1 2-\3 2-\3
(2+a) :2+a:2+ﬁ:(2+¢§)(2_ﬁ): 3 =2-3=2-a. (11)
3° Método: Obter (2+ o:)*1 em F =Q(«) éequivalente a resolver em F[x] uma equacao de con-
gruéncia polinomial. De fato, do isomorfismo (1) tem-se
(2+a)s(a) =1<:>(§+ 7)§(i) =1< (2+x)s(x) Elmod(x2 —3) . (12)
Usando o algoritmo da divisdo em Q[x] pode-se escrever o polinémio escalar 1 como
uma combinacdo linear de 2+ x e x* —3para obter s(x).
X —3=(2+X)(x—2)+1,
(X =3) (-1 =(2+x)(2-%) -1, (13)
(xX*=3)...(H)+(2+x)(2-x) =1,
onde s(x)=2-x, ouseja, (2+a) " =s(a)=2-a.

3.4 Aplicacdo: Racionalizar ;3
1+¥2+32
Seja o =32, devemos obter (1+a+0(3)7l =1;3. Esse problema foi proposto e resolvido
+ta+a

por [4] usando o método de congruéncia polinomial.
1° Método: “Racionalizagdo” considerando o corpo F =Q(e), com « = /2. Usando (6) basta
resolver a equacao no corpo F =Q(«),
(1+0¢+0¢3)(a0 +a1a+a2a2+a3a3+a4a4)=1 (14)

Desenvolvendo a eq. (14) e agrupando os termos como poténcias de « tem-se usado o
fato que @° =2, a® =2a e o’ =2a’tem-se

(8, +2a,+2a,)+(8, +a, +2a,)a+(a,+a,+2a,) o’ +(a, +a, +a; )’ +(a, +a, +a,)a’ =1

Da igualdade acima, resulta o conjunto de equacdes lineares dadas por
a,+2a,+2a,=1; a,+a +23,=0, a +a,+2a,=0, a,+a,+a,=0e a +a,+a, =0.

Essas equacdes podem ser colocadas como um sistema linear de ordem 5x5 na forma

102 0 2|a 1 a, 1
110 2 0fa 0 a 0
0110 2|a|=|0|=|a |=|0]. (15)
1 011 0(a 0 a, 0
0101 1ja | [O a,| |0

A solucéo da eq. (15)_é dada por ao_;l,_ a =_—1, a2 =—1_, a_13=0 e a, =1. Portanto, pela
Proposicao 4, o inverso desejado € dado por
4

(1+a+a3)_1=ﬂ=l—a—a2+a4=1—5/§—(5/§)2+(5/§) . (16)
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2° Método: Racionalizacdo usando a algebra elementar
1

— =7 17

l+a+a’ (1n

N&o conseguimos obter um conjugado de modo direto para a racionalizacdo desse denomina-

dor. Entdo a ideia é obter um polindmio N = ax® +bx* +cx +d que seja divisivel pelo polindmio
3 1

- N 1 P . . -
D=x%+x°+1 de modo que P =B:>B =N Usando o software Maple, foi obtido o poliné-

mio P=x®-5x*+6x+1. Dal,

18 8 7 4 32 1
1 1 CX® = X% = X2+ X —3X° +2X+3X° —2X° +X° —2° +1 (18)
P4 x° —5x% +6x+1 '
X +x°+1

Fazendo x=2naeq. (18) tem-se (L+a+a®) =l-a-a’+a' =1—E/§—(E/§)2 Jr(é/i)4 .
3° Método: Resolver (1+a+a3)7l em F é equivalente a resolver em F aequacio
(1+a+a’)s(@) =1 (T+X+X°)5(X) =T < (1+x+X°)s(x) =1mod (x° - 2) . (19)
Fazendo uso do algoritmo da divisdo em F[x]tem-se
x° —2:(x3 +x+1)(x2 —1)—(x2 —x+1),
x3+x+1:(x2—x+1)(x+1)+x, (20)
x> —X+1=x(x-1)+1.
Tem-se que 0 M.D.C{ x° =2, x>+ x+1} =1. Esse maximo divisor comum pode ser escrito

como uma combinacdo linear dos polindmios x° -2 e x®+x+1 para obtermos o polindmio
s(x) € F[x].

1=(x2 —x+1)—(x—1)x,

1=(x2 —x+1)—(x—1){ ¢ +x+1) — (X2 = x+1D (x+1) } (21)

1= +Xx+D (X" = x> —x+1) — (x> = 2) X°.

A cadeia de equacg0es (21) é obtida da eg. (20), onde a ultima igualdade da cadeia dada pela
eq. (21) é equivalente a afirmar que x* —2 divide 1— (x> + x+1)(x* = x* = x+1), onde
s(xX)=x" —x*—x+1, ouseja, s(a)=a’ -’ —a+l=(*+a+1)™

3.5 Aplicacéo: a duplicacdo do cubo € impossivel usando apenas a régua € o
compasso

A equacéo algébrica x*® —2 =0 embora pareca “ingénua”, nos da a resposta para um pro-
blema cléssico dos gregos originado no periodo de 430 a.C. relacionado a “duplicacao do cubo”,
considerando apenas a constru¢do geométrica usando a régua e 0 compasso. Conforme repor-
tado por [11] o povo de Atenas nesse periodo passava por uma peste que assolava a cidade e,
desse modo, procuraram o oraculo para saber como deviam proceder. “A resposta do oraculo
foi que deveriam duplicar o tamanho do altar de Apolo que era em forma de um cubo”. Como
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o volume de um cubo de aresta unitaria € igual a unidade, entdo o valor da aresta « para a
“duplica¢do do cubo” seria a raiz da equagio algébrica x* —2=0.

Segundo [10] um numero real « é dito construtivel se, atraves do uso de apenas régua e
compasso, pode-se construir um segmento de reta de comprimento «. Admite-se que seja dado
um comprimento unitario fundamental. Ainda de acordo com [11], com a construcdo geome-
trica pode-se construir com a régua e 0 compasso uma reta perpendicular e uma reta paralela a
uma dada reta, passando por um ponto dado. A partir disto é possivel mostrar que o conjunto
desses elementos construtiveis, ¢, forma um subcorpo do corpo dos nimeros reais IR. E facil
de ver que o > Q@ >, pois todo inteiro é efetivamente construtivel por meio da marca fun-
damental da régua. A resposta para a “duplicacdo do cubo”, e de outros problemas classicos
analisados pelos gregos [1] e [12], é baseada no critério da ndo-construtibilidade, de novo,
usando a régua e o compasso de um numero real « .

Trata-se do corolario 2 reportado por [10]. Se 0 nimero real « satisfaz um polinémio
irredutivel de grau k sobre o corpo dos nimeros racionais @ e se k=2", sendo m um inteiro

positivo, entdo« ndo é construtivel. Portanto como x*-—2 é irredutivel sobre @e de grau
k=3%2", entdo « =32 ndo ¢ construtivel, ou seja, ¢ impossivel a “duplicagdo do cubo unita-
rio” usando somente a régua € 0 compasso.

4 Algumas aplicacdes das raizes n-esimas

Nesta secdo sera mostrado como as raizes n-ésimas da unidade desempenham um papel
importante na obtencdo de corpo de raizes de polindmios da forma x"—c=0 e em processa-
mento de sinais digitais.

4.1 Aplicacéo: as raizes n-ésimas da unidade

Consideramos o polinémio
x"-1=0 (22)
tem-se  x"-1eQ[x] onde n é um inteiro maior ou igual a unidade. Seja
x = pe'’ = p[cos(#) +isen(F)] uma solucdo da equagdo x"-1=0. Da férmula de Mdivre e da
igualdade de dois nimeros complexos resulta que x"=p"e"™ =1, entdo p=1e nd=24r,
A=0,1,...,n-1sendo um namero inteiro. Portanto, as n -ésimas raizes da unidade sdo dadas por

27
& =en =cos(%j+isen(@j; A1=0,..,n-1. (23)
n n

Os zeros da equacdo (22) formam um subgrupo finito em relacdo a multiplicacdo dos

nameros complexos, sendo esse grupo indicado por T, = {g‘i;.}l=0 ., -Além disso, esse grupo €

ciclico e de ordem n [10]. Os geradores de T, sdo chamados de n -ésimas raizes primitivas da
unidade e sdo um ndmero igual a ¢(n)=#{0<A<n:mdc(4,n)=1}, isto &, ¢#(n) representa o
numero de inteiros 1, tais que 0<A<n com 1 e n elementos primos entre si [13]. Por esse

2z
critério, mdc(A=1Ln)=1 e ¢&=¢&=e"™ € uma raiz geradora de T, oOu Sseja,

n
27A

T :<§>:{§‘,/1:O,...,n—l}. As rajzes & —e " , A=0,..,n-1 podem ser interpretadas como

n

sendo os vértices de um poligono regular de n lado inscritos no circulo unitario de centro em
x=0 e um vértice em x=¢&° =1 [2].

ARAUJO, J. C. de; MARQUEZ, R. G. Extensdes algébricas de corpos: algumas aplicagdes préticas. C.Q.D.— Revista Eletrénica Paulista de Matematica, Bauru,
V. 24, 24004, 2024.
DOI: 10.21167/cqdv24e24004 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

10



4.2 Aplicacgéo: polinémios ciclotémicos
Seja ¢, (x)= TII (x—gk) em Q(¢&)[x], onde & € uma n-ésima raiz primitiva da unidade [4].

mdc(k,n)=1
Portanto, (on(x)(é )um polindmio cujos zeros sao as raizes n-esima primitivas da unidade onde o
grau = ¢, (x) =¢(n) . O polinbmio ¢, (x) € chamado apropriadamente de n-ésimo polindmio de
ciclotdmico. Note que ¢,(x)=x-1, pois mdc(1,n)=1, ou seja, ¢,(X) é de grau um, com ¢°=1
sendo a 1-ésima raiz primitiva da unidade. Analogamente, ¢,(x)=x-+1com 0 grau de
»,(X)=p(2)=1 e £=-1 sendo 1-ésima raiz primitiva de unidade (50 =1¢ =—1) . Segundo [4]
é possivel escrever x" —1 na forma

X' ~1=0,(x) I104(x). (24)
d#=n
Da eq. (38) tem-se
X" -1
@, (X) = : (25)
IT ¢4 (X)
o
Assim por exemplo, podemos construir
(x) = X-1_x —1_y +X+1=(x=&)(x+¢)
ST a0 x1 |

2z
onde £=e * éa 3-ésima raiz primitiva da unidade da aplicacdo 2.2, em seguida,

x' -1 -1, )
€01(><)<02(x):x2—1:X +1=(x-&)(x+<),

@, (X) =

sendo & =i, etc.

Em particular se p € um namero primo, o Unico d positivo, divisor de pe menor que p €
d =1. Dai e da eq. (38) obtém-se
x"-1 x"-1
p(x)  x-1
O polindbmio ¢,(x) é denominado p —ésimo polindmio ciclotdmico [11] tendo como rai-

i2m

zes a unidade e, as p —ésimas raizes primitivas da unidade na forma & =e* , A=1..,p-1, ja
que ¢(p)=p-1. De (26) tem-se g(x)=xP"+..+x+1, onde g(x)=irr(&,Q),dai o conjunto
,b’:{l,g,...,gp‘z} é uma base de Q@(&) como um espago vetorial sobre @ onde

=x"+..+x+1 (26)

®,(X) =

Q(&)={a,+ac+..+a,,E" % a Q) com [Q(¢):Q]=p-2. Poderiamos igualmente obter a
natureza dos elementos desse corpo fazendo a divisdo euclidiana de f(x) por g(x), ambos em
Q[x].

De fato, existem Unicos q(x)e r(x) em Q[x] de modo que f(x)=g(x)q(x)+r(x), onde
grau(r(x))< p—2 ou r(x) =0 sendoQ(&)={f (&): f(x) e@[x]}. Como r(&) =0, pois caso con-
trario, haveria contradicdo na minimalidade do grau de g(x). Logo devemos ter
r(x)=a,+a¢+..+a,, e desde que g(&)=0, entéo

Q(&)={f(&)=0-q(&)+r(&): f () eQIx]}, isto é, Q(&)={r(&)}.
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4.3 Aplicacdo: a equacdo x" —c no corpo dos numeros complexos

Se x"—c (0#ceK) se decompdem em F oK, entéo existe £<F, onde &€ uma raiz n-
ésima primitiva da unidade [4]. Seja @ € F uma raiz n-ésima da equacio X" —c=0. E facil de
Ver que o, &w,...,&" o sdo todos os n zeros de x" —cno corpo F. Em particular, seja c=a+ib

um ndmero complexo, entdo sua forma polar é dada por c=c|e”, onde ﬂ:tg‘l(gj:arg C.
a
Seja w=re"’, com r>0uma solucdo dessa equagdo. Usando a formula de Moivre tem-se
) ) . 141 1 .
o" =r"e"™ = c|e”, g=no. Dessas consideracdes obtemos que w=|c|" e(”) =c|" ", ou seja,

@ =cos(@) +isen(d), sendo 9= ﬁ{: 1tg -+ (Eﬂ .
n n a

1 1
Da identidade log | @|=log|c|"=log(a® +b?)" tem-se pela bijetividade da fungo loga-

1 1
ritmica que |w|= (a2 +b2)2” e dal, co=(a2 +b2)2n e'’, ou ainda na forma algébrica

1L g~ b
a):(a2+b2)2"e[“] 8 . (27)
27
Foi visto anteriormente que&=e " € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo
27
i—2 o , . ~ . ;. ~
& =en" , 1=0,.,n-1, sdo todas as n raizes da unidade, entdo as raizes n-ésimas de ¢ sdo

dadas na forma anteriormente descrita como & na forma

12, (Dgaf
é*w:(a2+b2)5e{“ g (H 2=0,.,n-1 (28)

Com arg(&*w) = 27 4 +[1j tg‘l(gj , para cada A inteiro dentro do intervalo de variacao.
n n a

As raizes n-ésimas de ¢ sdo também representadas como vértices de um poligono regular
inscrito em um circulo de raio igual ao médulo de ¢ e centrado em x=0, sendo um de seus

vértices x = [2]. Para compreender a natureza do corpo de decomposi¢do F =Gal (x” -C, Q)

faremos uso da proposicao 4, reportada por [1], a qual mostra como obter uma base do corpo
F como um espago vetorial sobre o corpo base @, usando as bases intermediarios das extensdes

algébricas F=Q(w,&)=K(&)>K=Q(w)>Q . Veremos a seguir um teorema que trata sobre
essa questdo. Sejam F >M oK corpos tais que os graus das extensdes [F:M]e [M :K]séo fi-
nitos, entdo o grau da extenséo [F:K]éfinitoe [F:K]=[F:M][M :K].

O que afirma essa proposicao € que a dimensdo de F como um espaco vetorial sobre K €
0 produto das dimensdes de F sobre M pela dimens&o de M sobre K. A demonstragédo consiste

.- €umabase de Fsobre K . Da hipotese da proposi¢do

F_
em provar que o conjunto Ak ={wu; 1
j=1,...;s

podemos supor que o conjunto Sy, ={vi}i:1,mrforma uma base para de F sobre M, enquanto

B ={uj}j:1 Sforma uma base de M sobre o corpo base K. Com isso pode-se estabelecer
dimF |, =r-s=dimF|, -dimM .. Para provar que A ={viuj}ij=_11w,,8é uma base de F sobre K é

preciso mostrar que esses vetores séo linearmente independentes e que geram o espaco F. De
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''''' I'IJIJ 1

fato, seja X A;,vu; =0, com escalares 4; <K . Para cada indice i fixado de 1,...,r,fazemos a
i=1
j=1,..,s

variacdo do indice j=1,...,r para obter a expressdo

12 AU, =[§ Aljujlvlwt...[
i=l..r J=1l.s
j=l...s

2 isjus}vs =0.

j=l...s

Os somatdrios dentro dos colchetes sdo elementos de M e, como 0S v;,...,v;S@0 linear-
mente independentes em F sobre M, cada somatorio ¥ A;u; deve ser zero. Analogamente,

j=l..s

como u;’s sdo linearmente independentes em M sobre K devemos ter 4; =0 para todo para todo
par i, j. Restamostrar que g¢ € um conjunto gerador de F sobre K . Seja z € F e usando o fato

- - r
que v,,...,v, formam uma base de F sobre M, existem escalares, «,,...,a, € M taisque z=3Y a,v,.
i=1

Agora considerando M como um espaco vetorial sobre K , existem escalares f; e K, j=1,..,s,

r s
onde z=X Y By,
i=1j=1

=¥ B;vu; . Ou seja, B, € uma base de F sobre o corpo K . Portanto, a natu-
1]

reza dos elementos do corpo F como uma extensdo do corpo base K é dada por
F:{Xﬂijviuj, BieKi=1..rj=1..,s (29)
]

Vamos considerarGaI(xp —c,(@) onde p e csdo numeros primos entre si maiores ou
27
- - - I— - Ve - - -, .- -
iguais a 2 com @ = {/c € IR obtida de (27) e £=e P uma raiz p-ésima primitiva da unidade.

Sabemos que o corpo de raizes de x” —csobre @ deve conter w,&w,...,E° 'wcomo zeros de
acordo com (28). Desse modo, x” —c é irredutivel sobre Q(w). Portanto, [K =Q(@):Q]= p,
onde g5 = {a)j }j:O,..,p—l € uma base de M =Q(w) como um espaco vetorial sobre K =@. A na-
tureza dos elementos ﬂg decorre do isomorfismo (1) ja discutido anteriormente. Precisamos
agora das raizes &, ¢£7,..,&°* do polindmio ¢, (x) =x"" +...+x+1que € 0 p-ésimo polindmio
ciclotomico irredutivel sobre @ . Usando os corolarios 2 e 3 reportados por [1] ¢,(x) é tambem
irredutivel sobre K =Q(w), ou seja, [ F =K(&):K |=p-1. Analogamente g ={1¢&,...&"°} é
uma base de F =K (&)como um espago vetorial sobre o corpo K =Q(@). Temos, portanto, a
seguinte cadeia de extensdes algébricas F =Gal (xp —c,@) =K(&)=Q(@.¢)>K=Q(0) > Q.

A natureza dos elementos do corpo de raizes F como uma extensdo algébrica, pode ser
descrita pela férmula que relaciona o grau da extensdo final F sobre @ com as extensdes inter-
mediarias K sobre Q (=p) e F sobre K (=p-1), isto é,

[F:Q]=[K:Q]-[F:Q]=p(p-1)
é dada por (29) como uma combinag&o finita de todos os produtos dos elementos, na realidade
ndmeros das bases gf e ¢ multiplicadas por escalares em @ na forma

F=Q(0.8)={%(&"); 4€Q,i=0..,p-1 j=0,.,p-2| (30)
A Fig. 3 ilustra os principais elementos envolvidos nas extensdes dadas.
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(oM
1
i

p-l . ,
xP—¢c= (x—w)H(x—';"f)(— F=K(&)=@(w,&)— corpo de raizes de x" — ¢ sobre @
P}

B ={1.&... .} [F:K]=p-1
¥ —c=(x—-w)g(x) «— K=0(w) [F:@2]=p(p-1)

L={l.w...w '} [K:Q]=p

Figura 3. Visualizacdo das extensdes algébricas F =K (¢£)=Q(@.£) > K =Q(w) > Q.

Dentro desse contexto vamos considerar a equacao clbica x*-2=0em c . Usando (27)

resulta w =32 (b=0, #=0) como sendo um zero real dessa equagéo.
.2
Daaplicacdo 3.2; £ = e 3 6umaraiz clbica primitiva da unidade, entdo o, o, &*o , onde

2 = £ sdo as trés raizes dessa equacao. Portanto, usando (30)
F=Gal(x-2,Q)={4(&e'); 4 <@, 0<i<i, 0<j<2|. AFig.4mostraas raizes clbicas de

x> — 2 comparadas com as raizes cubicas da unidade, ambas como vértices de triangulos equi-
lateros de lados inscritos respectivamente em circulos de raio 1 e w.

A transformacéo geométrica ¢: D, — D, definida por ¢(z) = @z é uma bijegéo linear que
expande o disco unitario D,de uma “extensdo” , pois |wz|=w e arg(wz)=argz no disco D,

de raio w.
F=K [.; 1=a (w, s
@ [F:01=2| .5 ’—‘

E =0(w) [F:0]=6

[K:0]=3 ‘ {Lw,w?} J
o

F=0(2)

[F:-@]=2

e

Figura 4. Representacdo dos zeros das equacdes ciclotdmicas: (a) x*~1=0.e (b) xX*-2=0 e
suas torres de extensdes sobre o corpo base Q.

€.5}

(@) ) ="

4.4 Aplicacdo: sinais digitais
Uma aplicacdo importante das raizes da unidade é no processamento de sinais digitais.
Segundo [14] um sinal trata-se muitas vezes de uma gquantidade fisica que varia com o tempo,
onde a temperatura € um bom exemplo, pois medida a cada hora, a temperatura flutuara.
Também a posicdo de um mdvel, com referéncia a sua posicédo no tempo, M =M (t), ou no
espaco M =M(x,y,z). Outro exemplo de importancia pratica é o sinal senoidal
1

x(t)=acos(2z ft+¢), onde |a|=max{|x(t)} é a amplitude ou magnitude do sinal, f == a
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frequéncia ou o nimero de oscilag6es por segundo (Hz), T é o periodo, isto é, o intervalo de
tempo antes que o sinal se repita e, ¢ a fase inicial do sinal.

Nessa aplicacdo estamos interessados nos sinais discretos ou digitais, isto &, aqueles cujos
valores podem ser armazenados como numeros racionais em um computador digital. Portanto,
ainda segundo [14] no &mbito digital, um sinal nada mais € do que uma lista de nimeros ou
seja, um vetor unidimensional. Os sinais que serdo aqui analisados serdo os sinais discretos, ou
seja, aqueles que tém indice inteiro e valor discreto, isto é, que podem ser representados por um
computador digital. Pode-se obter um sinal digital a partir de um sinal anal6gico por meio de
um processo conhecido como amostragem, no qual os valores sdo medidos (amostrados) em
intervalos regulares e armazenados [14]. Segundo [14] em um sinal digital a variavel nse rela-

ciona com a variavel t por meio da equagdo x[n]=x(nT,), neZ ,x[*];x(*)eIRsendo T, IR 0

tempo ou periodo de amostragem, isto €, o intervalo de tempo entre duas amostras que néo
precisa ser um numero inteiro, pois sinais medidos em T, =0.001ssdo bastante comuns [14],

1, a . .. , ]
enquanto f, =T é a frequéncia de amostragem que indica 0 numero de leituras ou amostras

S

lidas por segundo. Conforme dito anteriormente a equagdo x[n]=x(nT,) que descreve o pro-

cesso de amostragem ndo é exatamente 0 mesmo que x(t), na melhor das hipdteses, x[n] é uma
27
- ~ 7 - - - —l—

boa aproximacdo para x(t) [14]. Vamos representar a N-ésima raiz da unidade por W, =e N,

onde N é um numero inteiro positivo com frequéncia fundamental f :Wﬂ .

27
Seja ¢ (n) =Wy e N (:5”‘), entdo para cada inteiro k fixado, k=0,..,N -1, tem-se
que ¢, (n)é uma sequéncia periddica de periodo N, com n sendo um inteiro variando também
de zero até N -1, isto &, n=0,...,N —1.
Note que os valores de ¢/(n) sdo raizes N-ésimas raiz da unidade! Considere
U ={uy(n):neZ, n=0,..,N -1} das sequéncias periodicas de periodo N, entdo esse conjunto
forma um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros complexos. Sejam k,m=0,...,N —1 intei-

ros e definamos

ik 2% N —iz—”(m—k)n

(M, 0, (M) =S (M (=" e T =Te v (31)

onde ¢ (n)e ¢ (n) sdo vistos como vetores em C"como um C espaco vetorial onde ¢, (n)
representa a conjugacdo complexa. Note que a afirmacéo anterior é baseada no seguinte resul-

tado: paratodo x,yeC" = <x, y) = % x;¥; define o produto interno canonico em ¢" como um
j=1

C espaco vetorial ou espago unitario [15].

Vamos mostrar que {¢,(n) eU;n=0,...,N —1}, k=0,...,N —1forma um subconjunto ortogo-
nal de U com respeito a esse produto interno. De fato,

i AN _ qi2a(k-m)
kim:>|km=NZleN(k ) =l q =1 e
’ n=0 1-q 1-q

S (m-k

. « : ) « x
ou seja, ¢, e ¢, sdo ortogonais, caso k=m onde q=e N é a razdo da soma da progressao
geométrica finita decorrente do produto interno 1, .. Além disso, o comprimento de cada vetor

¢.(n) pode ser diretamente obtido da igualdade abaixo,
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o 0 =1, = (M M)=E o, ="5e e W =Ko @)
ou simplesmente,
. (m)] =N (33)
Podemos concluir que
1 1

,_i ‘N = _=_7kn.: _:_kn.= _ — _
\s_{\/ﬁ(pk(n)eu.n 0,..,N 1} {\/WWN 'n=0,...,.N 1}( {\/ﬁé 'n=0,...,N 1}],k 0,...N

forma um conjunto ortonormal nesse espago. Segundo [17] a matriz unitaria N xN,

[EEN

2r
—i—kn _ , . . .
F={ink"}, k,n=0,..N-1, onde W} =e N (=Z") & denominada matriz de Fourier.

N

Cada sequéncia ¢, (n), com n=0,..,N —1em [ pode ser vista como sendo um vetor no espago

T 27
1 i~"kn
cM sendo ¢, ={ﬁWNk",os n<N —1} k=0,..,N-1, onde W =e N =£", Resulta que esses
vetores sdo as colunas deF" =F"da matriz de Fourier F.  Portanto, os vetores 4,

k=0,..,N —1 formam uma base ortonormal do espaco vetorial U de dimensdo N . Entdo todo
elemento x, =x, (n)eU pode ser escrito naforma x, = x, (n) = Z¥3(x, | 4 )¢ [16]. Esse teorema

é relativo a decomposicédo ortogonal da sequéncia ou vetor x, nas direcdes dos vetores basicos
¢, . Desse modo podemos escrever

0= 2 (1 = (R ot (b)), (34
ou ainda por
=2 0010 = (S0 0 o+ (S0 | (39

Como cada ¢, é expresso por W, ", entdo tomando a conjugacdo complexa na eg. (35)
podemos escrever

X, =%((Nz;xN (n)w,j’)gzs0 +...+(:§XN (n)w,gN‘l)“)gzsN_lj: X (0) J%ﬁ +ot X(N —1)% . (36)

ondew,™ =&™ com
L MW =S, (ME™, m=0,.,N -1 (37)
WEOXN(n) N _ﬁgoxh,(n)gZ , m=0,.,N-1.

A eq. (37) ¢ a transformada de Fourier discreta (TFD) de x(n) [17], ou seja, em termos
matriciais a eq. (37) pode ser escrita como

1
X ZWFX. (38)

Na TFD de x, (n) para cada saida X (m)sdo utilizadas nfrequéncias do tipo %”m(n), com

X(m) =

n=0,..,N —1e, por isso, m determina a frequéncia das componentes de X (m), ou seja, a TFD
X (m) € uma funcéo caracterizada pelo conteudo de sua frequéncia [18]. Por isso, 0 dominio
(valores de m) para os quais X(m), m=0,...,N -1, ou seja, as componentes de frequéncia da

transformada sdo calculadas, € denominado dominio de frequéncia.
Da eq. (38) tem-se a inversa da TFD dada por [17]

Xy, :iF*x, (39)

N
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ou na forma
1

XN (n) = \/ﬁ

S X W = S X m e (40)

As egs. (37) e (40) costumam vir também na forma reportada por [14] trocando m por k
e sem o fator i, isto e,

IN

2z

X[K] = :g:xN [n]e ”(: :g:xN [N k=0,...N —1) , (41)

27
wlnl=y Ex@e - L Exwen | (42)
N k=0 N k=0
As egs. (41) e (42) ja se encontram na forma do processo de amostragem do sinal. Se-

gundo [18], a localizagdo do multiplicador % ndo importa, o requisito é que se dois multipli-

cadores sdo usados o produto deve dar % Pode ser notado das eqgs. (40) ou (42) que o sinal

.27
X, (n) ou x,[n]é uma combinacéo linear finita de exponenciais complexas e = £ que sdo
mualtiplas das raizes n-ésimas da unidade, & e com os knf 's maltiplos inteiros da frequéncia
fundamental. Note que das egs. (37) ou (41) X (m) ou X(k)nos da a magnitude do m ou k-
ésimo harménico. Das egs. (37) ou (41) pode ser visto que X(m)ou X (k) separaam, ou ak
ésima componente de frequéncia do sinal x(n) ou x[n], ou seja, usando a analogia proposta
por [18], a TFD funciona como um “prisma matematico” que separa o sinal em suas varias
componentes de frequéncia. Como em geral, X (m) ou X (k) s&o quantidades complexas pode-
se, usando a analise complexa escrever X(m)=|X(m)[e™™ em coordenadas polares, onde

p(m)=tg* {%

#(m) o angulo de fase ou fase do espectro da transformada. Portanto, conhecendo o espectro e
o0 angulo de fase de cada componente de frequéncia pode-se obter o sinal original com base nas
eqs. (37) e (38) ou egs. (41) e (42).

A metodologia utilizada nesse artigo para a obtencdo da TFD e a sua inversa, difere na
forma de apresentacdo da utilizada por [14] onde, por exemplo, a magnitude complexa do k-
ésimo harménico X (k) é obtido pela convolugéo de duas sequéncias discretas X (1) e 5(k-1)
conforme pode ser visto na eq. (3.27) reportada por [14]. Embora ndo seja nosso objetivo nos
estendermos mais na teoria de sinais digitais, veremos uma aplicagédo do funcionamento da TFD
em um caso particular.

Uma vez conhecido o conteudo de frequéncia k vamos ver por meio de um exemplo pra-
tico como a TFD atua sobre ele. Vamos usar o0 exemplo de um sinal de entrada simples proposto
por [18], a saber um sinal senoidal da forma x(t) =2cos(27 ft) cuja versdo digital é dada por

xy[nN]=2cos(2znT,). Em vez de usar a TFD diretamente em x[n] vamos usar a igualdade

] sendo I(m) e R(m) respectivamente a parte real e imaginaria de X (m) e

cos(H)=%(e‘6’+e“9) que facilitard& a aplicaghio da TFD resultando no sinal

127 fnT, —i27 T

Xy[N]=e"""" +e .Se nos ativermos apenas as frequéncias positivas, podemos escrever
x,[n]=€'*""". Para obter o espectro de frequéncias basta usar a eq. (41) nesse sinal para obter
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N-1 Si%%n N-1 Si2Tn N-1 Q27 fnTsf@
X[k]zzox[n]e N zzoe'z”mse N :zoe ( NJ
n=l n=l n=l

(43)

N - ) k f
A frequéncia de analise amostral é dada segundo [14] por f,..[K]= NS . Vamos supor

. : . f, k f, . .
que a frequéncia real f seja um madltiplo de N na forma iR entdo a frequéncia

k f . A . o A -,
f= fanénse[k]:ws, ou seja, a frequéncia real do sinal coincide com a frequéncia de analise.

Nesse caso desde que fT, =1, tem-se que

,'zikn N-1 iZH(LSnTS —k—nj

N-1 i
X[k]=Xx[nle ¥ =Ye ‘N VM=Ye
n=0 n=0 n=0

E a TFD para os demais pontos? Vamos examinar X[k +1]a luz da eq. (41). Nesse caso
resulta que

N-1 iZn(m—k—n

N NJ=:2:1:N. (44)

X[k +1]= Nz:eizn[ T, —@] _ Nzleizﬂm‘[kijl]n] _ szlei27z(7%j

n=0 n=0

=0, (45)

. . e % .

pois esse somatdrio € a soma de uma progressdo geomeétrica finita de razdo e N . Com isso,
N i kf .

todo o espectro de frequéncia s6 tem um unico pico em f :WS(HZ) de magnitude Ne zero

quando diferente de f .
Vamos considerar um sinal senoidal da forma x(t) =2cos(2730t), onde f =30 com a

seguinte amostragem simulada: N =200 (amostras) nimero de amostras coletadas a taxa de

f, =400 (amostras por segundo). Em k =15, tem-se que f, .. [k=15]=k % =15-;'—88 =30=f,

ou seja, X[30]=200 e, forade k=15, X [k+1]=0.

A Fig. 5(a) mostra 56 das N =200 amostras do sinal senoidal coletadas no tempo de 0.14
s, enquanto a Fig. 5(b) € o gréafico da magnitude de frequéncias do sinal amostrado. Em k =30,
o sinal tem magnitude igual a 200 e, fora dele, todas as magnitudes sdo nulas.

200 ; T

- r ‘ '
A

UGN R ) S| N N ) N AU S

02 004 0.06 0.08 01 012 014 0 0 60 80 100
Tempo (s) Frequéncia (Hz)

Figura 5: (a) Sinal amostrado no intervalo de 0.14s e (b) TFD do sinal x(t) = 2cos(2730t)
com a amostragem simulada na faixa de 0 a 100 Hz no dominio de frequéncia.

Armplitude
Magnitude
2 g

Essa teoria unidimensional de processamento de sinais digitais, pode ser estendida para
imagens digitais bidimensionais onde a TFD sobre uma N xN imagen {u(m,n)} é dada se-

gundo [1] por v(k,1)= Nzleilu(m,n) W{™W,', 0<k, <N -1,, que nada mais é do que uma ge-
m=0 n=0

neralizacdo da eq. (40) para duas dimensdes.
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Toda a tecnologia de processamento de sinais depende da matriz de Fourier F. O sinal é
digitalizado, seja de origem da fala, imagens, sonar, telecomunicacfes ou de exploracdo de
petroleo. O sinal x é transformado pela matriz F, isto é, Fxe, depois transformado de volta
apos algum tipo de processamento, como por exemplo, uma filtragem no dominio de frequéncia
ou mesmo no dominio temporal. De acordo com [1] a TFD é uma das mais importantes trans-
formadas do processamento de sinais e imagens digitais.

6 Conclusoes

As aplicacBes envolvendo a racionalizacdo de fragOes algébricas elementares via extensdo
de corpos se mostrou eficaz para exemplos mais complexos quando comparada ao método tra-
dicional que utiliza o conjugado. A proposicao aqui estabelecida para a racionalizacdo de certas
fragdes irracionais com base na teoria da extensdo de corpos, amplia significativamente a pos-
sibilidade de exemplos mais complexos que podem ser apresentados para turmas do fim do
ciclo do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.

O problema da duplicacdo do cubo de matematicos gregos da Grécia antiga foi analisado
a luz dessa teoria. As raizes n-ésimas da unidade foram utilizadas para a construgdo de uma
base ortonormal no espaco de sequéncias discretas e periddicas estabelecendo uma conexao
entre a teoria das extensdes algébricas e a teoria de processamento de sinais digitais com base
na matriz de Fourier. As aplica¢fes aqui analisadas, tem por objetivo mostrar a importancia da
teoria da Algebra Abstrata em problemas de interesse matematicos e cientificos.
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