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Theorems of Menelaus, Pascal and Ceva: five solved problems
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Resumo

Os Teoremas de Menelaus, Pascal e Ceva estabelecem
condi¢cOes necessdrias e suficientes para a concorréncia e co-
linearidade de determinadas retas e pontos. Cinco proble-
mas propostos para a Olimpiada Internacional de Matematica
sao discutidos em detalhe. As demonstracoes envolvidas nas
solucdes sao complementadas pela disponibilizacdo dos res-
pectivos links das figuras interativas utilizando o GeoGebra. E
esperado que o artigo possa ser apreciado tanto por estudantes,
que preparam-se para as fases finais de competi¢des nacionais
ou internacionais, quanto por professores, que atuam no ensino
e interessam-se em desafios olimpicos. Outros assuntos lem-
brados sdo: quadrilateros inscritiveis, semelhanca, poténcia de
ponto, base média, incentro e homotetia.
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Abstract

The Theorems of Menelaus, Pascal and Ceva establish neces-
sary and sufficient conditions for the concurrence and colline-
arity of certain lines and points. Five problems proposed for
the International Mathematics Olympiad are discussed in de-
tail. The proofs involved in the solutions are complemented by
the availability of the respective links to the interactive figures
using GeoGebra. It is expected that the article can be apprecia-
ted both by students preparing for the final stages of national or
international competitions and by teachers interested in Olym-
pic challenges. Other topics that appear are: quadrilaterals,
similarity, point power, median base, incenter and homothety.
Keywords: Menelaus. Pascal. Ceva. GeoGebra. International
Mathematics Olympiad.
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1 Introducao

Os Teoremas de Menelaus, Pascal e Ceva estabelecem condicOes necessarias e suficientes para a
concorréncia e colinearidade de determinadas retas e pontos. Um artigo anterior (Santos et al, 2021)
discutiu alguns problemas interessantes que serviram de ponto de partida deste. Adicionalmente, este
texto foi elaborado a partir de materiais didaticos utilizados durante uma aula do curso “Geometria
Olimpica com GeoGebra” para professores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo
o Brasil.

A Olimpiada Internacional de Matemética (IMO, International Mathematical Olympiad) é uma
competicdo para estudantes do Ensino Médio. Os objetivos sao descobrir, estimular e desafiar estu-
dantes talentosos em Matemadtica. Fortalecer relagdes de amizade internacional entre matematicos,
criar oportunidades para o intercambio de informacao sobre programas e conteudos de estudo e
promover a Matematica em geral.

Na preparacao para uma Olimpiada Internacional de Matematica cada delegac@o (menos o pais
sede) pode enviar problemas para formar a base de dados inicial, chamada lista longa (LongList,
LL). Os mesmos nao podem ter sido usados em competicoes anteriores, nem publicados e devem
abranger vérios topicos de Matematica pré-universitdria. O pafs sede da competi¢do cria um Comité
de Selecdao que escolhe os melhores problemas da LL para formar a lista curta (ShortList, SL).
Os professores Lideres, um por equipe, recebem a SL no primeiro dia da reunido e escolhem, por
maioria simples, os seis problemas da SL que serdao usados na IMO. As duas listas sao mantidas em
segredo até a IMO do préximo ano.

Na secao 2, por completeza, discutem-se as proposicoes que serao utilizadas na solucao dos
cinco problemas da se¢do 3. As resolucdes neste artigo complementam algumas poucas disponiveis
nos féruns em lingua inglesa e nas publicacdes das competi¢cdes. Utilizando argumentos menos
rebuscados, focou-se na apresentacdo mais detalhada das transi¢des, possibilitando que alunos e
professores conseguissem acompanhar o desenvolvimento do problema. Como complemento, uma
versao interativa de cada uma das figuras do texto esta disponibilizada no site do GeoGebra.

Por simplicidade, dados dos pontos A e B, denota-se a reta AB, o segmento AB e a medida do
segmento AB da mesma forma. A diferenciacdo serd feita pelo texto. As dreas serdo representadas
utilizando [].

2 Conceitos basicos

2.1 Teorema de Menelaus

O Teorema a seguir lida com critérios necessarios e suficientes para que trés pontos sejam
colineares. Nao serd utilizada a nota¢ao de segmentos orientados. Isto é, vale que as medidas de
AB e BA coincidem.

Teorema 1 (Menelaus). Sejam ABC um triangulo e X, Y e Z pontos (diferentes de A, B e C) sobre
as retas BC, CA e AB, respectivamente. Entdo os pontos X, Y e Z sao colineares se, e somente se,

A ) (1)
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Demonstragao. (Ida) Inicialmente suponha-se que os pontos X, Y e Z sdo colineares (Figura 1).
Sejam AP, BQ e CR as perpendiculares tracadas a partir de A, B e C, respectivamente, a reta X Z.

Figura 1: Ida do Teorema de Menelaus. Por hipétese os pontos X, Y e Z sdo colineares. Versao
interativa aqui.

Os pares de triangulos retangulos BOX e CRX, APY e CRY e APZ e BQZ, sao semelhantes
pelo critério AA. Entao,

BX BQ
CX CR
CY CR
AY ~ AP’
AZ AP
BZ ~ BQ’

Segue que:

e iy S

(Volta) Agora suponha-se, por absurdo, que os pontos X, ¥ € Z ndo sdo colineares, mas vale a
equacdo (1). Seja o ponto Z’ = XY N AB (Figura 2).
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Figura 2: Volta do Teorema de Menelaus. Por hipétese vale a equagao (1). Versao interativa aqui.

Pela Ida do Teorema de Menelaus vale que:

BX CY AZ _

XC YA Z'B

Logo, tem-se:
BX CY AZ BX CY AZ

XC YA ZB XC YA ZB’

AZ'  AZ

Z’B ZB’
Como Z e Z’ pertencem ao segmento AB o resultado anterior é uma contradi¢do. Ou seja,
zZ=27. O

No caso em que mais de um dos pontos X, Y e Z pertencem aos prologamentos dos lados do
triangulo ABC, o teorema anterior ainda € valido.

2.2 Teoremas de Pascal

Teorema 2 (Pascal). Se A, B, C, D, E e F sao pontos distintos sobre uma circunferéncia y, entao
os pontos X =ABNDE,Y =BCNEF eZ =CD N FA sdo colineares.

Na versao interativa da Figura 3 é possivel deslocar os pontos sobre uma circunferéncia y e
verificar a colinearidade de X, Y e Z. O hexdgono ABCDEF nao precisa ser convexo.
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Figura 3: Teorema de Pascal. Versdo interativa aqui.

Demonstragdo. Sejam os pontos M =CDNEF,N =ABNCD e O = ABNEF (Figura4). Como
os pontos X, Y e Z pertencem aos prolongamentos dos lados do AMNO quer-se mostrar que:

MZNX OY
ZN XOYM
Nesse caso, pelo Teorema 1 (Menelaus), os pontos X, Y e Z sdo colineares. Para tal aplica-se
trés vezes o Teorema 1 (Menelaus) ao AMNO e os pontos colineares:

MD NX OF
_—— =

DN XO EM ’

MC NB OY
- ———— =1,

CNBOYM
MZNAOF
ZN AOFM ~
Multiplicam-se as trés equagdes anteriores e agrupam-se as fracoes:

X,D,E

Y,C,B

Z,AF —

MZNX OY \ [(MD OE MCNBNA OF
ZN XOYM |\ DN EM CN BO AO FM

A poténcia dos pontos M, N e O relativos a y pode ser escrita de duas formas equivalentes em
cada caso. Isso justifica reescrever o segundo parenteses na equacao anterior:

MZNX OY\ (MC-MD\(NA-NB\(OE -OF\ _
ZN XOYM ) \ME -MF)\NC-ND)\OA-0OB/|

Como os trés dltimos paréntesis sdao todos iguais a um, o teorema fica provado. O
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Figura 4: Demonstracao do Teorema de Pascal. Versao interativa aqui.

2.3 Areas para calcular razao de segmentos

Proposicao 3. Seja ABC um triangulo, P um ponto no interior deste e D, E e F os pontos de
intersecao das semirretas AP, BP e CP com os lados BC, CA e AB, respectivamente. Define-se
K4 = |[PBC], Kg = [PCA] e K¢ = [PAB]. Entao

BD Kc CE Ky AF Kg
DC Ky  EA K¢ FB Ky’
AP Kg+Kc BP Ks+Kc CP _ Ki+Kp

PD K+ ' PE Kz ' PF K¢

Figura 5: Areas para calcular razao de segmentos. Versao interativa aqui.

Demonstragcdao. Sejam A’ e P’ as projecdes ortogonais dos pontos A e P sobre a reta BC (Figura 5).
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1. Como os triangulos ABD e ACD tém a mesma altura AA’ pode ser escrito:

BD  [ABD] 2)
DC  [ACD]
Analogamente, como os triangulos PBD e PCD tém a mesma altura PP’ tem-se:
BD  [PBD] 3)
DC [PCD]’
Combinando as razdes em (2) e (3) encontra-se:
BD [ABD]-[PBD] K¢
DC [ACD]-[PCD] Kg
Similarmente demonstram-se as outras duas fracoes.
2. Pelo critério de semelhanca AA vale que AADA’ ~ APDP’. Segue que:
AP AP+PD AD AA
1= = = 4)

PD T PD__PD PP

Por defini¢ao vale que [ABC] = K4+ Kp+ K¢. Como os tridngulos ABC e PBC t€ém a mesma
base pode ser escrito:

AA’_[ABC]_KA+KB+Kc_1+KB+KC (5)
PP’ [PBC] K4 - Ky
Substituindo (5) em (4) e simplificando encontra-se:
AP _ Kpg+ K¢
PD  Ki
Da mesma maneira demonstram-se as outras duas fracoes.
O

2.4 Teorema de Ceva

Definicao 4 (Cevianas). Dado um triangulo é denominada ceviana a qualquer segmento de reta que
liga um dos vértices a um ponto do lado oposto a esse vértice ou ao prologamento desse lado.

O Teorema a seguir lida com critérios necessarios e suficientes para que trés cevianas sejam
concorrentes.

Teorema S (Ceva). Sejam ABC um tridngulo e X, Y e Z pontos (diferentes de A, B e C) sobre as
retas BC, CA e AB, respectivamente. Entdo as retas AX, BY e CZ sdo concorrentes se, e somente
se,

— =1 6)
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Demonstragao. (Ida) Inicialmente suponha-se que as retas AX, BY e CZ sdao concorrentes num
ponto P interior ao AABC (Figura 6).

Figura 6: Ida do Teorema de Ceva. Cevianas concorrentes em P. Versdo interativa aqui.

Define-se K4 = [PBC], Kgp = [PCA] e K¢ = [PAB]. Pela Proposi¢ao 3 vale que:
BX Kc CY Ki AZ Kp
XC K YA K¢ ZB K4

Segue que:

(Volta) Agora suponha-se, por absurdo, que as retas AX, BY e CZ nao sao concorrentes, mas
vale a equacgao (6). Sejam os pontos P = AX N BY e Z’ = CP n AB (Figura 7).

Figura 7: Volta do Teorema de Ceva. Versao interativa aqui.
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Pela Ida do Teorema de Ceva vale que:

BX CY AZ'
XC YA Z'B~
Tem-se:
BX CY AZ' BX CY AZ
XC YA ZB XC YA ZB
AZ'  AZ
Z'B ZB’
Como Z e Z’ pertencem ao segmento AB o resultado anterior é uma contradi¢do. Ou seja,
zZ=27. ]

2.5 Forma trigonométrica do Teorema de Ceva

Teorema 6 (Forma trigonométrica de Ceva). Sejam ABC um triangulo e X,Y e Z pontos (diferentes
de A, B e C) sobre as retas BC, CA e AB, respectivamente. Entdo as retas AX, BY e CZ sdo
concorrentes se, e somente se,

sen(/BAX) sen(/CBY) sen(/ACZ) _
sen(.XAC) sen(/YBA) sen(/ZCB)

1. (N

Demonstracdo. A Figura 8 mostra o caso de cevianas concorrentes no ponto P interior ao AABC.
Pelo Teorema 5 (Ceva), as cevianas AX, BY e CZ sao concorrentes se, € somente se,

O resultado anterior, pela Proposicao 3, é equivalente a:

[APB] [BPC] [CPA]

[APC] [BPA] [CPB] "

Cada uma das areas € calculada como:

AP -AB-sen(/BAX) BP-BC:-sen(/CBY) CP-AC:sen(/ACZ) _
AP - AC - sen(.XAC) BP-AB-sen(/.YBA) CP-BC - sen(.ZCB)

Simplificando conclui-se:

sen(/BAX) sen(/CBY) sen(/ACZ)
sen(.XAC) sen(/YBA) sen(/ZCB)
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Figura 8: Forma trigonométrica do Teorema de Ceva. Cevianas concorrentes no ponto P interior ao
AABC. Versao interativa aqui.

O

Corolario 7 (Outra representagao do Teorema de Ceva). Com referéncia a Figura 8, sejam L/ BAX =
ay, LXAC = ay, LCBY = 1, LYBA = B>, L/ACZ =y e LZCB = ;. As cevianas AX, BY e CZ
sdo concorrentes se, e somente se,

sen(ap) sen(B) sen(y1) = sen(az) sen(B2) sen(yz).

Demonstragdo. Segue diretamente de (7). O

3 Problemas propostos para a Olimpiada Internacional de Ma-
tematica

3.1 Teorema de Menelaus. Incentro. Poténcia de Ponto. P9 SL IMO 1995.

Problema 1. O circulo inscrito do AABC toca BC, CA e AB em D, E e F, respectivamente. Seja
X um ponto dentro do AABC tal que o circulo inscrito do AXBC toque BC em D, e toque CX e
XBemY e Z, respectivamente. Provar que EFZY é um quadrilatero inscritivel.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada. Este é o P9 da SL, proposto pela
delegacao da Turquia (Djukic et al, 2011).

3.1.1 Resolucao do Problema 1.

Sejam ki e k, os circulos inscritos dos AABC e AXBC, respectivamente. Adicionalmente, seja
ks a circunferéncia circunscrita ao AEFZ e I o incentro do AABC. Para satisfazer as condicoes do
problema o ponto /’, incentro do AXBC, deve pertencer ao segmento /D. A Figura 9 mostra uma
construgdo geométrica inicial.
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Figura 9: Construgao geométrica inicial para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Devido a tangéncia de k; e k2 com os lados dos AABC e AXBC e o ponto D ser comum para
ki e ko segue que:

BD = BZ = BF, 8)
CD =CY =CE, )
AE = AF, (10)
XY =XZ. (11)

Inspirados no Teorema de Menelaus, e utilizando as quatro equacdes anteriores, pode ser escrito:

CE AF _CD AF _CD

—_— == . = , (12)
EA FB AF BD BD
CY XZ CD XZ CD (13)
YX ZB XZ BD BD’
Ou seja,
CE AF CY XZ
= (14)

EA FB YX ZB’
Inicialmente, suponha-se que EF }f CB e YZ }Jf CB. Sejam os pontos P = EF N CB ¢
P’ =YZNCB (Figura 10). Aplicando o Teorema de Menelaus a0 AABC comareta EF e ao AXBC
com a reta Y Z encontra-se:
PC CE AF CY XZ PC
BP EA FB YX ZB BP’
PC _PC
BP ~ BP'’
O resultado anterior significa que P = P’. A poténcia do ponto P relativa a k| e k, pode ser
calculada de duas formas diferentes em cada caso:

(15)

Pot(P, k) = PE - PF = PD?,
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Pot(P, k) = PZ - PY = PD°.

Logo,
PF - PE = PZ - PY = Pot(P, k3).

Portanto, EFZY é um quadrilatero inscrito em k3 e a equagdo anterior descreve duas formas de
calcular a poténcia do ponto P relativa a k3. Nota-se que:

Pot(P,ky) = Pot(P, k) = Pot(P, k3).

Ou seja, P é o centro radicalde k1, ko e k3. Ocaso EF || CBeYZ || CBsignificaque os AABC e
AXBC saoisosceles, de base BC'. Isto acontece quando D € ponto médio de BC e A e X estdo sobre a
mediatriz de BC. Vale que YE = ZF, pois sdo pares na reflexdo relativaa AD. O quadrilatero EF ZY
transforma-se num trapézio isésceles e, consequentemente, inscritivel. Adicionalmente, dado que o
ponto D € a projecao ortogonal dos pontos / e I’ sobre BC, vale que EF || CB se, e somente se,
YZ || CB. Isso completa a demonstracao.

Figura 10: Constru¢do geométrica para o Problema 1. Versdo interativa aqui. Movimentando
qualquer um dos pontos I’, A, B ou C pode-se verificar que EFZY é um quadrilatero inscritivel.

3.2 Teorema de Pascal. Circunferéncia circunscrita. P1 SL IMO 1991.

Problema 2. Seja o AABC e P um ponto em seu interior. Sejam Py e P; os pés das perpendiculares
de P aos lados AC e BC, respetivamente. Tracar as retas AP e BP. De C esbogar as perpendiculares
a AP e BP. Sejam Q1 e Q, os pés dessas perpendiculares. Provar que as retas Q1P>, Q2P e AB
sdo concorrentes.

A IMO 1991 foi realizada em Sigtuna, cidade na Suécia. Este é o P1 da SL, proposto pela
delegacao da Filipinas (Djukic et al, 2011).

3.2.1 Resolucao do Problema 2.

A Figura 11 mostra uma constru¢dao geométrica inicial.
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Figura 11: Constru¢ao geométrica inicial para o Problema 2. Versao interativa aqui.

Como /PPC = LPP,C = LPQC = LPQ,C =90° os pontos Py, Py, Q1, Q2, P e C pertencem
a uma mesma circunferéncia de didametro PC (Figura 12). Seja o ponto D = P1Q> N P,Q;. Nota-se
que A = P{CNPQ1e B = PQ,NP,C. Pelo Teorema de Pascal, aplicado ao hexdgono P{PP,QCQ>,
os pontos A, B e D sdo colineares.

Figura 12: Construcao geométrica para o Problema 2. Versao interativa aqui.

3.3 Teorema de Pascal. Areas. Base média. P20 SL IMO 2007.

Problema 3. Seja ABC um triangulo fixo e sejam Ay, By, Cy os pontos médios dos lados BC, CA,
AB, respectivamente. Seja P um ponto variavel na circunferéncia circunscrita. As retas PA|, PBj,
PC| intersectam o circulo circunscrito novamente em A’, B', C’, respectivamente. Suponha-se que
os pontos A, B, C, A’, B’, C’ sdo distintos e as retas AA’, BB’, CC formam um triangulo. Provar
que a area deste triangulo nao depende de P.
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A IMO 2007 foi realizada em Handi, capital do Vietna. Este € o P20 da SL, proposto pela

delegacao do Reino Unido (Djukic et al, 2011).

3.3.1 Resolucao do Problema 3.
A Figura 13 mostra uma constru¢do geométrica inicial.

Figura 13: Constru¢ao geométrica inicial para o Problema 3. Versao interativa aqui.
Seja Ag = BB’ N CC’ (Figura 14). Tem-se que: By = CAN PB e C; = BAnN PC’. O diagrama
a seguir ilustra como combinar os pontos para determinar as retas que formam a interse¢ao. Pelo

Teorema de Pascal aplicado no hexdgono BB’ PC’C A, ou equivalentemente BCPC’B’A, encontra-se

que:
A() € Blcl.

C P

Ao

B’ A

C/
= CC’' N AA’. Verifica-se que: C; = ABNPC' e Ay = CBnN PA’.

Analogamente, seja By
O diagrama a seguir ilustra como combinar os pontos para determinar as retas que formam
Pelo Teorema de Pascal aplicado no hexagono AA’PC’CB, ou equivalentemente

a intersecao.
APCC’BA’, encontra-se que:
B() € C1A;.

A

3] [&] [¢] [E

c’ B A [c]
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Do mesmo modo, seja Co = AA’NBB’. Valeque: Ay = BCNPA’e By = ACNPB’. O diagrama
a seguir ilustra como combinar os pontos para determinar as retas que formam a interse¢ao. Pelo
Teorema de Pascal aplicado no hexdgono AA’PB’BC, ou equivalentemente APBB’CA’, encontra-se
que:

C() € A]B].
P B
A A P B A P B
B’ C A’ B’ C A’ B’ C A’

Como C1A; || AC (base média) segue que ByA || AB;. Pelo Teorema de Tales encontra-se:

CoBy  CpA;
CoA  CoB;’

Analogamente, como CB; || BC (base média) segue que BA; || AgB;. Pelo Teorema de Tales
encontra-se:

CoAy  CoB

CoB1  CoAo’
Das duas equagdes anteriores segue:

CoBy B CoB

CoA  CoAo’

CoBo - CoAp = CpA - CpB.

Devido a equacdo anterior e o angulo comum vale a igualdade de areas:
[AA()B()C()] = [AABCQ] .

Como AB || A;Cy segue que:

[AABC,] = [AABB,] = = [AABC].

| =

A dltima igualdade consequéncia de B; ser ponto médio do segmento CA. Das duas tltimas
equagoes conclui-se que:

1
[AAQB()CQ] = 5 [AABC] .

Ou seja, a drea do AAyByCp nao depende de P.
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Figura 14: Construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.

3.4 Teorema de Ceva Trigonométrico. Tridngulo Isésceles. P30 LL IMO
1977.

Problema 4. Um triangulo ABC com (A = 30° e LC = 54° é dado. Em BC um ponto D é
escolhido tal que /CAD = 12°. Em AB um ponto E é escolhido tal que /ACE = 6°. Seja S o ponto
de interseccdo de AD e CE. Provar que BS = BC.

A IMO 1977 foi realizada em Belgrado, capital da Sérvia. Este é o P30 da LL, proposto pela
delegacao da Holanda (Djukic et al, 2011).

3.4.1 Resolucao do Problema 4.

A Figura 15 mostra uma constru¢do geométrica inicial.
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War\
A=
A

30°

96°

Figura 15: Constru¢ao geométrica inicial para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Para provar que BS = BC bastard mostrar que o ABCS € isosceles, de base CS (Figura 16). Isto
implica que:
/BSC = £/SCB =54° — 6° = 48°.

O anterior equivale, pela soma dos angulos internos no ABCS, a demonstrar que:
LCBS =180° —2-48° = 84°.

Por tanto, deve-se provar que:
LSBA =x =96° — 84° = 12°.

Pela forma trigonométrica do Teorema de Ceva vale que:

sen(96° —x) sen(18°)  sen(6°) 1
sen(x) . sen(12°). sen(48°)

Ou seja, das duas ultimas equagdes, basta verificar que:

sen(84°) sen(18°) sen(6°)
sen(12°) . sen(12°) ' sen(48°)

Nota-se que:
sen(84°) = cos(90° — 84°) = cos(6°),

sen(12°) = 2sen(6°) cos(6°).
Segue a verificacao de:

cos(6°) sen(18°)  sen(6°)
2sen(6°) cos(6°) sen(12°) sen(48°)

sen(18°) = 2sen(12°) sen(48°).
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Pela identidade:
2 sen(a) sen(B) = cos(a — B) — cos(a + B),

2sen(12°) sen(48°) = cos(36°) — cos(60°).
Por tanto, basta verificar que:

1
sen(18°) = cos(36°) — X

Neste ponto a verificag@o ja pode ser feita com o auxilio de uma calculadora. Alternativamente,
escreve-se:

1
co0s(90° — 18°) = cos(36°) — X

1
cos(72°) = cos(36°) — 3

Pela féormula para o cosseno do angulo duplo:

1
cos(2 - 36°) = cos(36°) — ok

1
2¢0s%(36°) — 1 = cos(36°) — 5

Seja y = cos(36°). A equagdo anterior é reescrita como:

1

2y —1l=y-—,

y Y= 3
1

2y’ -y - = =0,
Y -y-3

4y? =2y —1=0.

Resolvendo a equacdo quadrética encontra-se:

S

1+
Yip = 1

y1 = 0, 809,
y2 = —0,3009.

A solugdo y; corresponde ao valor de cos(36°), verificado por uma calculadora.
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Figura 16: Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

3.5 Teoremas de Ceva e Tales. Semelhancas. Homotetia. P2 SL. IMO 1991.

Problema 5. Para um triangulo acutangulo ABC, M é o ponto médio do segmento BC, P é um
ponto no segmento AM tal que PM = BM, H é o pé da reta perpendicular de P a BC, Q é o ponto
de interseccdo do segmento AB e a reta passando por H que é perpendicular a PB e, finalmente, R
¢ o ponto de intersecgdo do segmento AC e a reta que passa por H que é perpendicular com PC.
Mostrar que a circunferéncia k circunscrita ao AQHR é tangente ao lado BC no ponto H.

A IMO 1991 foi realizada em Sigtuna, cidade na Suécia. Este € o P2 da SL, proposto pela
delegacao do Japao (Djukic ez al, 2011).

3.5.1 Resolucao do Problema 5.

A Figura 17 mostra uma constru¢dao geométrica inicial.
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Figura 17: Construcao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa aqui.

Sejam os pontos Q' = HQ N BP e R = HR N CP (Figura 18). Vale que Z/BPC = 90°, pois
MB = MP = MC. Logo, o quadrilatero PQ"HR’ € um retanguloe /R"HQ’ = 90°. Segue que QR é
diametro de k.

Como PH L BC a circunferéncia k’ circunscrita ao retangulo PQ’HR’, de diametro Q’R’ ou
PH, ¢ tangente a BC. Seja o ponto O’ = Q’R’ N PH centro de k’. Resta mostrar que Q'R’ || OR.
Neste caso, k e k’ seriam homotéticas, com centro em H, e o centro de k seria colinear com a reta
HO'.

Sejam os pontos X = CPNABeY = BPN AC. Pelo Teorema de Ceva, aplicado no AABC e 0s
segmentos AM, BY e CX (concorrentes em P), segue:

AX BM CY |

AX AY
XB  YC
Este ultimo resultado implica, pela reciproca do Teorema de Tales, que XY || BC. Por angulos
alternos entre paralelas e o critério de semelhanca AA encontra-se:

APXY ~ APCB,
PY PX
== 16
PB PC (16)
Por outro lado, QH || XC. Segue que:
ABQH ~ ABXC.
Como os segmentos BQ’ e BP sao cevianas dos tridngulos anteriores encontra-se:
’ PX
Q0 = —. 17)
Q'H PC
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Analogamente, RH || YB. Segue que:
ACHR ~ ACBY.

Como os segmentos CR’ e CP sao cevianas dos tridngulos anteriores encontra-se:

R'R _PY

RH_ PB (1%
De (16), (17) e (18) t€m-se:

Q0’0 RR

O'H RH’

Pela reciproca do Teorema de Tales Q’R’ || QR. Com isto, o centro de k serd o ponto O =
ORNHO'.

Figura 18: Constru¢ao geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.
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