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Topologia das funcoes entropicas

Topology of entropic functions

Resumo

Nos cursos de fisica bdsica os alunos tem contato com a se-
gunda lei da termodindmica a qual os levam a definir uma
nova fungao de estados chamada de “entropia”. Contudo as
definicoes vieram de estudos empiricos. Mostraremos de ma-
neira generalizada a formulacdo Ludwig Eduard Boltzmann
para entropia, ademais algumas propriedades topologicas do
conjunto das fungdes entrdpicas.
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abertos, fechados. e densos.

Abstract

In basic physics courses, students come into contact with the
second law of thermodynamics, which leads them to define a
new state function called “entropy”. However, the definitions
came from empirical studies. We will show in a generalized
way the Ludwig Eduard Boltzmann formulation for entropy, in
addition to some topological properties of the set of entropic
functions.
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1 Introducao

Nos cursos basicos de fisica se encontra o primeiro contato com a Segunda Lei da Termodinamica,
a qual, segundo Moysés [1]], € impossivel realizar um processo cujo o tnico efeito seja: remover
calor de um reservatério e produzir uma quantidade equivalente de trabalho, ou entdo transferir
calor de um corpo mais frio para um mais quente. Podemos atribuir a lei ao estudo empirico dos
fisicos e engenheiros que trabalhavam na area da termodinamica. Consequentemente, com essa
lei se definiu uma nova func¢do de estado: a “entropia”. Logo, a termodinamica € responsavel por
estudar a variacao da entropia em sistemas fechados. Contudo, a problemética em torno da definicao
de entropia seria correlacionar-lha com a mecanica Newtoniana, que é determinista. Tal fendbmeno
pode ser explicando com o experimento idealizado da expansao livre de um gas ideal, a saber:

“Ha um paralelismo completo entre a evolu¢ao do macroestado de um sistema no sentido
da probabilidade crescente e o principio de aumento da entropia, o que nos leva a inferir
que a entropia deve ser uma medida de probabilidade termodinamica.” [1]].

Na Fisica estatistica, a Entropia € uma medida do distirbio de um sistema. A desordem a que
se refere € realmente o nimero de configuragdes microscopias que um sistema termodindmico pode
ter quando em um estado especificado por determinadas varidveis macroscopicas (volume, energia,
pressao e temperatura). Por “estados microscépicos”, queremos dizer os estados exatos de todas as
moléculas que compdem o sistema.

A Entropia foi estudada e estatisticamente formulada por Ludwig Eduard Boltzmann. Empiri-
camente € observado que a Entropia € uma grandeza crescente e aditiva, uma vez que a entropia
dos sistemas resultantes S € a soma das entropias e, neste caso, como os sistemas sao independen-
tes e a probabilidade P da soma € o produto das probabilidades, dizemos que sua probabilidade
termodindmica € um nimero de microestados compativeis com seu macroestado, temos:

P=P -P,=85=5+5. (1)
Nesse contexto € natural fazermos o seguinte questionamento:

Pergunta 1. Existe uma fungdo real, y = f(x), crescente e aditiva que represente o comportamento
empirico da Entropia?

Mais precisamente, serd que a Entropia pode ser representada por uma fungao real f que satisfaz
as propriedades:

i) Sex <y e f(x) < f(y), f écrescente;
i) Se f(x-y)=f(x)+ f(y), f é aditiva.

A boa noticia é que temos uma resposta positiva para o questionamento feito anteriormente.
Mais precisamente, o conjunto

E={feCR"R) | fsatifaz[DeGD]}. (2)

com C(R*,R) sendo o conjunto das func¢des continuas de R* em R, é o conjunto das fun¢des
entropicas. Denotando
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(f)={g € CR,R) | g=kf,comk €R},

temos
Teorema 1. Se f € C(R*,R), entdo E =< In(x) >.

Um dos principais objetivos da matematica € entender a estrutura do conjunto através de ferra-
mentas topoldgicas, como as propriedades satisfeitas por conjuntos abertos, fechados e densos.

Seja K = [a, b] um intervalo fechado da reta tal que K C (0, +0). Dizemosque f : K CR —> R
€ de classe C" se todas as derivadas de ordem r, no intervalo K, sao continuas. Denotamos o
conjunto de fungdes de classe C" por C" (K, R).

Teorema 2. Seja|E|o conjunto das fungoes entropicas. Entdo E C C*(K,R). Mais precisamente,
toda fungao de|E|é uma funcgdo de classe C*.

Dado um espago métrico S, um subconjunto X de S é aberto se, para cada ponto X, existe 6 > 0
tal que a bola aberta B(a, ¢) ainda esteja contida em X.

Teorema 3. O conjunto [E|ndo é aberto.

Em Matematica, um ponto a € X € aderente a X se a € limite de uma sequéncia x,, de pontos
de X. Equivalentemente o ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, para todo invervalo /
aberto de centro a tem-se I N X # @. O fecho do conjunto X, denotado por X, é o conjunto formado
pelos pontos aderentes de X. Um conjunto se diz fechado se contiver o seu fecho.

Teorema 4. O conjunto[E|é fechado.

Por fim, seja § um espaco métrico e X um subconjunto de S. Se a topologia de S € a topologia
induzida pela métrica, X € densoem S se X = S.

Teorema 5. O conjuntoE]|néo é denso em C(R*,R).

2 Definicoes e resultados preliminares

Com as propriedades temos a seguinte preposi¢ao.
Proposicao 1. Se f €[E] entdo:
(a) f:R* — R éinjetiva;
(b) f(1)=0;

(c) f(x) >0sex>1e f(x) <0sex < 1;Vx € R¥;

(d) Sex € R, entdo f (}C) =—f(x);

(e) Sex,y € R*, entdo f (f) =f(x) - f(y);

(f) Sex e R*er € Q entdo f(x") =r- f(x);
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(g) A funcdo f : Rt — R é ilimitada superior e inferiormente.
Demonstragdo. Veja [2]. pag. 13-17. O

1
Consideraremos a fun¢do f(x) = —,Vx € R*. Sendo f continua em qualquer intervalo fechado
X

[a,b] c (0, ), podemos definir a fungao

F(x)=/1x%dt.

Temos, pela propriedade da integral, que

Definicao. Definimos a fungdo logaritimica como

t

In(x) = F(x) = / Ldr, vxeRr™
1

Teorema 6. A funcdo In(x) é continua.

Demonstragdo. Seja xo > 0 fixado. Entdo, para x > x¢, usando |(3)), temos

X X _
ln(x)—ln(x0)=/ %dts/ Lg=2"2
X

X0 0 X0

~ . X0 .
Por outro lado se x < xo, entdo existe a € R* tal que — < x < xo, assim
a

X0 X0 _ . —
In(x0) — In(x) :/ Lar < / lgp <™= 1 (0 =)
X X X X0
De[(3))] e [(6]} segue-se que
|a|
| In(x) —In(xp)| < 7—x — xo-
o
Entao, dado qualquer € > 0, tome ¢ = | B Desse modo,
a - xXo
|x —xo| <6 = |In(x) — In(xp)| < %lx —xo0| < €,
X0

0 que prova a continuidade da funcao.

Teorema 7. A funcgdo In(x) é derivavel e

d(In(x)) _ 1

dx x

3)

“)

(&)

(6)
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Demonstragdo. Seja xg > 0 fixado. A razdo incremental correspondente é

q(x) = =
X — X0 X — X0 X = X0 Jxg

Se x > xp, da integral [(7)] temos

Portanto, usando [(7)) e [(8)] obtemos

1 1

X X0
0 que implica em

lim g(x) = —.

X=X 0

Analogamente, se xp > x, temos

_ X0 _
Xo =X _ ldt<x0 X
xo e '
0 x X

Portanto, usando|(10)| e [(/)} obtemos

0 que implica em

1
lim g(x) = —.
X=Xy X0

X1 X0 1
In() ~In(xo) _ Sy 20— J7dr 1 /det
- ! gy,

(7

®)

€))

(10)

(1)

d 1
Finalmente, Eai e/(11){implica que In(x) € derivavel em x e o (In(x))(x9) = — como queriamos
x X0

provar.

O

Proposicao 2. Seja M um espaco métrico. Se A C M é um subconjunto denso em M, entdo

G N A # @, para todo subconjunto aberto G # @ desse espago.

Demonstragdo. Veja [3]. pag. 84.

O

Corolario 1. Seja M um espaco métrico e considere A C M. Se existe um subconjunto aberto

G # @de M tal que G N A = @ entdo A nao é denso em M.
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3 Prova dos resultados

Prova do Para provar o temos que mostrar que
(a) <In(x) >C E;
(b) E c<In(x) >.
Para verificamos a inclusdo do item (a) temos que mostrar que todo elemento de < In(x) > é

crescente e aditivo. A prova do item (b) sera feito mostrando que, qualquer fun¢dao do conjunto £
pode ser gerada a partir de uma outra fun¢ao do conjunto.

Lema 1. A funcdo In(x) é crescente e aditiva. Logo < In(x) > também compartilha da mesma
propriedades.

Demonstragdo. Seja f €< In(x) >. Entdo f(x) = klIn(x), onde k € R. Primeiramente, vamos
mostrar que f(x) é crescente. De fato, se x| < x7, usando[(3)] e [[]] temos

X2 X1
ln(xz)—ln(xl):/ }dz—/ Ldr
1 1
" : 1
:/ ?dl'i'/ ?dt
1 X1
)Czl
:/ ;dl‘
X1

1
Como " > —, paratodo r € [xy,x2], temos
X2

X2 —X]

X2
0< < / %dt =1In(x2) — In(xy).

%) X1

Logo, In(x2) > In(x;), se x3 > x;.
Agora, vamos provar que f € aditiva. Se a e b sdo reais positivos, entao

In(ab) = In(a) + In(b). (12)

Considere a fungdo g(x) = In(ax),¥x > 0. A fun¢do g é uma funcdo composta
g = (Inoh)(x), onde h(x) = ax. Pelo teorema sobre derivag¢ao de fun¢des compostas, temos:

g'(x) = (In)'(h(x)) - ' (x),

ou seja
/ 1 1
gx)=—-a=-.
ax X
Logo
r_ , 1 1
(8(0) =In(x)) = ¢'(x) =In’ (x) = — = = =0,

o que implica que g(x) = In(x) + k, onde k € uma constante, portanto
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In(ax) = In(x) + k,

para todo x > 0. Fazendo x = 1, temos

1
ln(a):ln(1)+k:/ Yat+k=0+k.
1

Portanto,
In(ax) = In(a) + In(x),
para todo x > 0. Em particular, para x = b temos (12 O

Logo, como f(x) € crescente e aditiva, temos que f(x) € E. Dessa forma, < In(x) >C E, o que
demonstra o item (a). Resta mostramos o item (b), que segue do proximo lema.

Lema 2. Se f1, f> € E, entdo existe k > 0 tal que f>(x) =k - fi(x) para todo x > 0.
Demonstragdo. Suponha que exista um nimero a # 1 tal que fi(a) = f>(a). Para fixar ideias,
digamos que a > 1. Logo temos que fij(a") = f2(a"),Vr € Q. Pela proposi¢ao temos que

fi(@") =rfi(a) = rfa(a) = fo(a”). Suponhamos que exista algum b > 0 tal que f1(b) # f2(b).
Sem perda de generalidade, assuma f|(b) < f>(b). Escolha n € Z de tal modo que

fila) <n-[f2(D) - f1(D)].

Entao

filah) =+ fia) < fo(b) - ilh).

Por simplicidade, escrevemos ¢ = fj (a%). Os numeros ¢, 2¢, 3¢, ... dividem R em invervalos
justapostos de mesmo comprimento ¢. Como ¢ < f»(b) — f1(b), pelo menos um desses nimeros,
digamos m - ¢, pertence ao interior do intervalos ( fi(b), f2(b)), ou seja, fi(b) <m -c < f2(b).
Assim temos,

m-c=m- fi(ar) = fi(a") = fo(a").

Entao,

filb) < fi(an) = fr(an) < f(b).

Como f; e f> sdo crescentes, pela propriedade (1), temos que:

fi(b) < fi(an) = b <an,

e que

folan) < fo(b) = an < b.

Logo, b = an. Dai, fi(b) = f>(b), contrariando a hipétese inicial de fi(b) # f»(b). Portanto, b
nao existe. Assim se Ja # 1 € R* tal que fi(a) = f2(a), fi(x) = fo(x),Vx > 0.
Agora, fi1, f» € E. Sejak = %,Vd # 1. Seja f3 € E, definido por f3(x) = k - fi(x). Entdo
1\a
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(a
f@ =k i@ =| 29 i) - @,
fi(a)
Segue-se do que foi provado acima que, f3(x) = f>(x), Vx > 0, ou seja, que f>(x) = k- f1(x),Vx > 0,
como queriamos demostrar. m]

Como In(x), f € E, segue que existe k € R, tal que

f(x) = klIn(x).
Logo, f €< In(x) >, o que mostra que E c< In(x) >. Portanto, por (a) e (b) concluimos a prova do

O

Prova do [Teorema 2| Para a prova do [leorema 2| mostraremos que a funcao geradora do conjunto
E possui sua n-é€sima derivada, para todo n, e elas sao continuas.
Usaremos o principio da indugdo finita para mostrar que a lei de formacao da derivada de n-ésima
n

ordem da funcdo logaritimica é ﬁ(ln (x)) = (=)' (n=1)!-x7". Pelo[Teorema 7,
X

d
—-(In (x)) =x'=C=D"a-nrxh
X
Para k > 1, suponha que

d* k-1 -k
—p(n(@) = (=D (k-1

Entao

dk+1 d
S (in () = =

- d% ((—1)"—1 (k= 1)! ~x_k)

= (D k=

= (=D (k=D (k) D
= (=D)F - k! x D),

dk
(S

Portanto, pelo principio da indugao finita,

dn
dx"

(In(x))=(=D"1-(n=D1-x".

Ainda por [4], aprendemos que para toda constante ¢ € R que multiplique uma fungao continua,
ela permanecera continua. Para qualquer x > 0, a familia de fungdes f(x) = x™", n € N, é continua.
n

d
Logo, ﬁ(ln (x)) € continua, para todon > 1. O
X
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Prova do [Teorema 3! Seja f € E e considere g(x) = f(x) + B(x), sendo B uma bump function,
semelhante a que esta descrito em [5]], definida por B(x) = € - hi(x) onde

1
vy _
h(x) = e -2, se —l<x<l1
0, se x € (—oo,—1] U [1, +00).

Note que g € B(f, €), visto que
If(x) = g()| = 1f(x) = (f(x) + B(x))| = | = B(x)| < €- ¢! <.
Com € - e~! sendo um ponto de maximo local da bump function. Por outro lado, observe que

gx-y) = (f+B)(x-y)=f(x-y)+B(x-y)

< fO+f) +e<f)+ () +2e,

e que

(f+B)(x) + (f +B)(y)
(f(x) + B(x)) + (f(y) + B(y))

g(x) +g(y)

A

J)+e+f(y)+e

J)+f(y) +2e.

Assim, temos que

gx-y)=(g)+g(y) < f)+f(y)+2e—(f(x)+f(y)+2€)
ST+ £+ 2€ - ) - £A) - 26

= 0.

Mais precisamente, temos que g(x - y) < g(x) + g(y), o que mostra que g nao pertence ao
conjunto E. Dessa forma, temos que £ nao € um conjunto aberto. O

Prova do [Teorema 4, Para a prova do mostraremos que o conjunto E contém o seu
fecho, mais precisamente, £ = E.
Seja f,(x) uma sequéncia de funcdes em E. Considere que lim f,(x) = f(x). Vamos mostrar
n—oo

que f € E. Pelo Teorema da derivagdo termo a termo e de f,,(x) € E, Vn, temos

f() = lim f(x) = £(x) = im £1(x) 2 0= f/(x) 2 0. (13)

Logo, por [4], f € crescente. Além disso,

flx-y)= nh_)n(}ofn(x y) = nh_)ngo(fn(x) + fu(y))

. . (14)
= lim f,(x) + lim fu(y) = f(x) + f(3).
Logo, f ¢ aditiva.
Logo, f € E. Portanto, E é fechado. O
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Prova do Para provar o mostraremos que o conjunto [E| ndo contém todos
abertos de C(R*,R).

Seja F: C"([a,b],R) >R

e F(f)=f(x-y) - f(x)=f(y),V¥x,y € [a,b].
Como f € de classe C", temos que f € uma funcao continua. Assim, temos que F' é uma funcado
continua.

Lema 3. Seja A C R um conjunto aberto e considere F : C(|a, b],R) — R uma funcao continua.
Entdo, F~'(A) é um conjunto aberto em C([a, b],R).

Demonstragdo. Esse lema segue da afirmagdo de continuidade de funcdo. Como o conjunto A €
aberto temos:

fi-fl<é=IF(f)-F(L)l <e

Definicao. O conjunto

B={feC(la,pl.R) | f(x-y)>f(x)+f(y).Vx,y€ [a,b]}.

Lema 4. B ¢é um conjunto aberto em C([a, b],R)

Demonstragao. O intervelo A = (0, +o0) € aberto em R.
Como F é continua temos que F~'(A) é um conjunto aberto. Por outro lado, note que:

F7'(A)={f € C([a,b.R) | F(f) €A}
={f €C(la,b],R) | F(f) € (0,+c0)}

={feC(la,bl.R) | F(f)>0}

={feC(a,bl.R) | flx-y)=f(x)+f(y)>0,Vx,y € [a,b]}
={feC(a,bl.R) | f(x-y)>f(x)+f(y).Vx,y€[a.b]} =B

Logo, como B = F71(A) e F71(A) é aberto em C([a, b],R) concluimos que B e um conjunto
aberto em C([a, b],R). O

Voltando a demonstracdo do considere o conjunto

E={feC(R"R) | f satifaz[i) e (D)}

e suponha que [E|seja um conjunto denso em C([a, b],R). Entdo E N G # @, para todo conjunto
aberto G # @ de C([a,b],R). Em particular, temos que £E N B # @. Assim, temos que existe
feEENB. Sefe ENB,entao f € Ee f € B. Logo, temos que f € aditiva pelo fatode f € E
e f ndo € aditiva pelo fato de f € B. Dessa forma, temos uma contradi¢do. A contradi¢ao surgiu
quando afirmamos que E era denso em C([a, b],R). Portanto, concluimos que £ ndo é denso em
C(la,b],R). ]
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