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Um estudo sobre a forma canonica de Jordan em
espacos vetoriais sobre corpos finitos

A study on the Jordan canonical form in vector spaces over
finite fields

Resumo
Neste trabalho, serd apresentada a constru¢ao do teorema que
fundamenta a existéncia e unicidade da Forma Canodnica de
Jordan para uma dada transformacao em um espaco vetorial
sobre um corpo algebricamente fechado partindo do fato de
que, se 7 € uma transformacao linear em um espaco vetorial
V de dimensao finita sobre um corpo K e A é um autovalor
de T, entdo a restri¢io de T — A1, A ker(T — Al;)’ (onde j é
o menor inteiro tal que ker(T — A1)/ = ker(T — Al;)/*!) é
nilpotente, o que possibilita encontrar conjuntos de vetores 8 =
v, (T=A)(Vv),...,(T=AI;)"'(v)} de modo que a restri¢io
de T — Al; ao conjunto gerado por S pode ser representada por
uma matriz do tipo J,,(0), e portanto, a restricdo de T a [f]
pode ser representada por J,,;, (4;).
Em seguida, sera utilizada a Teoria de Corpos para estender tal
construgdo possibilitando sua utilizacdo em espagos vetoriais
sobre corpos finitos, uma vez que se p(x) é um polindmio
irredutivel sobre um corpo K, entdo K[x]/{p(x)) € um corpo
onde p(x) possui raizes.
Palavras-chave: Algebra linear. Corpos finitos. Formas
canodnicas.

Abstract
In this work, we will present the construction of the theorem
that substantiates the existence of the Jordan Canonical Form
for a given linear transformation on a vector space over and
algebraically closed field using the fact that, if 7" is a linear
transformation in a finite dimensional vector space V over a
field K and A is an eigenvalue of 7, then the restriction of
T —A; toker(T — A1)’ (where j is the smallest integer such that
ker(T—Al,)/ = ker(T—A11;)7*") is nilpotent, which allows us to
find a set of vectors 8 = {v, (T —Aly)(v), ..., (T—-A1)" ' (v)}
such that the restriction of 7' — Al to the set generated by S
can be represented by a matrix of the type J,,(0), therefore, the
restriction of 7' to [B] can be represented by J,,, ().
Following that, we will use Field Theory to extend such cons-
truction in order to allow it to be used in vector spaces over
finite fields, since if p(x) is an irreducible polynomial over a
field K, then K[x]/{p(x)) is a field where p(x) has roots.
Keywords: Canonical forms. Finite fields. Linear algebra.
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1 Introducao

Um dos conteddos estudados nas disciplinas de Algebra Linear dos cursos de licenciatura em
matematica é a forma diagonal de uma dada transformacdo linear em um espaco vetorial. No
entanto, nem toda matriz é diagonalizdvel, e, apesar da Forma Canénica de Jordan generalizar a
diagonalizacao de matrizes, ¢ comum que tal contetido ndo seja apresentado. Além disso, € comum
trabalhar formas candnicas apenas sobre corpos infinitos e de caracteristica 0, apesar da possibilidade
de construir espagos vetoriais sobre corpos finitos.

A utilizacdo de corpos finitos permite uma visdo aprofundada da Algebra Linear, ndo somente
devido ao fato de possibilitar espacos vetoriais finitos, mas devido ao comportamento de tais corpos
e suas extensoes, dado que certas propriedades dos corpos de caracteristica 0 naturalizadas no
estudo da Algebra Linear ndo se mantém ao trabalhar com corpos finitos. Um exemplo disso é que
corpos finitos nao sao algebricamente fechados, o que leva a necessidade de trabalhar com corpos
de extensdo para garantir autovalores de uma dada transformacgao, o que nao acontece ao se utilizar
o corpo dos complexos.

O objetivo deste trabalho €, portanto, estudar a teoria que fundamenta a existéncia da Forma
Canonica de Jordan para transformagdes em espagos vetoriais sobre corpos algebricamente fechados
de caracteristica 0 e, utilizando ferramentas da teoria de corpos, estender este processo para corpos
finitos.

2 Forma Canonica de Jordan

Ao longo desta secdo, a obra utilizada como fonte principal foi o livro Um Curso de Algebra
Linear, de Coelho e Lourengo (1).

2.1 Operadores diagonalizaveis

Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K, 8 umabasede V,T € L(V,V)
um operador linear e [T'] g a matriz de T na base 5.

Definicao 1 Um autovalor de T é um elemento A € K tal que existe um vetor ndao nulo v € V com
T(v) = Av.

Proposicao 2 A é um autovalor de T se, e somente se, A é uma raiz de det([xI; — T]g).

Demonstracao: Seja 8 uma base qualquer de V. Se A € autovalor de 7, entdo a transformacgao
Aly — T tem nicleo nao trivial, uma vez que existe v # 0 tal que T(v) = Av. Assim, Al; — T é
nao injetora e portanto nao invertivel, de modo que det([1l; — T]g) = 0, e, portanto, A é raiz de
det([xI; — T]g). A volta é reciproca.

O

Definicao 3 Se A é um autovalor de T, entdo todo vetor ndo nulov € V tal que T (v) = Av é chamado
de autovetor de T associado a A. Denotaremos por Aut(A) o subespago de V gerado por todos os
autovetores associados a A.

Suponha que dimV = n < co. Dizemos que T é diagonalizavel se existir uma base B tal que
[T]g € diagonal, o que é equivalente a dizer que existe uma base formada por autovetores de 7.
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Teorema 4 SejaT : V — V um operador linear onde V é um espaco vetorial sobre K de dimensao

finita e sejam Ay, ...,A;, t > 1, autovalores de T, dois a dois distintos.
i. Sevi+---+v;,=0comv; € Aut(A;),i=1,...,t, entdov; =0 para cada i.
ii. Paracadai = 1,...,t, seja B; um conjunto linearmente independente contido em Aut(A;).

Entdo B1U B U --- U B, ¢é linearmente independente.

Demonstracao:

i. Demonstraremos por inducao em ¢t. Se t = 1, o resultado € imediato. Se ¢t > 1, suponha que
para j < t, o resultado vale. Aplicando 7 na igualdade

vi4o v, =0 *)

temos
T(vi+---+v)=A4vi+---+4v,=T(0) =0. )

Multiplicando () por 4; e subtraindo (xx), temos

(A =)o+ -+ (A1 = A)v; = 0.

Como cada (1) — A;)v; € Aut(A;), por hipdtese de inducdo, (1] — A;)v; = 0. Como A; # A
parai # 1,v; = 0 parai > 1. Substituindo em (), conclui-se que v; = 0.

ii. Para cada i, denote por B; o conjunto {v;1,..., Vi, }. Assuma que
anvi -+ aVip -+ @iV - + A, Vin, = 0.

n; nj
Como Za,-jvl-j € Aut(4;), pelo item (i), Zaijv,-j =0parai =1,...,t. Como B; é

j=1 J=1
linearmente independente (L.I.), segue que cada a;; = 0, portanto, By U --- U B, € L.I.

O

Coroldrio 5 Se Ay, ..., A; sdo todos os autovalores de T, entao T é diagonalizavel se, e somente se
t
dimV = Z dim Aut(1,).
i=1

Definicao 6 Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita, T € L(V,V) um operador linear e
B uma base de V. Chamamos o polinomio det(|xl; — T]g) de polindomio caracteristico de T e o
denotamos por pr(x).

Se B’ é uma base qualquer de V e IZ, a matriz de mudanca de base de B para B, tem-se que

det([xlq —T)p) = det(Ig,[x1s = T)s(Ig) ")
= det (12 )det([x1; — T]g)det (IZ)™1)
= det(I3,)det([xI; — T)g)det(I5,)""
=det([xIys - T]g),
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isto é, a definicao do polindmio caracteristico ndao depende da escolha da base.

Seja A um autovalor de um operador linear 7 : V — V, onde V é um K-espago vetorial
de dimensdo finita e suponhamos que pr(x) = (x — 1)"g(x), com g(41) # 0, seja o polindmio
caracteristico de 7. O ndmero m € chamado de multiplicidade algébrica de A e o denotamos por
ma(A). Chamamos de multiplicidade geométrica de A a dimensao do subespago Auz (1) e indicamos
tal nimero por mg(A).

Proposicao 7 Seja A um autovalor de T : V — V onde V é um K-espaco vetorial de dimensdo
finita. Entdo mg(A) < ma(Q).

Demonstracao: Seja W = Aut(Ad) e suponha que a dimensdo de W seja s. Sejam B’ =

{w1,...,ws} uma base para W e 8 uma base de V contendo B’. Entao a matriz de T na base 8B é
do tipo ]

A0 ... 0

0 A ... 0 A

0 0 . A

0 0 . 0

A
0 0 . 0

de modo que
pr(x) =det(xly — [T]) = (x — 1) det(xly — A2),

logo, s < ma(A).
O
O polinéomio minimal de um operador linear 7 em L(V,V) € o polindmio mdnico my(x) de
menor grau tal que m7(7T)(v) = O paratodov € V.
Um operador linear T € L(V,V) € um zero de seu polindmio caracteristico pr(x), isto &,
pr(T) =0.
Os polindmios caracteristico e minimal de 7' tem as mesmas raizes a menos de multiplicidade.

2.2 Subespacos invariantes

Definicao 8 Seja T : V — V um operador linear onde V é um K-espaco vetorial e seja W C 'V um
subespaco de V. Dizemos que W é um subespaco T-invariante de V se T(w) € W para todow € W.

Definicao 9 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e T : V — V um operador linear. Se
V=W &-- -&W,ecadaW; é T-invariante, entdo as restri¢coes T; = T |y, sao operadores lineares
de L(W;,W;), e dizemos que T é a soma direta dos operadores Ty, isto é, T =T ® --- & T,.

Proposicao 10 Se T =T & T», entdo pr(x) = pr,(x) - pr, (X).

Demonstracao: Se T = Ty @ T», entdo existem Wi, W, C V invariantes por 7 tais que V =
Wi @ W,. Seja B uma base para Wi, B, uma base para W, e 8 = 81 U B,. Entao

[Tl]Bl 0

Tls=1"0" s,

2
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onde os zeros indicam matrizes nulas de tamanho apropriado. Logo,

pr(x) =det(xly — [T]g) = det(xly — [T1]g,) det(xly — [T2]8,) = pr, (X) - p1,(X).

Proposicao 11 W é (A1, — T)-invariante se, e somente se, W for T-invariante.

Demonstracao: (=) Suponha que W é (11, —T)-invariante. Entdo dadow € W, (Al;—T)w =

w1 para algum w; € W, de modo que 7' (w) = Aw — wy, que pertence a W. Logo, W € T invariante.

(&) Suponha que W € T-invariante. Entdo dado w € W, T(w) = w; para algum w; € W, de
modo que (Al; —T)(w) = Aw — wy, que pertence a W. Logo, W é (A1; — T)-invariante.

O

2.3 Operadores nilpotentes

Definicao 12 Um operador linear T € L(V,V) é chamado de nilpotente se existir um m > 0 tal
que T™ = 0. O indice de nilpoténcia de um tal operador sera o menor indice com esta propriedade.

Proposicao 13 Seja T : V — V um operador linear, onde V é um K-espago vetorial de dimensdo
finita. Entdo, T é a soma direta de um operador nilpotente e um operador invertivel.

Demonstracao: Considere a seguinte sequéncia de subespacos de V:

ker(T) C ker(T?) C --- C ker(T%) C ...

Como V tem dimensao finita, a sequéncia acima deve estacionar, isto €, existe m € N minimal tal
que ker(7™) = ker(T™*') para todo i > 1. Afirmamos que W; = ker(T™) e W, = Im(T™) induzem
a soma desejada.

De fato, W N W, = {0}, uma vez que se houvesse v € Wi N W,, entdo 7" (v) =0e T"(vy) = v
para algum v; € V, de modo que 7% (v;) = T™(v) = 0, e como ker(7>") = ker(T™) por hipétese,
vy € ker(T™), portanto, v = T (v;) = 0.

Como T™ € linear e Wi N W, = {0}, pelo teorema da dimensao do nicleo e da imagem,

dim(V) = dim(W, + W),

logo, V = W; & W,.

Considere, entdo, as restricdes 71 = T'|w, e T> = T'|w,. Como T = T} & T>, resta mostrar que 77 é
nilpotente e 75 € invertivel.

A nilpoténcia de T € imediata, uma vez que 77" (w) = 0 para todo w € Wj.

Seja v € W,. Entdo v = T™"(v;), para algum v; € V. Se Tr(v) = 0, entdo T>(v) = T(v) =
T (v;) = 0, de modo que v; € Wy, e portanto, v = T™(v;) = 0, ou seja, o nicleo de 7, contém
somente o vetor nulo. Assim, 7 € injetora e portanto, invertivel.

O

Proposicao 14 SejaT : V — V um operador linear nilpotente de indice de nilpoténcia m > 1, onde
V é um K-espago vetorial de dimensao finita. Sev € V é tal que T" ' (v) # 0, entdo:

i. O conjunto {v,T(v),...,T"\(v)} é linearmente independente.

PICININL I. V.; HATTORI, J. F. de A.; ARAUJO, W. F. de. Um estudo sobre a forma candnica de Jordan em espagos vetoriais sobre corpos finitos.
C.Q.D. - Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 26, e26008, 2025. Edicéo Iniciacdo Cientifica.
DOI:10.21167/cqdv26e26008  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd



" of
=
=)

ii. Existe um subespago T-invariante W de 'V tal que V = U®W, onde U = [v,T(v), ..., T" 1 (v)]

Demonstracao:

1. Suponha que o conjunto € linearmente dependente. Entdo existem ay, . .., a,—; nao todos
nulos tais que
apy + -+ am_1T"1(v) = 0.
Seja k o menor indice tal que a; € nao nulo. Entao

m—1

Thw) = Y ZET(),

iskr1 Gk

de modo que

m—1 m—1
Tm—l(v) — Tm—(k+1)(Tk(v)) — Tm—(k+1) ( Z _—aiTi(v)) — Z __al'Tm+i—(k+1)(v) =0,
izk+1 Ak izk+1 Tk

o que contradiz a hipétese de que 7"~!(v) # 0.

ii. A demonstragao serd feita por inducao no indice de nilpoténcia de 7. Para m = 1 é imediato,
uma vez que 7T seria o operador nulo. Suponha que m > 1 e que a afirmacao seja verdadeira
para todo 1 < k < m. Como Im(T) é T-invariante, a restricdo de T a Im(T) € nilpotente de
indice m — 1. Considere entdo o subespaco U’ = UNIm(T). Entao U’ = [T(v),...,T" ' (v)].
Por hipétese de inducio, existe um subespago T-invariante W’ de V tal que Im(T) = U’ @ W'.
Construiremos o subespago W desejado a partirde W’ = {w e V : T(w) € W'}.

Afirmacao 1: V=U + W”".

De fato, dadou € V, T(u) € Im(T) = U’ & W/, de modo que T (#) = u’ + w’ para algum
u el ,w eW.Comou e U’, devem existir ay, . . ., a,—; tais que

u' = ’g aT'v)=T (’"Z‘i a,-Ti_l(v)) )
i=1

i=1

m—1
Para u” = Z a;T"~'(v) em U, temos que T'(«”") = u’ e portanto T'(u) = T(u”) + w’, de modo
i=1
que T(u —u”) =w’ € W, logo, u — u” pertence a W”. Assim,u =u” + (u—u") e U+ W”",
como desejado.

Afirmacao 2: U N W’ = {0}.

Dadou € UNW’, € facil ver que T (u) pertence aU’ = U N Im(T) e a W’, uma vez que ambos
U e W’ sdo T-invariantes. Como Im(T) = U’ & W/, T(u) = 0.

m—1
Por outro lado, como u € U, existem escalares ay, . .., d,— tais que u = Z aiTi(v), logo,
i=0
m—1 m—1 m-2
0=T(u)=T Z a;T'(v)| = Z a; T (v) = Z a; T (v).
i=0 i=0 i=0
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Como {T(v),...,T" !(v)} é linearmente independente, ag = - -- = a,,_» = 0, de modo que
u=an1T"'(v) eU’. Logo,u € U'n W’ = {0}, portanto, U N W’ = {0}, como queriamos.

Desta afirmacgao 2, segue imediatamente que a intersec¢ao entre U N W” e W’ € {0}, e como
ambos estdo contidos em W”, segue que existe W tal que

W =WeW a&{UnWw").

Afirmacio 3: W = W @ W’ é o subespaco desejado.
De fato, como W C W” e Wn (UNW"”) = {0}, segue que U N W = {0}. Por outro lado, da
afirmacao 1, segue que
dim(V) = dim(U) + dim(W"”) — dim(U N W"),
mas,
dim(W”) — dim(U N W”) = dim(W)

e portanto,
dim(V) = dim(U) + dim(W),

demodoque V=Ue&W.

Resta mostrar que W é T-invariante. De fato, como W C W”, tem-se que T(W) C W C W.

O

Proposicao 15 Seja T : V — V um operador linear nilpotente com indice de nilpoténcia m > 1,
onde V é um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Entdo existem niitmeros positivos t,my, ..., n; e
vetores vy, ...,vs € V tais que:

. m=my=>2my>-+>my,
ii. O conjunto B ={vi,T(v1),...., T v1),....vi, TOvy), ..., T™ Y (v;)} é uma base de V;

iii. T"i(v;) =0, paracadai=1,...t.

Demonstracio: Como T é nilpotente de indice m, existe v € V tal que 7" '(v) # 0, e
portanto, By = {v,T(v),... ,T" ' (v)} é linearmente independente ¢ V. = W; & W], onde W,
€ o0 subespaco gerado por By e W) € T-invariante. Tome m; = m. A restricdo T, de T a W}
também deve ser nilpotente, com indice m, < m;. De maneira andloga, existe v, € Wé tal que

By = {v2,T(v2),...,T"™ (v,)} é linearmente independente e W] = W, @ W}, com W, gerado por
B e Wé T-invariante. Repetindo-se o argumento, obtém-se os valores my, . .., m; desejados, com

B = O Bi.
i=1

Note que, para uma transformacao linear 7 como descrita acima terd como matriz associada

O

J© 0 ... 0

0 Ju© ... 0
[Tz =| . N
0 0 oo Jp(0)
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onde J,,,(0) € um bloco de Jordan de tamanho m; X m; e diagonal nula, isto é,

0 0 . 00
1 0 . 00
Jmi(()):o | 00
00 ... 10

Teorema 16 (Forma Canonica de Jordan) Seja T : V — V um operador linear, onde V é um
espago vetorial de dimensdo finita sobre K tal que pp(x) = (x —A1)™ ... (x = A4,)", m; > 1l e
Ai #Aj,sei# j. EntaoV =U, & ---® U, onde, paracadai =1,...,r, temos:

. dimU;, =m;;
ii. O subespaco U; é T-invariante;
iii. A restrigdao do operador ;15 — T a U; é nilpotente.

Demonstracao: Para cadai = 1,...,r, considere 7; : V — V definida por T; = A4;1; — T.
Tomando U; como ker(Tl.k), onde k é o menor inteiro positivo tal que ker(Tl."“) = ker(Tl." ), tem-se
que arestri¢do de 7; a U; € nilpotente. Pela proposi¢do 14, existe W/ T-invariante tal que V = U; @ W].
Como U; e Wl.’ sdo T-invariantes, entdo sao 7T;-invariantes.

Sejam T’ e T"” as restri¢des de T a U; e W/, respectivamente. Entdo pr(x) = pr (x)pr(x).
Como 4; € o unico autovalor de 77 e ndo € autovalor de 7", conclui-se que p7/(x) = (x — A;)™, de
modo que dim(U;) = m; e a intersec¢ao de U; com (Uy + - - - + Uj—1 + U4 + - - - + U,) € {0}.

Como dim(V) = Z dim(U;), conclui-se que V = U; & - - - @ U,, como queriamos.

i=1
O

Note que, utilizando o teorema antes, para cada T — A;1;, como a restricdo ao autoespago gerado
por 4; € nilpotente, € possivel encontrar conjuntos 8; como na proposicao 15 de modo que a matriz
de T — A;14, restrita ao conjunto gerado por B, é

0 00
1 00
1 0 0f,
00 ... 1 0

e portanto, a restri¢do de 7 a0 mesmo conjunto tem como matriz associada,

(1, 0 ... 0 0]
1 A4 ... 00

0 1 ... 00f,
0 0 ... 1 A

de modo que é possivel encontrar uma base 8 de V onde [T]g € uma matriz diagonal em blocos
onde cada bloco € como descrito acima.
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3 Espacos vetoriais sobre corpos finitos

Na secdo anterior, para construir a Forma Canonica de Jordan, foram feitas suposi¢des de forma
implicita, como, por exemplo, a de que o corpo em que se trabalha € algebricamente fechado, uma
vez que supde-se que o polindmio caracteristico de uma dada transformacao pode ser fatorado em
termos lineares. No entanto, € possivel construir espacos vetoriais sobre corpos finitos, que nao sao
algebricamente fechados (o que serd demonstrado posteriormente). Neste caso, uma transformacgao
linear pode nao ter autovalores no corpo sobre o qual se define o espaco vetorial.

Um exemplo (nio finito) é o caso do espaco R? sobre o corpo R e transformagdes associadas a
rotacdes, cujos autovalores nao estdo no corpo dos reais. Para resolver este problema, normalmente
consideram-se as raizes complexas da transformacgao e encontra-se uma forma diagonal sobre o
espago C? sobre o corpo C. Para um dado espago vetorial sobre um corpo finito, é possivel resolver
este problema de maneira analoga.

Ao longo desta se¢do, as obras utilizadas como fonte principal foram os livros Contemporary
abstract algebra, de Gallian (3) e Exemplos de dlgebra linear sobre corpos, de Shokranian (5).

3.1 Corpos finitos

Alguns dos corpos mais conhecidos e estudados sdo os racionais, os reais € 0os complexos, que
sao corpos infinitos. No entanto, existem corpos que tem uma quantidade finita de elementos, como
Z, (onde p € um inteiro primo). Nesta sec@o, sera discutida a existéncia de corpos finitos com um
dado nimero de elementos.

Teorema 17 Todo corpo finito possui p* elementos, onde p é um niimero primo e k um inteiro
natural.

Demonstracao: Seja F, um corpo finito com g elementos e caracteristica p (isto €, p € 0 menor
i/nteiro positivo que satisfaz p - 1g, = Og,) e considere a fungdo f : Z — F, dada por f(x) = x - 1g,.
E facil ver que f é um homomorfismo. Note que, como o ntcleo de f € o ideal gerado por p,
pelo Teorema do Homomorfismo, Z/pZ € isomorfo a imagem de f, que € um subconjunto de F,,.
Portanto, F, = Z/pZ é um subcorpo de F,, e assim, F, pode ser visto como um espago vetorial
sobre [F),.

Como F, € finito, sua dimens@o também deve ser finita. Portanto, seja dimg,F, = k para algum
inteiro k. Entdo existem {ai,...,ax} € F, tais que todo elemento de F, pode ser escrito de forma
Unica como uma combinacao linear de aj, . .., a; com coeficientes em F,, e portanto, existem pk
elementos em F,.

O

Um resultado importante € que [, € um grupo ciclico. Para demonstrar tal proposi¢ao, faz-se
necessario o seguinte lema:

Lema 18 Seja G um grupo finito de ordem m com elemento neutro 1. Suponhamos que para todo
divisor d de m, o subconjunto
E;={xeG:x'=1}

possui d elementos. Entdo G é ciclico.
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Demonstracao: Seja O, o subconjunto de elementos de ordem d de E;. Se O,, é ndo vazio,
entdo existe um elemento de ordem m em G e portanto, G € ciclico. Assim, basta mostrar que
|Om| > 1.

Para cada d divisor de m, se |O4| # 0 e x € O4, entdo x € E,4, de modo que o subgrupo gerado
por x (denotado (x)) é um subgrupo de E;, uma vez que, paratodo 0 <i < d — 1, (x))¢ = (x¢)' = 1.
No entanto, |E4| = d = |{x)|, de modo que (x) = E;. Logo, E; é ciclico de ordem d e tem ¢(d)
geradores (onde ¢ € a funcdo totiente de Euler) e assim, |O4| = ¢(d).

Por outro lado, como consequéncia do Teorema de Lagrange (ver (2), pg. 195), temos que G é
a unido disjunta de cada 04, de modo que m = Z |O,4|. Pela formula de Gauss (ver (5), pg. 26),

dlm
m = Z ¢(d), de modo que |O4| deve necessariamente ser ¢(d). Em particular, |O,,| = ¢(m) > 1,
d|m
logo, |G ¢ ciclico.

Teorema 19 F, é um grupo ciclico com q — 1 elementos. Ele possui ¢(q — 1) geradores.

Demonstracao: Como F; ¢ um corpo, F; € um grupo multiplicativo. Considere, portanto, um
subgrupo G de ordem m de F,. Como o polindmio x™ — 1 possui exatamente m raizes no corpo,
nenhuma repetida (pois sua derivada ndo se anula em Fp), pelo lema anterior, Fj, € ciclico e tem
¢(g — 1) geradores.

m]

Definicao 20 Seja K um corpo com caracteristica p (primo). A fungdo F : K — K, definida por
F(x) = xP,
¢ chamada de homomorfismo de Frobenius.
Proposicao 21 A fungcdo F é um homomorfismo entre corpos.
Demonstracao: Decorre do fato de que se p € um inteiro primoe 1 < n < p — 1, entdo p divide

)

F(xy) = (xy)? =xPy? = F(x)F (y)

n
n=0

P
Fx+y) =x+y)P= Z (p)x”_”y” =xP +y’ =F(x)+F(y).
O

Definicao 22 (Corpo perfeito) Um corpo F é dito perfeito se F tem caracteristica 0 ou se F tem
caracteristicap e FP = {a” : a € F} = F.

Teorema 23 Todo corpo finito é perfeito.

Demonstracao: Decorre do Teorema 3.1, uma vez que, como todo homomorfismo de corpos
nao trivial é injetor e ¥ (1) = 1, ¥ é injetor. Se K € um corpo finito, ¥ também serd sobrejetor.
Assim, ¥ € um automorfismo de K, de modo que K? = K e K é um corpo perfeito.

O
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3.2 Adjuncao de Raizes em corpos finitos

Como discutido anteriormente, o problema dos corpos finitos no que diz respeito a Forma
Canonica de Jordan € o fato de ndo ser possivel garantir a existéncia de autovalores de uma dada
transformacao, uma vez que nem todo polindmio com coeficientes em um corpo finito teré raizes no
corpo.

Teorema 24 Nenhum corpo finito é algebricamente fechado.

Demonstracao: Seja K um corpo finito tal que K = {ay,...,a,}. Considere o polindmio
p(x) = (x—a1)...(x —ay) + 1 € K[x]. E fécil ver que p(x) ndo possui raizes em K, portanto, K
nao € algebricamente fechado.

O

No entanto, dado um corpo F, é possivel estender F de modo a obter um corpo que contenha F e
as raizes de um dado polindmio irredutivel. Nesta secado, serd discutida tal construgao.

Definicao 25 (Corpo de extensao) Um corpo E é dito corpo de extensao de um corpo Fse F C E
e as operagoes de F sdo as operagoes de E restritas a F.

Teorema 26 (Kronecker) Seja F um corpo e f(x) um polinomio nao-constante de F[x]. Entdo
existe um corpo de extensdo de F onde f(x) possui uma raiz.

Demonstracao: Como F[x] é um dominio de fatora¢do unica, entao existe p(x) € F[x] irre-
dutivel sem raizes em F tal que f(x) = g(x)p(x), para algum g(x) € F[x], de forma que € suficiente
encontrar um corpo de extensiao onde p(x) tenha raiz.

Afirmamos que E = F[x]/{p(x)) satisfaz a condi¢ao indicada. Como p(x) € irredutivel, (p(x)) é
maximal e E é um corpo. Além disso, como ¢ : F — E, onde ¢(a) = a+{p(x)) é um homomorfismo
injetor, E possui um subcorpo isomorfo a F.

Para mostrar que p(x) possui raiz em E, escreva p(x) = ap+ ajx + -+ + a,x",coma; € F, e
note que

p(x+(p(x))) =ao+ai(x+{px))) +--+ay(x+{px)))"
ag+arx + - +ax" + (p(x))
p(x) +{p(x))

=0+ (p(x))

Assim, E é um corpo de extensdo de F, e x + (p(x)) € E = F[x]/(p(x)) é uma raiz de p(x) e,
portanto, de f(x).

O

Um exemplo da aplicacdo deste teorema € a constru¢ao dos nimeros complexos como corpo de

extensdo dos reais. Considere, portanto, F = Re f(x) = x> + 1. EmR[x]/(x?> + 1), x + (x> + 1) é
raiz de f(x), uma vez que,

FOa+@+D) =+ +1)%+1
=x?+ (2 +1)+1
=0+ {(x*>+1)
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Para mostrar que E = R/{x* + 1) é isomorfo ao corpo dos complexos, nota-se, inicialmente, que
todo elemento de EE é do tipo p(x) + (x*> + 1), onde p(x) = 0 ou o grau de p, denotado gr(p) (aqui
gr denota o grau do polindmio p), € tal que gr(p) < 1. De fato, seja a(x) € R[x]. Realizando a
divisdo por x> + 1, encontram-se polindémios ¢ (x), r(x), com r(x) = 0 ou gr(r) < gr(x*>+1) = 2, tal
que a(x) = g(x)(x*> + 1) + r(x), de forma que a(x) — r(x) € (x> + 1) implica que a(x) + (x> + 1) =
r(x) + (22 + 1).

Desta forma, considere a aplicagiio ¢ : E — C definida por ¢(a + bx + (x> + 1)) = a + bi e sejam
r=a+bx+&x*+1),s=c+dx+ x>+ 1).

</)(r+s):¢((a+bx+<x2+1>)+(c+dx+<x2+1>))
=¢((a+c)+ (b+dx+ & +1))

(a+c)+(b+d)i

=a+bi+c+di

=¢(a+bx+ &+ 1) +d(c+dx+ x>+ 1))

= ¢(r) + ¢(s)

¢(rs) = p((a+bx + (x* + 1)) (c + dx + (x* + 1)))
= ¢((a + bx)(c +dx) + (x* + 1))
= ¢(ac + (ad + bc)x + bdx® + (x* + 1))
= ¢(ac — bd + (ad + bc)x + bd(x* + 1) + (x> + 1))
= ¢((ac — bd) + (ad + be)x + (x> + 1))
=ac —bd + (ad + bc)i
= (a + bi)(c + di)
= ¢(r)¢(s)
Como ker(¢) = {a + bx + (x> + 1) € E : a + bi = 0} = {0}, ¢ é injetora e, dado um complexo
a + bi, existe a + bx + (x> + 1) € E tal que ¢p(a + bx + (x?> + 1)) = a + bi, logo ¢ é sobrejetora, e
portanto, um isomorfismo.
Anteriormente, construiu-se o corpo dos complexos a partir do corpo dos reais € um polindmio
irredutivel em R. No entanto, apesar de f(x) = x>+ | também ser irredutivel em Q, existe um corpo,
menor que os complexos, que contém Q e uma raiz de f(x). Tal corpo, Q[x]/{f(x)), € isomorfo ao

conjunto {a + bi : a,b € Q} c C. Para generalizar esta afirmacdo, considere, portanto, a seguinte
definicao.

Definicao 27 Seja F um corpo e ay,as, ..., a, elementos de uma extensao E de F. Denota-se por
F(ay,as, ..., a,) o menor subcorpo de E que contéem F e o conjunto {ay,as, ..., a,}.

E possivel perceber que F(ay, as, . . ., a,) é a intersecdo de todos os subcorpos de E que contém
F e o conjunto {ay, as,...,a,}.

Definicao 28 (Corpo de decomposicao) Seja E um corpo de extensdo de F e seja f(x) € F[x] tal
que gr(f) = 1. Dizemos que f se decompoe em E se existema € Fe ay,a,...,a, € E tal que

fx)=alx-a)(x-az)...(x—an).
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Dizemos que E é um corpo de decomposicdo de f(x) sobre F se
E =F(ai,a,...,a,).

Teorema 29 Seja F um corpo e f(x) € F[x] um polinomio nao constante. Entdo existe um corpo
de decomposicdo E de f(x) sobre F.

Demonstracao: Procedemos por indugdo no grau de f. Se gr(f) = 1, entdao f ¢ linear e pode
ser escrito como a(x — b) para dados a,b € F. Seja k € Z tal que k > 1 e suponha, portanto,
que a afirmacgao seja valida para todo polindomio de grau até k e seja f(x) com grau k + 1. Entdo,
pelo Teorema de Kronecker, existe um corpo E onde f(x) possui uma raiz a;. Portanto, existe
g(x) € E[x] tal que f(x) = (x —aj)g(x). Como gr(g) > k, deve existir um corpo K que contém E
e as raizes ap, . . ., a, de g(x). Entdo, F(ay, ay, ..., a,) € um corpo de decomposicao de f(x) sobre
F.

O

Uma vez definido o que é um corpo de decomposicao, € possivel mostrar que o corpo obtido por
E = F/{(p(x)) é isomorfo ao corpo de decomposi¢ao de p(x) e, com isto, encontrar uma maneira
simples de representar os elementos de E, como comentado anteriormente. Para isto, € necessario
inicialmente demonstrar o seguinte lema:

Lema 30 Seja F um corpo e p(x) € F[x] um polinémio irredutivel. Se E é um corpo que contém F
e existe a € E tal que p(a) = 0, entdo a aplicagcdo ¢ : E[x] — F(a) dada por ¢(f(x)) = f(a) é um
homomorfismo de anéis e ker(¢) = (p(x)).

Demonstracao: Primeiramente, verificamos que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis:

(f1(x) + f2(x)) = ¢((f1 + f2) (X))
= (fi + f2)(a)
= fi(a) + f2(a)
= ¢(f1(x) + ¢(f2(x))

¢(f1(x) f2(x)) = ¢((f1/2)(x))
= (i) (a)
= fi(a) f2(a)
= ¢(f1(x))o(f2(x))

Resta portanto mostrar que ker(¢) = (p(x)).

Como p(a) = 0, (p(x)) C ker(¢). Como p(x) ¢é irredutivel, sabe-se que (p(x)) é um ideal
maximal em F[x], e como ker(¢) # F[x] (pois existe 1 € F[x] tal que 1 ¢ ker(¢)), entdo,
(p(x)) C ker(¢) c F[x], o que implica que ker(¢) = (p(x)).

m|
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Teorema 31 Seja F um corpo e p(x) € E[x] um polinomio irredutivel. Se a é uma raiz de p(x) em
uma extensao E de F, entao F[x]/{p(x)) é isomorfo a F(a). Além disso, se gr(p) = n, entdo todo
elemento de F(a) pode ser expresso de maneira tinica como

2

Cno1a" N+ cpnd”r + -+ cra + co,

comc; € F.

Demonstracao: Seja ¢ o homomorfismo dado no lema anterior. Como ker(¢) = (p(x)), pelo
Teorema do Homomorfismo, F[x]/{p(x)) € isomorfo a ¢(F[x]) C F(a), portanto, #(F[x]) é um
subcorpo de F(a). No entanto, como F(a) é o menor corpo contendo F e a, e ¢(F[x]) contém
ambos F e a, entdo temos que ¢(F[x]) = F(a). Resta mostrar a segunda parte do teorema.

Para isto, note, inicialmente, que dado um polindmio #(x) € F[x], pelo algoritmo da divisdo,
existe um resto (x) com grau menor que 7 tal que #(x) + (p(x)) = r(x) + {p(x)), de modo que cada
elemento de F[x]/{p(x)) pode ser representado por um polindmio de grau menor que 7.

Assim, como ¢ é um isomorfismo, cada c;x* + (p(x)) é levado a cxa* por ¢, de modo que cada
elemento de F(a) corresponde a um tnico polindmio Cno X"Vt cpox™ 2+ o+ cx + Co que é
levado para F(a) como cp_1a"™' + cp0a™ 2 + -+ + cra + co.

O

Tem-se, portanto, uma maneira mais pratica de encontrar a menor extensao de um corpo finito
contendo uma raiz de um dado polindomio. Considere, por exemplo, o corpo Z; € o polindmio
f(x) = x> + x + 1. Obviamente, f é irredutivel em Z,. O Teorema de Kronecker garante que
E =Z[x]/{f(x)) € um corpo de extensdo de Z; onde f(x) possui uma raiz.

Pelo teorema anterior, tal corpo pode ser construido de tomando uma raiz @ de f em um corpo de
extensao de Z, e realizando combinacoes lineares a1« + ag com ag, a; € Z;, de modo que obtemos
o corpo F4 = {0, 1, @, @ + 1}. Sabendo que o é uma raiz de f e, portanto @®> = —(e + 1) = a + 1,
tem-se as seguintes tabuas:

+ 0 1 l0% a+1
1 o a+1

0 0 1 a a+1
1 1 a a+1

1 1 0 a+1 a
@ @ a+1 1

@ a a+1 0 1
a+1l || a+1 1 @

a+1 || a+1 o 1 0

Note que a + 1 também é raiz de f(x) em Fy, e, além disso,

-a)x—(a+1)=x>—(a+a+Dx+(a)(@+ 1) =x>+x+1= f(x),

como esperado.
Como discutido anteriormente, se um dado polindmio que nao possui raizes no corpo em questao
nao € irredutivel, basta fatord-lo e adjuntar as raizes dos polindmios irredutiveis obtidos.
Considerando que uma transformacdo cuja matriz é ndo diagonalizdvel terd um polindmio
caracteristico com raizes repetidas, surge o interesse em estudar a possibilidade de um dado polindmio
ter raizes multiplas em um corpo de extensao.

Teorema 32 Um polinomio f(x) sobre um corpo F tem uma raiz miiltipla em um corpo de extensao
E se, e somente se, f(x) e f’(x) tém um fator em comum em F|[x].
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Demonstraciao: (=) Se f(x) tem uma raiz multipla @ em um corpo de extensio E, entdo deve
existir g(x) € E[x] tal que f(x) = (x —a)?g(x), de modo que f’(x) = 2(x —a)g(x) + (x —a)?g’ (x)
e, portanto, f’(a) = 0. Portanto, x — a € um fator de ambos f(x) e f’(x) em E[x].

Se f(x) e f’(x) ndo possuem um fator comum de grau positivo em F[x], entdo existem
h(x), k(x) € F[x] tal que f(x)h(x) + f'(x)k(x) = 1, de modo que, como A(x), k(x) sdo elementos
de E[x], conclui-se que x — a € um fator de 1, o que é um absurdo.

(=) Se f(x) e f'(x) possuem um fator comum em F[x], seja a uma raiz de tal fator. Entao
a éraizde f(x) e f'(x). Como a é raiz de f(x), existe g(x) € F[x] tal que f(x) = (x —a)g(x) e
portanto, f’(x) = (x —a)q’(x) + g(x), de modo que 0 = f’(a) = g(a), e portanto, x — a € um fator
de g(x) e a sera raiz miltipla de f(x).

m|

Teorema 33 Seja f(x) um polindomio irredutivel sobre um corpo B. Se F tem caracteristica 0, entdao
f(x) nao possui raizes miltiplas. Se F tem caracteristica p # 0, entdo f(x) tem raizes miiltiplas se,
e somente se, f(x) = g(xP) para algum g(x) € F[x].

Demonstracao: Se f(x) possui raizes miltiplas, entdo, pelo teorema anterior, f(x) e f'(x) tem
fator comum em F[x]. No entanto, como f(x) € irredutivel, o tnico fator de f(x), a menos de
elementos inversiveis, é o proprio f(x), de modo que f(x) divide f’(x). Como um polindmio nao
pode dividir outro polindmio de menor grau, tem-se que f’(x) = 0.

Assim, se f(x) = ax" + -+ + a1x + ag, entdo f'(x) = nax""' +--- + a,. Entdo, se f'(x) =0,
kay =0parak =1,...,n.

Se a caracteristica de F for 0, entdo f(x) = ap e f(x) ndo € irredutivel, o que contraria a hipdtese,
portanto, f(x) ndo tem raizes multiplas.

Se a caracteristica de F for p # 0, entdo a; = 0 sempre que k nao divide p, de modo que os
termos de f(x) serdo da forma xP/ = (xP)/ e, portanto, f(x) = g(x?) para algum g(x) € F[x].

O

Teorema 34 Se f(x) é um polinomio irredutivel sobre um corpo perfeito, entiao f(x) ndo possui
raizes multiplas.

Demonstracao: Se a caracteristica de FF € 0, entdo o resultado decorre do teorema anterior.

Se a caracteristica de F é p # 0 e f(x) tem raizes multiplas, entdo f(x) = g(x”) para algum
g(x) € F[x]. Escrevendo g(x) = a,x" + --- + ajx + ag, como F ¢é perfeito e F? = F, cada q; € F
pode ser escrito como bf’ para algum b; € F, de modo que

f(x) =g(xP) =boxP" + -+ bfxp + bg = (byx" + -+ bix + b))’ = (h(x))?,

logo, f(x) nao € irredutivel, o que contraria a hipdtese.
O

Corolario 35 Se f(x) é um polinomio irredutivel sobre um corpo finito, entdo f(x) ndao possui
raizes miltiplas.

Demonstracao: Decorre do fato de todo corpo finito ser perfeito.
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3.3 Forma de Jordan em espacos sobre corpos finitos

Apesar dos corpos finitos ndo serem fechados algebricamente, a construcao anterior nos permite
encontrar uma forma candnica de Jordan para qualquer transformacao linear, uma vez que, caso o
polindmio associado a transformacao nao possua raizes, basta adjuntar a raiz trabalhando com um
corpo de extensao.

Para exemplificar esta construcao, relembramos as operacoes elementares sobre a linhas de um
matriz que levam a sua forma reduzida (ver (1) e (4)).

 Permutagdo de duas linhs. (L; < L;)
* Multiplicagdo de linha por um escalar diferente de zero. (L; — cL;)

* Substitui¢do de uma linha por sua soma com outra linha previamente multiplicada por um
escalar diferente de zero.(L; — L; + cL;).

Considere, portanto, os seguintes exemplos.

Exemplo 36 Considere o espago vetorial Zy X Zy X Zy X Zy sobre o corpo Z, e a transformag¢do
linear dada pela seguinte matriz:

1 001
A=l
1 000
O polindmio caracteristico de A é dado por
I1-2 0 0

1
0 -4 1 (1):/14+/12+1.

pA(l): 1 1 1=21
1 0 0 -A

Note que p 4 (x) ndo é irredutivel em Z,, no entanto, p4(x) = (x> +x+ )%, e g(x) = x> +x + 1
¢ irredutivel em Z; [x] com grau 2, de modo que o corpo de decomposicao de p 4 (x) € o corpo finito

Fy ={0,1,a,a + 1}.

Além disso, como a* + a? + 1 = 0, percebe-se que

x-a) x-(a+1)?=x*-A)P-(a+ D) =x* - (@®+?+ Dx* +?(® + 1)

=xt' P+t + P =P+l =t P+ L= pan),

como esperado. A fatoracdo de p4(x) indica que os autovalores de A sdo @ e a + 1.

Para 4, = a:
a+1 0 0 1
0 @ 1 0
A-ala=1 | 1 L1
1 0 0 a
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a+1 0 0 110 Lol 1 0 0 «alo
0 a« 1 00 L_)1(+‘{)L 0 1 a+1 00
1 1 a+1 1]0 2LiL2 1 1 a+1 110
1 0 0 a|0 3 3 a+1 0 0 1]0
1 0 0 «lo0 10 0 a |0
0 1 a+1 010 Ly — Ly + L 01 a+1 0 |0
1 I a+1 10| Ly—>Lsy+(a+1)Ly [0 1 a+1 a+1|0
a+1 0 0 1|0 00 O 0 |0
10 0 a |0 1 0 a |0
01 a+1 0 |0 01 a+1 0 |0
01 a+1 a+1l0| B2La+tla |g a+10
00 O 0 |0 0 0 0 |0
10 0 0 1 0 alo
01 a+l 0 |Of , . |01 a+l 00
00 0 a+1]|0 3 100 0 110
00 O 0 |0 00 0 0]0
10 0 «alo0 10 0 0]0
01 a+1 010 01 a+1 0]0
00 o 1lo B2hi*tals g0 o 1o
00 O 00 00 0 o0lo0
0
Ll la+1
Portanto, uma base para ker(A — al,) é | .
a+1 0 0 117 [a+1 0 0 1
0 a 1 0 1 o 1 1
2 _ _
(A-el)™=1 1 1 oo 1l 11 1 e+l 0
1 0 0 af 1 0 0 a
a+1 0 0 110 1 0 0 alo
1 a 1 110 1 a 1 110
I 1 a+1 00| reotla 1 1 a+1 0]0
1 0 0 alo0 a+1 0 0 110
1 0 0 «alo 10 0 a |0
1 o 1 1]0 ?:iziil 0a 1 a+ll0
1 1 a+1 010 L_>3L+z+i)L 01 a+l1 a |0
a+1 0 0 1]of M7 M@ "1loo o 0 |o
10 0 a |0 10 0 «alo
0 «a 1 a+1|0 LLiz)(f(+l_2L1§L 01 a+1 alO
01 a+1 a |0 3 L3—>CZ 2 loo 0o olo0
00 0 0 |0 4 4 00 0 00
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Portanto, uma base para ker(A — al;)? é

Assim, v| = é um vetor tal que (A — aly)(vy) # 0, (A — aly)?(v1) = 0, portanto, v é uma

— O R R

opcao vélida para a primeira cadeia de vetores da forma de Jordan.

a+1 0 0 1| |a 0
0 a 1 0| |a a+1
v=@A-ad)=1 1 o1 qllo] =] 1
1 0 o0 a1 0
Para A, = a + 1:
a 0 0 1
0 a+1 1 0
A—(a+1)ld—1 1 o 1
1 0 0 a+l
a 0 0 1 |o 100 a+1]0
0 a+1 1 0 |0| LioL, |01 a 0 |0
1 1 o« 1 |0 InsaL, |1 1« 1 |0
1 0 0 a+1]0 «a 00 1 |0
1 00 a+1]0 100 a+1]0
01a 0 |0 Li>Li+L; [0 1 « 0 |0
1 1 « 1 0 L4—>L4+C¥L1 01 « a 0
«a 00 1 |0 000 0 |0
100 a+1]0 1 00 a+1]0
01 a 0 |0 01 a 0 |0
01a a |0of B7BY2 1900 & o
000 0 |0 000 0 |0
100 a+1]0 100 a+1]0
01la 0 |0 01la 0 |0
000 a |0 LB37@+DLs g 4 o | |
000 0 |0 000 0 |0
100 a+1]0 100 0|0
01la 0 |0 01 a 0/0
000 1 |of Lrolitle+DLs 15 4 o 1o
000 0 |0 000 0|0

Portanto, uma base para ker(A — (@ + 1)1;) €

o =R O
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«a 0 0 117 Ja 0 0 1
0 a+1 1 0 1 a+1 1 1
— 2— =
A=-le+DI)"=11 " o 1 |1 1 & 0
1 0 0 a+1) 1 0 0 a+1
a 0 0 1 0 1 0 0 a+1]|0
1 a+1 1 1 0 1 a+1 1 1 0
11 a o Jof el 1 4 0 o
1 0 a+1]0 a0 0 1 0
1 0 0O a+1]0 1 0 0O a+1]|0
I a+l1 1 1 |0 22:?:%1 0 a+l 1 a |0
1 1 a 0 0L3_)L3+L1 0 1 a a+1]|0
@ 0 1 |of 7T o 0 o0 o0 |0
1 0 0 a+1|0 1 0 0 a+1/0
0O a+1 1 a 0 L, — als 01 a a+1]|0
0 1 a a+1|0| Ly—>Li;+al, |0 0 O 0 |0
0 0 0 |0 0 0O 0O |0
O la+1
Portanto, uma base para ker(A — (a + 1)1,)? é Cll , agl
0 1
a+1
Assim, v3 = a;)i— é um vetor tal que (A — (@ + 1)Iy)(v3) # 0, (A — (a + 1)I7)*(v3) = 0,
1
portanto, v3 € uma opg¢ao valida para a segunda cadeia de vetores da forma de Jordan.
a 0 0 1 a+1 0
0 a+1 1 0 a+1 a
V4—(A—(a’+l)ld)(\)3)— 1 1 a 1 0 - 1
1 0 0 a+l 1 0
De fato, seja B = {v, vz, v3, v4} uma base de 72, entdo
1 00 1f|a a+1 a 0
Ap: = 0 01 Offaf_ 0 | N a+l| N
L T TS T 1 1 1) S T e 1 I I
1 0 0 0]]1 a 1 0
1 0 01 0 0
Ay = 0 01 Offa+1|_|1|_
ST TS T 1 I I T B P Bl
1 000 0 0
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1 0 0 1||a+1 104 a+1 0
0 01 O]la+1 0 a+1 @
Avsy = 1111 0 = 1 =(a+1) 0 ) =(a+1)vy+vy
1 000 1 a+1 1 0
1 0 0 1]]0 0
0 01 0Ofl(c 1
Ava=1r 0 1] T lasr] =@ Dva
1 0 0 0]]|0 0
Portanto,
a 0 0 0
1 « 0 0
Als=1y 0 ¢+1 0
00 1 a+1

3.3.1 Exemplo 2

Exemplo 37 Considere o espago vetorial Zy X Zy X Z, sobre o corpo Z; e a transformagdo linear
dada pela seguinte matriz:

1 01
A=|1 1 0].
010
O polindmio caracteristico de A é dado por:
I1-2 0 1
pax) =] 1 1-2 0|=>0-D*(-D+1=LP+DA+1=2+21+1
0 1 -4

Como p 4(x) € irredutivel em Z;, considere & uma raiz de p(x) em algum corpo de extensao de
Z,. Pelo Teorema 31, como gr(p) = 3, todo elemento de Z,\(p(x)) pode ser escrito de maneira
tinica como cq + cja@ + ¢, de modo que o corpo de decomposicio de p4(x) é

Fg ={0,1,a,a + La?,a?+1,a° +a,a* +a + 1}.
A fatoragdo de p4(x) em Fg é dada por
pa(x) = (x —a)(x —a*)(x - (o’ + ),

de modo que A possui 3 autovalores distintos, e portanto, é diagonalizdvel. Assim, seja B =

{v1,v2,v3} uma base de autovetores de A. Entdo a forma de Jordan da matriz A é dada por

0 0

a? 0
24

0 a+a
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3.3.2 Exemplo 3

Considere o espaco vetorial Z3 X Z3 X Z3 X Z3 sobre o corpo Z3 € a transformacao linear dada
pela seguinte matriz:

S O N =
—_— N = =
=l \O I\
oo = O

cujo polindmio caracteristico € dado por

1-4 1 2

2 1-1 2
PaA=1 0 2 1-g

0 1 I -2

=422 +1

o = O

Note que p4(x) ndo é irredutivel em Z3, no entanto, pa(x) = (x> + 1)%, e g(x) = x> +1 ¢
irredutivel em Z3[x] com grau 2, de modo que o corpo de decomposi¢ao de p 4 (x) é o corpo finito

Fo ={0,1,2,a,a + 1,a +2,2a,2a + 1,2a + 2},

e pa(x) é fatorado como

pa(x) = (x - a)*(x - 20)*,

o que indica que os autovalores de A sao a e 2a.

Para 1; = a:
1—-a 1 2 0 20 + 1 1 2 0
d—ar | 2 1ma@ 2 1| | 2 20+1 2 1
¥la=1 9 2 1-a 07| 0 2 2a+1 0
0 1 1 —a 0 1 1 2a
2a+1 1 2 010 1 2a+2 a+1 010
2 2a + 1 2 110 Ly — Qa+2)L; 0 a a 110
0 2 2a+1 00| Lo>Liy+Qa+2)L; |0 2 2e+1 010
0 1 1 220 0 1 1 220
1 20+2 a+1 010 1 2042 a+1 010
0 a a 110 oL 0 1 1 2 | 0
0 2 2a+1 010 2 Yo 2 2a+1 010
0 1 1 220 0 «a a 110
1 20+2 a+1 010 1 0 20+2 2a+1]0
0 1 1 20 LlfL_l)*L(TLl)LZ 01 1 20 |0
0 2 2a+1 010 L3_>L3+2; 0 0 2a+2 2a |0
0 «a @ 110 4 La T oL 00 0 0 |0
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1 0 2a+2 2a+1]0 100 1 |o
01 1 22 |0 i;il(JriL;)L 010 1 |0
00 20+2 2a |0 2L _)2(2 il)L 31001 2¢+210
00 0 0 |0 3 @ 3 000 0 |0
2
Portanto, uma base para ker(A — al,) é i 1
1
2a+1 1 2 01 [a+2 a D 1
2 2 + 1 2 1 20+1 a+1 20 a+1
— 2: =
(A -aly) 0 2 2a+1 0 1 2a+1 a+l1 2
0 1 1 2« 2 a a 0
a+2 a 2 1 0 1 2+1 a+1 2 0]
2a+1 a+1 20 a+110 oL 2a+1 a+1 20 a+1|0
1 2a+1 a+1 2 |0 ! 3 la+2 a 2a 1 |o
2 a a 0 0 2 04 @ 0_
1 20+1 a+1 2 0] 1 2+1 a+1 210
2a+1 a+1 2a a+1|0 LLZ__’)LLZ:((;?B)LLI 0 1 2a+1 210
a+2 « Da 1 o 3L3_>LifL "o 20 20+2 al0
2 @ a 0 |0 e 0 1 22+l 20
1 2a+1 a+1 210 10 1 2al0
0 1 2a+1 210 L‘L_’i‘z(ff)“ 01 2a+1 2|0
0 20 2a+2 al0 L3_>L3+‘2YL2 00 0 010
0 1 2a+1 210 4 4 2 00 0 010
2 a
, 2~ . a+2 1
Portanto, os vetores do nicleo de (A — al;)“ sao do tipo x3 1 + X4 0
0 1

Para facilitar a construc¢ao da base, considere a seguinte combinacao linear dos vetores acima:

2 ] a 2 2
a+2 1 a+2 2
(c1+ (@+1)cy) || te ol =€ + ¢ o+

0 1 0 1
2 2
. _ 2 . o + 2 2

Assim, uma base para ker(A — aly)” é 1l +1

1
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2
Assim, vy = -1'- 2 é um vetor tal que (A — aly)(vi) £ 0, (A — aly)*(v1) = 0, portanto, v; é
0
uma opc¢ao valida para a segunda cadeia de vetores da forma de Jordan.
20+ 1 1 2 0 2 2a
2 20+ 1 2 1|la+2 2«
v=A-al)v) =1 2 2e+1 Of| 1 |Tla+2
0 1 1 2a 0 a
Para 1, = 2a:
1 -2« 1 2 0 a+1 1 2 0
2 1-2«a 2 1 2 a+1 2 1
A=2alg=1 2 1-2¢ O |7| 0 2 a+l1 0
0 1 1 2o 0 1 1 1%
a+1 1 2 010 1 a+2 2a+1 010
2 a+1 2 110 L — (a+2)L 0 2« 2a 110
0 2 a+1 010 L2—>L2+(C¥+2)L1 0 2 a+1 010
0 1 1 al|0 0 1 1 a|0
1 a+2 2a+1 010 1 a+2 2a+1 010
0 2« 2a 110 I oL 0 1 1 al|0
0 2 a+1 o]0 ™ 1o 2 a+1 0|0
0 1 1 al|0 0 2« 2a 110
1 a+2 2a+1 010 Li— Ly +Qa+ 1)L 1 0 a+2 a+110
0 1 1 a|0 In o Inat L 0 1 1 a |0
0 2 a+1 0]0 L3_>L3+aL2 00 a+2 a |0
0 2¢ 22 110 4 4 2 00 O 0 |0
1 0 a+2 a+1|0 1 0 a+2 a+1|0
01 1 a |0 01 1 a |0
00 a+2 a |of B2@*Dls 456 1 41200
00 0 0 0 00 0 0 0
1 0 a+2 a+1|0 1 00 1 0
0 1 1 a 0 L1—>L1+(20’+1)L3 010 1 0
0 0 1 a+2|0 L2—>L2+2L3 0 01 a+2]0
00 0 0 0 0 0O 0 0
2
, 2
Portanto, uma base para ker(A — 2aly) é a4 1
1
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2

a+1 1 2 0 20 + 2 2a a 1
2 a+1 2 1 a+1 2a+1 a 2 + 1
J— 2— =
(A=2ely)" =1 2 a+1 0] 7| 1 a+l 2a+1 2
0 1 1 a 2 2a 2a 0
20 + 2 2a a 1 0 1 a+1 2a+1 2 0
a+1 2a+1 a 2+110 Lo L a+1 2a+1 a 2+1 10
1 a+1 2a+1 2 |0 ! 3 2a+2 24 a 1 |0
2 2a 2a 0 0 2 2a 2a 0 0
1 a+1 2a+1 2 |0 1 a+1 2a+1 210
o+l 20+1 a 2a+1]0 %:%1(35:12));1 0 1 a+l 210
2a+2 2« a 1 |0 3L_3>L+L 10 o a+2 2al0
2 2a 2a 0 |0 4 4T 0 1 a+1 210
1 a+1 2a+1 210 10 1 alo
0 1 a+1 210 LlL_’ij(f“z“LLz)Lz 01 a+1 20
0 o a+2 220 L3_>L3+2“L2 00 0 00
0 1 a+1 210 4 4 2 00 0 00
2

2a
Portanto, os vetores do nicleo de (A — 2al;)? sio do tipo x3 2a+2 + x4 (1) .

Para facilitar a construc¢ao da base, considere a seguinte combinacao linear dos vetores acima:

2 2a 2 2
20+ 2 1 20+ 2
(c1+ Qa+1)cy) | el o[ =e 1 215, 41
0 1 0 1
2 2
2a + 2 2
. _ 2 2
Assim, uma base para ker(A — 2al;)~ é | o + 1
0 1
2
. 200 + 2 ” 2
Assim, v3 = 1 € um vetor tal que (A —2al;)(v3) # 0, (A —2al,)*(v3) = 0, portanto, v3
0
€ uma op¢ao vélida para a segunda cadeia de vetores da forma de Jordan.
a+1 1 2 0 2 a
2 a+1 2 1] {2a+2 a
ra=A=20l)0) =1 o 5 G oofl| 1 |T|a+2
0 1 1 a 0 2a
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De fato, seja B = {vy, v2, v3, v4} uma base de 74, entdo

AV1 =

Avsy =

SO N =

Portanto,

Referéncias

SO N =

—_— N

1 2 0l 2
1 2 1|la+2
21 0ol] 1
1 10| o0
11 2
21 2
Ava=1y 5 1
0 1 1
2 0l 2
2 1| [20+2|
1 ol| 1
1 0ol| o
112
21 2
Ava=1y 2
01 1
[A]ls

a [ 2
a+2 | |a+2
2a+2| "% 1

a 0
0| 2a [ 1
1 20 | 1
Of la+2| |2a+2
0 a 2
2a 2

2a0 + 2 . 200 + 2
a+2 1
2a 0
0 a 1
1 a B 1
0| [2a+2| |a+2
0 2« 2

a 0 0 O

{1« 0 O
{0 0 20 O
0 0 1 2a

e +2

=avy] +vp
a
a
=2av3 + v4
2«

= 2&’\/4
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