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Arms Race Model via p-Fuzzy System

Resumo

O presente trabalho propde uma adaptacio do modelo ma-
tematico de corrida armamentista de Richardson utilizando a
teoria dos conjuntos fuzzy e a l6gica fuzzy. Em nossa aborda-
gem, as taxas de variacao temporal sao modeladas por sistemas
de inferéncia fuzzy (FIS), resultando em um sistema parcial-
mente fuzzy. Um sistema parcialmente fuzzy é aquele em que o
campo de diregdes € conhecido apenas parcialmente. Aliando
essa abordagem a métodos numéricos tradicionais, exibimos
a solucao numérica do modelo fuzzy e comparamos com os
dados disponiveis sobre gastos militares. Essa metodologia é
de fécil entendimento e manipulacao, permitindo que os for-
muladores de politicas possam realizar anélises e avaliacOes de
cendrios.

Palavras-chave: Modelo de corrida armamentista. Modelo
de Richardson. Légica Fuzzy. Sistemas parcialmente Fuzzy.
Equacgoes diferenciais ordinarias.

Abstract

This work proposes an adaptation of Richardson’s mathema-
tical arms race model using fuzzy set theory and fuzzy logic.
In our approach, the rates of temporal variation are modeled
by fuzzy inference systems (FIS), resulting in a partially fuzzy
system. A partially fuzzy system is one where the direction
field is only partially known. Combining this approach with
traditional numerical methods, we present the numerical solu-
tion of the fuzzy model and compare it with available military
expenditure data. This methodology is easy to understand and
manipulate, allowing policymakers to perform scenario analy-
sis and evaluation.

Keywords: Arms race model. Richardson model. Fuzzy Lo-
gic. Partially Fuzzy Systems. Ordinary differential equations

Este artigo estd licenciado com uma Licenga Creative Commons Attribution 4.0 International, podendo ser usado,
BY distribuido e reproduzido, sem restri¢des, desde que o trabalho original seja devidamente citado.



" of
=
=)

1 Introducao

O fendmeno da corrida armamentista esta presente em diversos momentos historicos, sendo de
grande interesse de estudo, uma vez que seu conhecimento nos permite um maior entendimento dos
conflitos entre paises. Trata-se de um processo delicado, pois ndo apenas prenuncia um possivel
conflito, mas também antecipa um periodo de incertezas decorrentes dele. Um exemplo significativo
disso € o periodo do entre guerras, no qual houve um expressivo incentivo para o aumento dos gastos
militares visando a prote¢do contra possiveis ameagas [1].

Por mais que nem sempre esse aumento signifique um conflito armado, também € necessario nao
esquecer que durante o processo de elevacao do nivel armado de qualquer pais, ha um crescimento
do grande temor, mesmo em nac¢des nao diretamente envolvidas. Durante a Guerra Fria, quando os
principais protagonistas eram os EUA e a URSS, paises como o Brasil, distantes do conflito politico,
acabaram sofrendo transformacoes [2].

Todo o processo de aumento da capacidade militar decorre exclusivamente de decisdes gover-
namentais, portanto ¢ dependente das relagdes entre paises [1]. Estas, por sua vez dependem dos
interesses internos que mudam rapidamente, ou seja, estamos falando de um processo volétil. O
conflito entre a Russia e a Ucrania demonstra como o desalinhamento politico de dois aliados pode
ocorrer de forma ripida e levar a um conflito sem precedentes.

As escolhas feitas pelos governantes dependem de diversas varidveis que relacionam os paises
em conflito. Entre algumas, podemos citar: a extensdo da fronteira compartilhada com o adversario,
seu nimero de soldados, divergéncias ideoldgicas e conflitos internos.

O matemadtico britanico Lewis Fry Richardson foi um dos pioneiros do estudo quantitativo da
guerra [3]. Segundo o autor, o processo de corrida armamentista pode ser simplificado em trés
regras simples. As regras propostas por ele afirma que o processo de corrida armamentista pode
ser descrito pelo nivel de inseguranca, pelo fardo econdmico de manter certo nivel militar e por
ambicoes internas [4]. O modelo proposto por Richardson inclui tanto o armamento como o aumento
das tensOes simultaneamente, isto €, ele considera o fendomeno como um processo de a¢ao e reacao,
pois o aumento dos gastos militares em um pais leva a um aumento dos gastos militares em outro e
assim por diante até que o limite orcamentario seja atingido.

O modelo de corrida armamentista nao € muito especifico em relacao a varidvel a que se refere.
Essa falta de especificidade pode ser considerada um ponto forte, pois permite sua aplicacao a
uma ampla variedade de contextos. No entanto, esse mesmo aspecto pode ser considerado um
ponto negativo, uma vez que o modelo ndo pode ser estimado ou testado sem alguma interpretacao
auxiliar [3]. Pensando nisso, € que iremos propor um modelo de corrida armamentista via teoria
de conjuntos e l6gica fuzzy. Utilizaremos as hipéteses do modelo de Richardson para construir um
sistema de inferéncia fuzzy que modele as taxas de variagao temporal.

O trabalho estd dividido da seguinte forma: na Se¢ao 2 apresentamos o modelo matematico de
Richardson, na Sec¢ao 3 apresentamos conceitos da teoria dos conjuntos e ldgica fuzzy, na Secao 4
apresentamos o modelo parcialmente fuzzy que estamos propondo e faremos algumas simulagdes.
Finalmente, na Se¢do 5 apresentaremos as conclusoes.

2 Modelo de corrida armamentista de Richardson

Richardson se baseou em trés hipdteses principais para a construgao das equacdes das equagoes
do modelo de corrida armamentista [4]:
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1. Por inseguranca, o pais X aumentaré seu nivel de armamento proporcionalmente ao nivel de
armamento do pais Y.

2. Existem restricoes or¢camentarias que impedem o crescimento do nivel de armamento quanto
maior o mesmo for.

3. Por conta de hostilidades, ambi¢cOes e queixas no pais o nivel de armamento cresce a uma taxa
constante, mesmo na auséncia de uma ameaca militar de outro pais.

Para reformular as proposi¢oes verbais anteriores em uma expressao matematica vamos introduzir
algumas varidveis. Considere X e Y sendo os dois atores envolvidos na disputa armamentista, em
nosso caso X e Y serao dois paises. Agora considere que o nivel armamentista de cada ator X e
Y € dado por x e y, respectivamente. Primeiramente definimos os coeficientes de “defesa”, k e [
(para os atores envolvidos na disputa X e Y, respectivamente), que representam o quanto um ator vai
alterar seu nivel armamentista em resposta ao nivel do outro ator (1* hipétese). Depois definimos
os coeficientes de “gasto”, @ e 3, que indicam o grau de restricdo orcamentdria para o nivel de
armamento atual (2% hipétese). E por fim, definimos as constantes de “queixa”, g e h, que representa
a taxa constante de aumento do nivel armamentista (3* hip6tese) [3].

Logo, as trés hipdteses feitas por Richardson podem ser descritas por um par de equagdes
diferenciais que indicam a variac¢ao do nivel armamentista ao longo do tempo:

%:ky—ax+g (Ator X)
' ey
%:lx—ﬂy+h (Ator Y)

A metéfora da corrida armamentista pode ser estendida para além das interacOes militares, o
proprio criador do modelo, Richardson, em seu livro ”Statistics of Deadly Quarrels”(Estatisticas de
Brigas Mortais) [5], destaca que conflitos pequenos podem ser previstos.

2.1 Ponto de equilibrio do modelo

dx d
O modelo proposto por Richardson atinge equilibrio quando a taxa de variacao d—); e d_)t) for igual
a zero. Dessa forma, temos
ky—ax+g=0 Bg + hk ah+ gl
= — = 2
{lx—,By+h=0 = aB -kl €y aB-kl’ @

para a8 # kl. Portanto, o equilibrio € obtido no ponto de encontro entre as duas retas, ou seja, elas
nao podem ser paralelas [4]. A estabilidade do ponto de equilibrio pode ser observada graficamente
nas Figuras 1 e 2.

A partir dos planos de fases nas Figuras 1 e 2 podemos perceber que o equilibrio estdvel ocorre

. X
quando k! < a@f, uma vez que os vetores, que representam as variacoes 7 © d_}t) apontam para

o ponto de equilibrio. No caso oposto, kI > af, ha um equilibrio instdvel, pois os vetores se
distanciam do ponto de equilibrio, esse caso ndo € de interesse, pois além de se tratar de um ponto
instavel seu equilibrio ocorre em valores negativos.
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Figura 1: Condigao para estabilidade: kI < af.

2.2 Solucao numérica do modelo

Podemos exibir uma solucao para o modelo por meio de uma anélise de dados dos paises afim
de obter os parametros k, a, g, [, B e h. Com os parametros preenchidos podemos utilizar qualquer
método de solucao numérica de equacdes diferenciais. Por exemplo, o método de Euler:

dx
Xpel =X, +h - —

ar . 3)
n+l = n+h'_
Yn+1 =Y dr

A partir de (3) calculamos o préximo ponto (x,4+;) somando o ponto atual (x,) com sua variacdao
multiplicada por um certo passo h, que determina a precisao e a distancia entre os pontos de
aproximacao. Analogamente para y.

2.3 Problemas do modelo de Richardson

O modelo matematico de Richardson, apesar de seus méritos, possui problemas. Um dos mais
evidentes € a dificuldade de interpretacao das varidveis, isto €, o grau de temor que um pais sente
por outro, por exemplo, € um conceito muito abstrato de dificil definicao, principalmente quando se
tenta quantificd-lo.

Diferentes adaptacoes do modelo foram feitas buscando torna-lo mais eficaz. Caspary (1967) [4]
desenvolve as formulas apresentadas por Richardson e chega até a reescrever as trés hipéteses
do modelo, contudo, apesar de conseguir uma melhor defini¢cdo das varidveis, o modelo continua
dependente de conceitos subjetivos. Isso dificultando sé a ampla utiliza¢cdo do modelo como também
prejudica a sua precisao. Para tentar solucionar esta questao introduziremos uma abordagem via
l16gica fuzzy.
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Figura 2: Condicao para instabilidade: kl > af.

3 Lagica fuzzy

No modelo deterministico (1) as equagdoes matematicas sao utilizadas para modelar as variagdes
do nivel de armamento dos atores envolvidos. Ao fazer esse tipo de modelagem, precisamos fazer
simplificagdes destas relagdes e supor que as informacdes que possuimos sdo precisas e exatas.
Entretanto, sabemos que quando lidamos com um modelo de corrida armamentista as variaveis
podem representar um conceito amplo e subjetivo, dificultando a estimacdo e interpretacao de
parametros e resultados obtidos. Em ciéncias sociais aplicadas € comum encontrarmos conceitos
imprecisos e/ou subjetivos na modelagem de fendmenos e uma saida para esse tipo de situacdo
€ o uso da logica fuzzy. A partir da logica fuzzy, conseguimos desenvolver algoritmos capazes
de imitar parte do raciocinio humano. Uma ferramenta computacional conhecida € o sistema de
inferéncia fuzzy (FIS) [6,7]. Através dele podemos representar conhecimentos e dados imprecisos
ou ambiguos imitando o processo de pensamento humano.

O processo de decisao humano € repleto de subjetividades, isto €, nao € baseado em ndmeros
exatos e sim em aproximagdes. Por exemplo, € comum, ao se referir a temperatura do ambiente,
dizer que a temperatura estd baixa, média ou alta, e ndo especificar um valor em grau célsius.

A logica fuzzy busca integrar esta 16gica humana a logica computacional (deterministica), ou
seja, ao invés de representarmos uma caracteristica utilizando um valor especifico, representamos
ela por graus de pertinéncia a um certo subconjunto.

3.1 Conjuntos fuzzy

Um subconjunto fuzzy F é definido em termos de uma funcao de pertinéncia ur que relaciona
todos os valores x do universo U a um respectivo valor ug(x) entre 0 e 1 chamado de grau de
pertinéncia. Assim, o subconjunto fuzzy F é caracterizado por sua funcdo de pertinéncia [0, 7]:
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Para a construgdo das funcoes de pertinéncia podemos utilizar diferentes tipos de funcoes, sendo
as mais utilizadas as funcdes do tipo triangular e trapezoidal descritas genericamente abaixo.

X—a

,sea<x<m
—a
uTri(X;a,mab): _x,sem <x£b (5)
b—m )
0, caso contrario

X—da

,sea <x<m
m-—a
l,sem<x<n
Urrap(X;a,m,n,b) =4 p_ . (6)
,sen<x<b
b-—n

0, caso contrario

Na Figura 3 exibimos um conjunto fuzzy triangular e um trapezoidal.

10

=
=]

\

—— Triangular com parametros (2, 5, 8)
—— Trapezoidal com parametros (1, 3. 7. 9)

=
m

Grau de pertinéncia
[ =}
=

[=]
5]

0.0

Figura 3: Fungdes de Pertinéncia Triangular e Trapezoidal.

3.2 Sistema de inferéncia fuzzy (FIS)

Os sistemas inferéncia fuzzy sdo uma aplicacdo prética da l6gica fuzzy, utilizados para modelar
decisoes e raciocinios humanos. Esses sistemas consistem nos seguintes componentes:

* Fuzzificagdo: Converte as entradas do sistema em conjuntos fuzzy.

« Base de Regras: Contém um conjunto de regras do tipo “SE-ENTAO” que modelam o
conhecimento humano. As regras definem como diferentes valores de entrada devem ser
combinados para produzir uma saida.

Exemplo de regras fuzzy:
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1. SE a temperatura ambiente é baixa, ENTAO o tempo para secagem é longo;
2. SE a temperatura ambiente é média, ENTAO o tempo para secagem é médio;

3. SE a temperatura ambiente é alta, ENTAO o tempo para secagem é curto.

* Método de Inferéncia: Processa as regras com base nas entradas fuzzy. Combina as regras
para determinar quais acoes devem ser tomadas, utilizando métodos como a inferéncia de
Mamdani. No método de Mamdani a operagio de “SE-ENTAO” é tipicamente implementada
usando operadores fuzzy como AND (minimo) e OR (maximo) [0, 7].

* Defuzzificagdo: Converte os valores fuzzy resultantes em uma saida precisa, isto €, um nimero
real [0,7].

3.3 Sistemas p-fuzzy

Considere o sistema de equagdes diferenciais a seguir.

dx
= )

x(tp) =x0 € R

(7

A denominacao de sistema parcialmente fuzzy, ou p-fuzzy, vem do fato de ndo conhecermos
ou conhecermos apenas parcialmente a funcdo f(x(¢)) que modela a varidvel de estado x. Quando
este tipo de situacao ocorre podemos utilizar um sistema de inferéncia fuzzy (FIS) para modelar a
evolugao do sistema [0, 7]. Assim, o sistema (7) pode ser substituido pela seguinte forma discreta:

xn+1:xn+h'FIS(xn) s (8)

onde & € o tamanho do passo, que determina a precisao e a distancia entre os pontos de aproximacao;
x, € o ponto de aproximacao atual e x,.; € o ponto da nova aproximagdo; e FIS(x,) consiste na
saida do sistema de inferéncia fuzzy no ponto x,,.

4 Modelo de corrida armamentista de Richardson via p-fuzzy

Visando superar as falhas do modelo de corrida armamentista de Richardson e a subjetivi-
dade/imprecisao do fendmeno utilizaremos a l6gica fuzzy. Mais especificamente, construiremos um
FIS para modelar o lado direito do sistema (1). Assim, o sistema (1) € substituido pela seguinte
forma discreta:

{ Xn+1 :xn+h'FIS(xmyn) (9)

Ynsl =Yn+h - FIS(xp, yn)

onde & € o tamanho do passo, que determina a precisao e a distancia entre os pontos de aproximacao;
X, €y, sdo, respectivamente, os niveis armamentistas dos paises X e Y nos pontos de aproximacao
atuais e X4 € Y,+1 520 0s pontos da nova aproximacao; e F1S(x,, y,) a saida do sistema de inferéncia
fuzzy no ponto (x,, y,).

Para medir o nivel de armamento de cada pais, utilizamos o gasto militar dos paises X e Y
como variavel de entrada no FIS(x,y). Os gastos militares estdo em milhdes de ddlares e foram
obtidos do relatério SIPRI de 2022. Para facilitar a integracao desses valores no sistema eles foram
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V = Vmin

normalizados a partir da seguinte formula x = - 12, onde v representa os gastos de um

Vmax — Vmin
pais durante certo ano. Os valores mdximo e minimo sao obtidos através do calculo do percentual

do PIB que cada pais direciona para gastos militares, da seguinte forma:

Vmin = PIB - Pysq, € Vyax = PIB - P98,2%- (10)

Os percentis 25% (1,2%) e 98,2% (12,9%) foram os que apresentaram os melhores resultados.
Para o PIB utilizamos a quantia apresentada logo ap6s o conflito.

Na fuzzificacao das varidveis de entrada utilizamos quatro conjuntos, a saber, baixo, médio baixo,
médio alto e alto. Para a construcao dos subconjuntos fuzzy de entrada optamos por nos basear nos
quartis. Vale destacar que o periodo utilizado ndo precisa necessariamente ser o mesmo periodo do
conflito, uma vez que queremos qualificar os gastos armamentistas dos paises envolvidos de forma
geral e, assim, obter conjuntos fuzzy que representem a realidade dos mesmos.

As Figuras 4 e 6, ilustram o processo de fuzzificagdo para o caso da Turquia e Grécia.

Gastos Militares em milhGes de délares Dados normalizados
ano Grécia Turquia Grécia Turquia

1949 $828,39|x 0,00
1950 $928,59x 0,56
1951 $1.094,37|x 148
1952 $1.056,91|x
1953 $1.010,50 $1.008,96 1.27
1954 $1.088,15 $1.020,45 1'2; 1;2
1955 $1.106,81 $1.031,91 - :
1956 $1.429,40 $955,41 ;zi 132 Grécia | Turquia
1957 $1.489,20 $887,67 3:55 030 a 147 1,82
1958 $1.466,51 $862,23 35 000 gz i;z 3’:;
1959 $1.518,37 $1.026,06 384 192 i :
1960 $1.612,93 BT I rewerrryem 5295907 237 315
1961 $1.560,26 $1.272,13) o $628.3 207 479
1962 $1.586,60 $1.354,90| [ Turquia 188,22 222 5.76
1963 $1.626,69 $1.39215| 1 06223 244 6.20
1964 $1.690,74 $1.493,08 4,80 738
1965 $1.828,87 $1.564,33 557 8,21
1966 $1.985,09 $1.567,59 6,44 8,25
1967 $2.556,03 $1.688,92 9,61 9,67
1968 $2.984,94 $1.888,22 12,00 12,00

Figura 4: Tlustragao do processo de construgao dos subconjuntos fuzzy

Como nao dispunhamos de especialistas, elaboramos as regras utilizando as informagdes quali-
tativas do plano de fases do modelo (1), apresentada na Figura 1. A seguir apresentamos as regras
elaboradas.

1. SE x E baixa E y E baixa, ENTAO E baixa positiva E E baixa positiva.

2. SE x E baixa E y E media baixa, ENTAO E media positiva E E media negativa.

3. SE x E baixa E y E media alta, ENTAO E media positiva E E alta negativa.

4. SE x E baixaE y E alta, ENTAO E alta positiva E E alta negativa.

5. SE x E media baixa E y E baixa, ENTAO E baixa negativa E E baixa negativa.

6. SE x E media baixa E y E media baix,a ENTAO E baixa positiva E E media negativa.

7. SE x E media baixa E y E media alta, ENTAO E media positiva E E media negativa.
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8. SE x E media baixa E y E alta, ENTAO E media positiva E E alta negativa.

9. SE x E media alta E y E baixa, ENTAO E media negativa E E media positiva.
10. SE x E media alta E y E media baixa, ENTAO E baixa negativa E E baixa negativa.
11. SE x E media alta E y E media alta, ENTAO E baixa positiva E E media negativa.
12. SE x E media alta E y E alta, ENTAO E baixa positiva E E media negativa.
13. SE x E alta E y E baixa, ENTAO d" E media negativa E E media positiva.
14. SE x E alta E y E media baixa, ENTAO E media negativa E E media positiva.
15. SE x E alta E y E media alta, ENTAO E baixa negativa E E baixa negativa.

16. SExE altaE y E alta, ENTAO E baixa positiva E E media negativa.

Os valores de saida, isto €, fi’t‘ e dt , foram representados pelos subconjuntos fuzzy exibidos na

Figura 5.
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Figura 5: Subconjuntos fuzzy para dt e 4

Apresentaremos dois casos, o primeiro relacionado a Grécia e a Turquia e o segundo relacionado

a India e Paquistdio. Em ambos os casos as regras utilizadas e os conjuntos de variacdo sao os
mesmos. O que ird variar sdo os conjuntos fuzzy das varidveis de entrada.

4.1 Corrida armamentista entre turquia e grécia

Turquia e Grécia sao paises com um vasto historico de conflito. A Disputa Egeia vem ocorrendo
desde a década de 1970 devido ao interesse dos paises em explorar o mar Egeu, uma vez que estas
tem elevado nivel de turismo e por ser a principal ligacao entre o mar negro e o mediterraneo [8].
Recentemente este conflito tem se reavivado devido a descoberta de possiveis depdsitos de petréleo
e gas natural na regido [9].

Os subconjuntos fuzzy de nivel de armamento para o caso Turquia e Grécia estao ilustrados na
Figura 6.
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Figura 6: Subconjuntos fuzzy dos gastos armamentistas para a Turquia e Grécia

O periodo selecionado para andlise foi de 1969 até 2002, pois assim podemos comparar 0s
valores do modelo com os valores da série historica. Podemos observar na Figura 7 que o modelo

implementado apresenta boa correlacao com os valores da série histdrica.
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Figura 7: Solu¢ao numérica do sistema p-fuzzy que modela a corrida armamentista entre a Turquia
e a Grécia (1969 - 2002) em comparacao com os dados reais.

No gréfico da Figura 7, podemos observar que o modelo p-fuzzy possui 0 mesmo padrao de
competi¢ao armamentista do modelo de Richardson, isto é, um aumento nos gastos de um pais tende
a ser seguido por um aumento nos gastos do outro pais. Também observamos uma aceleracao maior

dos gastos da Turquia em relacao a Grécia até o periodo de estabilidade de ambos.

4.2 Corrida armamentista entre india e paquistao
O processo de independéncia da India e do Paquistdo em 1947 evidenciou os conflitos internos
causados pela colonizagao britanica. A divisdo religiosa fez com que a regido apresentasse conflitos

internos, que, mesmo apos a divisao entre India e Paquistao, resistem até os dias atuais [ 0]
Os subconjuntos fuzzy de nivel de armamento para o caso India e Paquistao estao ilustrados na

Figura 8.
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Figura 8: Subconjuntos fuzzy dos gastos armamentistas para a India e Paquistdo

O periodo selecionado para andlise foi de 1965 até 2002, pois assim podemos comparar 0s
valores do modelo com os valores da série historica. Podemos observar na Figura 9 que o modelo
implementado consegue acompanhar a série histdrica até 1985, a partir desse periodo os valores da
India disparam, indicando que talvez possa existir mais fatores influenciando este periodo.
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& 20000
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% 15000
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5000 R .
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Figura 9: Solu¢io numérica do sistema p-fuzzy que modela a corrida armamentista entre a India e
o Paquistao (1965 - 2002) em compara¢ao com 0s nimeros reais.

No grafico da Figura 9, também conseguimos observar o padrdo de competicdo armamentista.
Nesse caso, € possivel notar periodos de relativa estabilidade, onde os gastos armamentistas de

ambos 0s paises permanecem constantes ou aumentam a uma taxa constante.

5 Conclusoes

Neste trabalho, desenvolvemos um modelo p-fuzzy que descreve o fendmeno de corrida arma-
mentista para dois pares de paises. Para criacdo das regras utilizamos o plano de fases do sistema de
equacoes diferenciais cldssicas, porém poderiamos criar as regras a partir do conhecimento de um

especialista.
O modelo apresentado € de fécil entendimento para nao matematicos e € simples de fazer
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modificacdes, uma vez que para fazer alteracdes no modelo basta criar ou alterar regras logicas
simples. Utilizando o modelo p-fuzzy, é possivel prever futuras tendéncias de gastos armamentistas
em diferentes cendrios politicos. Essas previsoes podem ajudar a antecipar periodos de aumento ou
reducgdo de tensdes. Portanto, permite que os policy makers tomem decisoes informadas e adequadas
para suas necessidades e contexto.

Em resumo, o modelo p-fuzzy aplicado aos gastos armamentistas destaca uma clara inter-
dependéncia e competi¢ao, com padrdes de oscilacdoes que refletem a dindmica de uma corrida
armamentista. Concluimos que, o modelo € 1til para prever tendéncias, pois diferentemente do
modelo matematico de Richardson o modelo p-fuzzy ndo se limita a suposi¢ao de que as decisoes
de gastos sdo principalmente lineares.
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