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Os caminhos das raizes da funcao quadratica I1
The paths of the roots of the quadratic function II

Resumo

Em Yamaoka (2023) fixamos dois coeficientes reais e variamos
o coeficiente real remanescente da fungdo quadratica para obter
os caminhos descritos pelas duas raizes da funcao no plano C.
Neste artigo, usamos a inversa @ da projecao estereografica
para levar os caminhos de ambas as raizes para a esfera S> ¢ R3:
exceto no subcaso no qual os caminhos das imagens por ®
das duas raizes estdo restritos ao polo sul S de S2, em cada
um dos demais subcasos 0s caminhos das imagens por © de
ambas as raizes repousam sobre uma ou duas circunferéncias
em S2. Quando o coeficiente varidvel tende a —oo e a +oo,
observamos as relacoes que t€m as duas raizes, via @, com
os polos norte N e/ou sul S de S2. Seja G j C S? o conjunto
dos pontos do caminho da imagem por @ da raiz j em S,
Jj = 1,2. Determinamos os pontos aderentes comuns a G| e
a G,. Usamos o Céalculo Diferencial, a Geometria Analitica
com tratamento vetorial, a inversa da projecao estereografica e
a distancia entre dois conjuntos.

Palavras-chave: Funcdo quadraitica. Raizes. Projecdo estere-
ografica. Caminhos.

Abstract

In Yamaoka (2023) we fixed two real coeflicients and varied
the remaining real coefficient of the quadratic function to obtain
the paths described by the two roots of the function in the C
plane. In this article, we used the inverse @ of the stereographic
projection to take the paths of both roots to the sphere S? ¢ R>:
except in the subcase in which the paths of the images by
® of the two roots are restricted to the south pole S of S,
in each of the other subcases the paths of the images by ®
of both roots rest on one or two circumferences on S?. As
the variable coeflicient approaches —co and +o00, we observed
the relations that the two roots have, via ®, with the north
N and/or south S poles of S2. Let G; c S? be the set of
points of the path of the image by ® of the root j on S?,
Jj = 1,2. We determined the common adherent points to G
and to G,. We used Differential Calculus, Analytical Geometry
with vector treatment, the inverse of stereographic projection
and the distance between two sets.

Keywords: Quadratic function. Roots. Stereographic projec-
tion. Paths.
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1 Introducao

Nesta secao desenvolvemos o texto com o auxilio de Ahlfors (1979), de Soares (2001), de Lima
(2000) e de Penrose (2007). Seja Co, = C U {o0} o plano complexo estendido, onde {co} é o ponto
no infinito. Considere a esfera unitaria S? = {(x, y,w) : x> + y> +w? = 1} c R®. Seja N = (0,0, 1)
o polo norte de S? e identifique o plano C com o plano {(x, y,0) : x,y € R}, que intercepta S> ao
longo do equador x> + y? = 1. Para cada zo € C, considere a reta em R3 que passa por zg e por N.
Essa reta intercepta a esfera em exatamente um ponto P # N. Se |z0| < 1 entdo P estd no hemisfério
sul, se |zg| = 1 entdo P = zg e, se |z9| > 1 entdo P estd no hemisfério norte (veja a Figura 1).

A inversa da projecdo estereogrifica é uma bije¢io @ entre C,, e S dada por

2x0 2y0  lzol* -1
20> + 17 |z0/> + 17 |z0]> + 1

®(c0) =N , D(z0) = ( ) 20 = Xo + 1Yo,
onde a segunda igualdade acima descreve a aplicacdo zo — P em coordenadas. O pdlo sul de S? é
S =®(0+i0) = (0,0,—-1), e esta identificado na Figura 1.

O eixo real x no plano C € levado por @ sobre a circunferéncia de centro O e raio 1 contida no
plano xOw, excetuando-se N. O eixo imagindrio y no plano C é levado por @ sobre a circunferéncia
de centro O e raio 1 contida no plano yOw, excetuando-se N.

Figura 1: Inversa da projecao estereografica.

Em Yamaoka (2023), determinamos no plano C os caminhos descritos por ambas as raizes da
fungio quadritica f(z) = az® + bz + ¢ quando fixamos dois dos trés coeficientes reais e variamos o
coeficiente remanescente. Ou seja, consideramos os trés casos:

« Primeiro caso: bg e cg sdo fixados ; f,(z) = az” + boz + co, a € R* (9 subcasos).
* Segundo caso: ag # 0 e ¢ sdo fixados; f,(z) = aoz> + bz +co, b € R (6 subcasos).
* Terceiro caso: ag # 0 e by sdo fixados; f.(z) = apz? + boz + ¢, ¢ € R (6 subcasos).

Vimos que tais caminhos, evidentemente continuos em seus dominios, repousam sobre circun-
feré€ncias, sobre retas e na origem. Neste artigo levaremos, via @, em cada um dos 21 subcasos, os
caminhos descritos por ambas as raizes da func¢io quadratica do plano C para S2. Estes caminhos em
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S? sdo continuos em seus dominios (veja a subsecdo 7.1). E fato conhecido que uma circunferéncia
no plano C é levada por @ sobre uma circunferéncia em S2, e que uma reta unida com co no plano
complexo estendido é levada por ® sobre uma circunferéncia em S? passando por N. Sendo assim,
com excecdo do subcaso by = 0 e co = 0, nossa tarefa é especificar estas circunferéncias em S?
e descrever sobre elas os percursos (caminhos) das imagens por ® de ambas as raizes quando o
coeficiente varidvel varre os valores reais crescentes, contanto que a # 0 no primeiro caso, e ag # 0
no segundo e no terceiro casos. Os resultados desta empreitada sao esbocados nas Figuras ao longo
do texto. Nas Figuras, o simbolo o em S? indica que o ponto néo pertence ao caminho da imagem
por ® da raiz em S2.

2 As duas raizes, a ®@ e os polos norte e sul

Seja f : C — Cdadapor f(z) = az’> + bz +c,onde a € R*, b € R, ¢ € R. Dizemos que 7’ € C
€ raiz de f se o nimero complexo f(z’) é igual a zero. As raizes de f sdo

—-b + Vb? - 4ac -b - Vb? - 4ac

(primeira raiz) e zp = xp +iy; =
2a 2a

Fixemos dois coeficientes reais de f. Com a introdu¢do do ponto no infinito (o), para cada uma
das duas raizes, segue de Yamaoka (2023) que o limite da raiz € ou 0 ou oo quando o coeficiente
varidvel tende a —co. Idem, quando o coeficiente varidvel tende a +co. Para cada uma das duas
raizes, mostraremos que o limite da imagem por ® da raiz € ou o pdlo sul S ou o pélo norte N
quando o coeficiente varidvel tende a —co. Idem, quando o coeficiente varidvel tende a +co. Nesta
secao estao expostos apenas os resultados, que sao simples de serem visualizados tendo em mente a
Figura 1. Deixamos os detalhes para a subsecao 7.2.

1 =x1+iy) = (segunda raiz).

2.1 Primeiro caso

De Yamaoka (2023) temos, para cada um dos 9 subcasos,

lim zj(a) = lim z;(a) =0 e lim zp(a) = lim z(a) =0.
a——00 a—+oo a——0o a—+oo

Logo, quando a — —o0 e a — +o00 as imagens por ® da primeira e da segunda raizes tendem ao
polo sul S.

2.2 Segundo caso

De Yamaoka (2023) segue, para cada um dos 6 subcasos, que

lim z1(b) = o e lim z;(b) =0.
b——c0 b—+o0
Logo, quando b — —oo a imagem por @ da primeira raiz tende ao polo norte N, e quando b — +oo
ela tende ao polo sul S. Segue ainda, para cada um dos 6 subcasos, que
lim z(b) =0 e lim zp(b) = oo.
b——o0 b—+o0

Logo, quando b — —co a imagem por @ da segunda raiz tende ao pdlo sul S, e quando b — +co ela
tende ao polo norte N.
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2.3 Terceiro caso

De Yamaoka (2023) segue, para cada um dos 6 subcasos, que

lim zi(c) = lim zi(c) =c0 e lim z3(c) = lim z(c) = oo.
c——00 c—+00 Cc——00 c—+00

Logo, quando ¢ — —oco e ¢ — +oo as imagens por @ da primeira e da segunda raizes tendem ao
p6lo norte N.

3 Primeiro caso

Estudaremos os seguintes nove subcasos:

3.1 bo>0, co>0
Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f,(z) = az>+boz+co, a # 0, by > 0, ¢ > 0,
Z—g > 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 41) para S? (Figura 2).
Definimos p = zb%. Inicialmente determinaremos a circunferéncia A’ em S? que é a imagem por
@ da circunferéncia A : (x + £)* + y* = (§)%. Tomemos os pontos (—p, 0), (%, %) e (0,0) de A.
Os pontos
) 2.1 - -2 2 2-2
A:(I)(—p):( =P 0,2 ),B:d)(—p+i£) :( PP P )eS:(0,0,—l)
p2+1 " p2+1 2 2 p2+2 pr+2 p?+2

determinam A’. Note que os pontos A e S determinam o didmetro de A’, de modo que seu centro O’
e seu raio r sdo dados, respectivamente, por

— 20 o 2%
0,_A+S_( P 1 ) SRR | V| | Y| RO AV NGV | R 2]
2 \p2al U p24d o2 2 2 Al

Agora, o plano A que contém A’ é aquele que passa por S e é paralelo aos vetores linearmente

independentes

-2p  2p  2p?

p2+2’p2+2’p2+2)'

— —
SA e SB:B—S:(

Entao (x, y,w) € A se e somente se

x—0 y-0 w+1l

5 xy w+l
—2p 0 2p ~
0= 721 2 |=] 10 -p |=px+w+1 (equagdo geral de A).
“2p 2 2p? -1 1 p

p2+2  p2+2 p2+2
A’ (sem os pontos A e §) é formada por duas semicircunferéncias: a primeira raiz ocupa a semi-
circunferéncia que possui coordenada y > 0, a segunda raiz ocupa a semicircunferéncia que possui
coordenada y < 0. Logo, a imagem por @ das raizes complexas ndo reais € a circunferéncia A’ (sem
os pontos A e S) de centro O’, de raio r e que esta contida no plano A. Observe que:

» A é paralelo ao eixo y. De fato, escrevendo A como px + Oy + 1w + 1 = 0 e tomando o vetor
o = (0,1,0) temos: p.0 + 0.1 + 1.0 = 0, mas o ponto (0, 1,0) pertence ao eixo y e nao
pertence a A, pois p.0+0.1+1.0+1 # 0.
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* A intersecio de A com o equador de S? é a solucio, para w = 0, de

(x+5)72+y* = (§)?
X2 +yr=1,

2_
p—l,O)e/l’eD

1 -1
p’ pl

1 P
P

Il
—
|
S|

|

que fornece C = ( - , O) € A’, e ocorrem para a = ¢.

p2+4° 7 pli4
. 2 . , . 2. ~ N . . .
raiz na esfera S°. Finalmente levamos por @ as raizes reais para S°: com relacao a primeira raiz, o

O ponto E = d)(_z—p) = ( 0} ﬁ) nao pertence ao caminho da imagem por ® da primeira

intervalo | — %, 0[ é levado sobre o arco E S (exceto E e S) no plano xOw, e [—p, —%[ ¢ levado sobre

AE (exceto E) no plano xOw; com relagdo a segunda raiz, |0, +oco[ é levado sobre SN (exceto S e

N) no plano xOw, e | — oo, —p] € levado sobre NA (exceto N) no plano xOw. Logo, a imagem por

® das raizes reais é a circunferéncia x + w? = 1, excluindo os pontos S, E e N.

Concluindo o subcaso by > 0 e ¢y > 0: quando Z—g =1, Z—g <1< 2;—3 e 22—3 =1, os

resultados obtidos acima permanecem verdadeiros; quando p = 2;—‘; < 1, eles também permanecem
verdadeiros, entretanto nao existem os pontos C e D.

Primeira raiz w
Segunda raiz

)

Figura 2: (bg > 0, co > 0, co/bo > 1) Raizes de f, , via ®, em S*. A imagem por ® da primeira raiz
parte, sobre o arco azul de circunferéncia com tracado continuo, de pontos arbitrariamente proximos
de S (exceto S) e caminha até A (ndo passando por E); de A, ela segue sobre a semicircunferéncia
azul tracejada para pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S). A imagem por ® da segunda
raiz parte, sobre o arco vermelho de circunferéncia, de pontos arbitrariamente proximos de S (exceto
S) e caminha até A (nao passando por N); de A, ela segue sobre a semicircunferéncia vermelha
para pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S). Veja a subsecdo 7.3.

Em 3.2, 3.3 e 3.4, definindo p = 2co/bg, obtemos as mesmas formulas.

32 by<0,co>0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f,(z) = azz+boz+co, a #£0,by <0,co > 0,
—Z—g > 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 42) para S? (Figura 3).
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Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 3: (b <0, co > 0,—co/bo > 1) Raizes de f, , via ®, em S°.

3.3 b0>O,Co<O
Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f,(z) = az>+boz+co, a #0,by > 0,co < 0,

—Z—g > 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 42) para S? (Figura 4).

Primeira raiz
Segunda raiz

Bl X
——=

p=_ 2%

p_ b[)

Figura 4: (bg > 0,co < 0,—co/bg > 1) Raizes de f,, via ®, em s2,

34 b0<0,C()<0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f,(z) = azz+boz+co, a#0,by<0,co <0,
Z—g > 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 43) para S? (Figura 5).
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Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 5: (bg < 0,co < 0,co/by > 1) Raizes de f, , via @, em S2.

3.5 b0=0,60>0

Levaremos, via ®@, os caminhos das duas raizes de f,(z) = azz+co, a #0, co> 0, do plano C
(Yamaoka, 2023, p. 44) para S? (Figura 6).

A imagem por ® das raizes reais é a circunferéncia x> + w? = 1, excluindo N e S.

A imagem por @ das rafzes imagindrias puras é a circunferéncia y> + w? = 1, excluindo N e S.

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 6: (bg = 0,co > 0) Raizes de f, , via ®, em S%. A imagem por ® da primeira raiz parte,
sobre a semicircunferéncia azul com tracado continuo, de pontos arbitrariamente proximos de S
(exceto S) e caminha para N (exceto N); ela segue entdo sobre a semicircunferéncia azul tracejada
para pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S). A imagem por ® da segunda raiz parte,
sobre a semicircunferéncia vermelha (contida no plano xOw), de pontos arbitrariamente proximos
de S (exceto S) e caminha para N (exceto N); ela segue entdo sobre a semicircunferéncia vermelha
(contida no plano yOw) para pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S).
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3.6 bp=0,c0<0

Levaremos, via ®@, os caminhos das duas raizes de f,(z) = azz+co, a+0,co<0,do plano C
(Yamaoka, 2023, p. 45) para S? (Figura 7).

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 7: (bg = 0, co < 0) Raizes de f, , via ®, em S2,

3.7 b()>0,C()=0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f,(z) = azz + boz, a + 0, by > 0, do plano
C (Yamaoka, 2023, p. 46) para S* (Figura 8).

Primeira raiz W
Segunda raiz

a>0

Figura 8: (bo > 0, co = 0) Raizes de f, , via ®, em S*. A imagem por ® da primeira raiz esti em S.
A imagem por @ da segunda raiz parte,em sentido anti-horario, de pontos arbitrariamente proximos
de S (exceto S) e retorna a pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S e nao passando por N ).
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38 bp<0,c0=0

Levaremos, via ®@, os caminhos das duas raizes de f,(z) = azz +boz, a #0, by <0, do plano
C (Yamaoka, 2023, p. 46) para S?2 (Figura 9).

Primeira raiz W
Segunda raiz

a<o0

Figura 9: (by < 0, co = 0) Raizes de f, , via ®, em S*.

39 bp=0,c0=0

Levaremos, via ®, os caminhos das duas raizes de f,(z) = az®, a # 0, do plano C (Yamaoka,
2023, p. 47) para S
Neste caso, os caminhos das imagens por @ de ambas as raizes estao no pdlo sul S, Va # 0.

4 Segundo caso

Estudaremos os seguintes seis subcasos:

4.1 a0>O,C0>0

Levaremos, via ®, os caminhos das duas raizes de f;,(z) = aoz> + bz + co , ag > 0,c¢ > 0, do
plano C (Yamaoka, 2023, p. 50) para S? (Figura 10 para 2—2 > 1; Figura 11 para Z_?) <1).
Definimos p = ,/Z—g Inicialmente determinaremos a circunferéncia A’ em S? que é a imagem

por @ da circunferéncia A : x> + y> = p2. Dos pontos (p,0), (=p,0) e (0, p) de A encontramos os
pontos

2 2-1 -2 2_1
A=op) = (5205 ) . B=o-p = (5205 e
pr+1 " p2+1 p2+1 " p2+1
. 2p  p*-1
C = d(ip) = (0,2—,2—).
p-+1 p=+1
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A, B e C determinam A’. Note que os pontos A e B determinam o diametro de A’, de modo que
seu centro O’ e seu raio r sdo dados, respectivamente, por

A+ B
2

2|p|

o = )
pr+1

2 1 _
= (0.0, p2+1) e r=|04| =

O plano A cuja equacgao geral é
w+ 1_— =0
1+ p?

contém a circunferéncia A’. A’ (exceto A e B) é formada por duas semicircunferéncias: a primeira raiz
ocupa a semicircunferéncia que possui coordenada y > 0, a segunda raiz ocupa a semicircunferéncia
que possui coordenada y < 0. Logo, aimagem por ® das raizes complexas nao reais € a circunferéncia
A" (exceto A e B) de centro O’, de raio r e que estd contida no plano A.

Finalmente levamos por ® as raizes reais para S%: com relacdo A primeira raiz, 0] intervalo

[p, +oo € levado sobre o arco AN (exceto N) no plano xOw, e [—p,0[ é levado sobre BS (exceto
S) no plano xOw; com relag@o a segunda raiz, |0, p] € levado sobre SA (exceto S) no plano xOw, e

| — o0, —p] é levado sobre NB (exceto N) no plano xOw. Logo, a imagem por ® das raizes reais € a
circunferéncia x2 + w? = 1, excluindo os pontos S e N.
Evidentemente, para Z—‘; =1, A’ é o equador de S2.

Primeira raiz w
Segunda raiz

b>2Aa,c,

)

Figura 10: (ag > 0,co > 0, co/ag > 1) Raizes de f, , via ®, em S>. A imagem por ® da primeira
raiz parte, sobre o arco azul de circunferéncia com tracado continuo, de pontos arbitrariamente
proximos de N (exceto N) e caminha até A; de A, ela segue sobre a semicircunferéncia azul
tracejada até B e, dai, segue pelo arco azul de circunferéncia com tracado continuo para pontos
arbitrariamente proximos de S (exceto S). A imagem por ® da segunda raiz parte, sobre o arco
vermelho de circunferéncia, de pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S) e caminha até A;
de A, ela segue sobre a semicircunferéncia vermelha até B e, dai, segue pelo arco vermelho de
circunferéncia para pontos arbitrariamente proximos de N (exceto N). Veja a subse¢do 7.4.
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Primeira raiz
Segunda raiz N

Figura 11: (ag > 0,¢9 > 0, co/aop < 1) Raizes de fp, , via ©, em S% A descri¢do dos caminhos das
imagens por ® de ambas as raizes é identica a da Figura 10.

Em 4.2, definindo p = +/co/ap, obtemos as mesmas férmulas.

4.2 a0<0,C0<0

Levaremos, via ®, os caminhos das duas raizes de f(z) = apz2 + bz + co, ap < 0,co < 0, do
plano C (Yamaoka, 2023, p. 51) para S?2 (Figura 12 para cg/ag > 1 ; Figura 13 para co/ag < 1).

Primeira raiz W
Segunda raiz

b< -2ya,c,

-

-21/a0c; <b< 2ya,c,

Figura 12: (ag < 0,c9 <0, co/aog > 1) Raizes de fp , via ©, em S2,

YAMAOKA, L. C. Os caminhos das raizes da fungio quadritica II. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 24, 24011,
2024.
DOI: 10.21167/cqdv24e24011 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

11



Ol

Primeira raiz w
Segunda raiz

Figura 13: (a9 < 0,co <0, co/ag < 1) Raizes de fy, , via ®, em S*.

4.3 ao>O,Co<O

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f,(z) = apz? + bz + co, ag > 0,¢co < 0, do
plano C (Yamaoka, 2023, p. 52) para S? (Figura 14).

A primeira e a segunda raizes sdo reais. Com relacdo a primeira raiz, ® leva |0, +oo[ (para
o plano xOw) sobre x> + w?> = 1 tal que x > 0. Com relagdo 2 segunda raiz, ® leva ] — oo, 0[
(para o plano xOw) sobre x> + w? = 1 tal que x < 0. Logo, a imagem por ® das raizes reais é a
circunferéncia x2 + w? = 1, excluindo S e N.

Primeira raiz w
Segunda raiz

Figura 14: (ag > 0, co < 0) Raizes de fy, , via ®, em S*. A imagem por ® da primeira raiz parte,
sobre a semicircunferéncia azul, de pontos arbitrariamente proximos de N (exceto N) e segue para
pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S). A imagem por ® da segunda raiz parte, sobre
a semicircunferéncia vermelha, de pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S) e segue para
pontos arbitrariamente proximos de N (exceto N ).
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4.4 a0<0,c0>0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f;,(z) = agz> + bz + co, ag < 0, co > 0, do
plano C (Yamaoka, 2023, p. 52) para S? (Figura 15).

. . . w
Primeira raiz

Segunda raiz N

Figura 15: (ag < 0, co > 0) Raizes de fy, , via ®, em S?.

4.5 a0>0,C0=0

Levaremos, via ®, os caminhos das duas raizes de f,(z) = apzz + bz, ap > 0, do plano C
(Yamaoka, 2023, p. 53) para S? (Figura 16).

A primeira e a segunda raizes sao reais. Com relagao a primeira raiz, ® leva [0, +oo[ (para o
plano xOw) sobre x*> + w? = 1 tal que x > 0, excluindo N. Com relacio a segunda raiz, ® leva

] — o0, 0] (para o plano xOw) sobre x> + w? = 1 tal que x < 0, excluindo N. Logo, a imagem por @
das raizes reais é a circunferéncia x2 + w? = 1, excluindo N.

Primeira raiz w Segunda raiz w

Figura 16: (ag > 0, co = 0) Raizes de fy, , via ®, em S*. A imagem por ® da primeira raiz parte,
sobre a semicircunferéncia azul, de pontos arbitrariamente proximos de N (exceto N) e segue até
S. A imagem por ® da segunda raiz parte, sobre a semicircunferéncia vermelha, de S e segue para
pontos arbitrariamente proximos de N (exceto N ).
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4.6 a0<0,C0=0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f;(z)
(Yamaoka, 2023, p. 54) para S* (Figura 17).

apzz + bz, ap < 0, do plano C

Primeira raiz w Segunda raiz

Figura 17: (ag < 0, co = 0) Raizes de fy, , via ®, em S?.

5 Terceiro caso

5.1 a0>0,b0>0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f,.(z) = a0z2 + boz + ¢, ap > 0,bg > 0,

zb—;o < 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 56) para S? (Figura 18).
Definimos p = Zb—;o. Inicialmente determinaremos a circunferéncia A’ em S? que é a imagem por
®ddaretad:x+ p = 0unida com co. Tomemos os pontos (—p,0) e (—p, —p) de 4, e co. Os pontos

. -2p -2p 2p?-1
A:@— :( ),B:¢_ - :( ’ ’
(=p) PP =\ T e 1 2 71

determinam A’. Note que os pontos A e N determinam o didmetro de A’, de modo que seu centro O’
e seu raio r sdo dados, respectivamente, por

-2p p2—1
pr+1 " p2+1

b 2

)eN:(0,0,l)

— =2 0 =2
o AN (mp g ), INAL_A-m |Groz)
2 pr+1" " pr+1 2 2 2 W

Agora, o plano A que contém A’ é aquele que passa por N e € paralelo aos vetores linearmente
independentes

NA e NE=B-N=( e ).
2p2+1'2p2+1 2p2+1

Entdo (x, y,w) € A se e somente se
x_—2 0 y-0 w —21 x oy w-1
0= pzfl 0 41| =|-2p O -2 | =-x+ pw—p (equagdo geral de A).

2 2 2 —2p -2 -2
2p2+1  2p?+1  2p2+1 p p

YAMAOKA, L. C. Os caminhos das raizes da fungio quadritica II. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 24, 24011,
2024.

DOI: 10.21167/cqdv24e24011 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index
14



War\
A=
A

A’ (sem os pontos A e N) é formada por duas semicircunferéncias: a primeira raiz ocupa a
semicircunferéncia que possui coordenada y > 0, a segunda raiz ocupa a semicircunferéncia que
possui coordenada y < 0. Logo, a imagem por @ das raizes complexas ndo reais € a circunferéncia
A’ (sem os pontos A e N) de centro O’, de raio r e que estd contida no plano A. Observe que:

* A é paralelo ao eixo y. De fato, escrevendo A como —1x + Oy + pw — p = 0 e tomando o
vetor e5 = (0, 1,0) temos: —1.0 + 0.1 + p.0 = 0, mas o ponto (0, 1,0) pertence ao eixo y e
nao pertence a A, pois —1.0+ 0.1 + p.0 —p # 0.

« A intersecio de A com o equador de S? é a solucio, para w = 0, de

x+p=0
x?+y?=1,

que fornece C = (—p,/1 - p2,0) € e D = (-p,—+/1 — p2,0) € ', e ocorrem para ¢ = ay.

Finalmente levamos por ® as raizes reais para S*: com relagio 2 primeira raiz, o intervalo
[—p, +oo[ € levado sobre o arco azul com tragado continuo AN (exceto N) no plano xOw; com

relacdo a segunda raiz, | — oo, —p] € levado sobre o arco vermelho NA (exceto N) no plano xOw.
Logo, a imagem por @ das raizes reais é a circunferéncia x> + w? = 1, excluindo o ponto N.

Quando 2% = 1, os resultados obtidos acima permanecem verdadeiros; quando Zb—;o > 1 (Figura
19), eles também permanecem verdadeiros, entretanto nao existem os pontos C e D.

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 18: (ag > 0, bg > 0, bTOO < 1) Raizes de f., via ®, em S%. A imagem por ® da primeira raiz
parte, sobre o arco azul de circunferéncia com tragaco continuo, de pontos arbitrariamente proximos
de N (exceto N) e caminha até A; dai, ela segue sobre a semicircunferéncia azul tracejada para
pontos arbitrariamente proximos de N (exceto N). A imagem por © da segunda raiz parte, sobre
o arco vermelho de circunferéncia (contido no plano xOw), de pontos arbitrariamente proximos
de N (exceto N) e caminha até A; dai, ela segue sobre a semicircunferéncia vermelha para pontos
arbitrariamente proximos de N (exceto N). Veja a subsecao 7.5.
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Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 19: (ag > 0,b9 >0 Lo

> 2aqg

Em 5.2, 5.3 ¢ 5.4, definindo p = by/(2ap), obtemos as mesmas férmulas.

5.2 Cl0>0,b0<0

> 1) Raizes de f, , via ®, em S>.

S ci—bg-

2

4a,

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f.(z) = aoz> + boz + ¢, ag > 0,by < 0,
—21’700 < 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 57) para s2 (Figura 20).

Quando —21’700 > 1, tem-se a Figura 21.

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 20: (ag > 0, by < 0, —2% < 1) Raizes de f,, via ®, em s2,
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Primeira raiz
Segunda raiz

2
b
X
€<
da, S

Figura 21: (ag > 0,bg < 0, =32 > 1) Raizes de f. , via ®, em S,

5.3 agp<0,bp <0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f.(z) = apz® + boz + ¢, ag < 0,by < 0,
2b7°0 < 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 57) para S? (Figura 22).

Quando 2b7"0 > 1, tem-se a Figura 23.

g

Primeira raiz
Segunda raiz

S

Figura 22: (ag < 0,09 <0 Do o 1) Raizes de f., via ®, em S2,

> 2ag
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Primeira raiz
Segunda raiz

2

b
c>—L
S 4a,

Figura 23: (a9 < 0,09 <0 o o 1) Raizes de f., via ®, em s2,

> 2ay

54 a0<0,b0>0

Levaremos, via @, os caminhos das duas raizes de f.(z) = a0z2 + boz + ¢, agp < 0,bg > 0,
—217700 < 1, do plano C (Yamaoka, 2023, p. 57) para S? (Figura 24).

Quando —217700 > 1, tem-se a Figura 25.

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 24: (ag <0, by > 0, —2[’700 < 1) Raizes de f,, via ®, em S2,
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Primeira raiz
Segunda raiz

S

Figura 25: (ag < 0,b¢ > 0, —zb—;) > 1) Raizes de f., via ®, em S2,

5.5 a9p>0,b0=0

Levaremos, via ®, os caminhos das duas raizes de f.(z) = apzz + ¢, ap > 0, do plano C
(Yamaoka, 2023, p. 58) para S? (Figura 26).

Primeira raiz w
Segunda raiz

Figura 26: (ag > 0,by = 0) Raizes de f. , via ®, em S>. A imagem por ® da primeira raiz
parte, sobre a semicircunferéncia azul com tragado continuo, de pontos arbitrariamente proximos
de N (exceto N) e caminha até S; dai segue sobre a semicircunferéncia azul tracejada para pontos
arbitrariamente proximos de N (exceto N). A imagem por ® da segunda raiz parte, sobre a
semicircunferéncia vermelha (no plano xOw), de pontos arbitrariamente proximos de N (exceto
N) e caminha até S; dai segue sobre a semicircunferéncia vermelha (no plano yOw) para pontos
arbitrariamente proximos de N (exceto N).
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5.6 a0<0,b020

Levaremos, via ®, os caminhos das duas raizes de f.(z) = apzz + ¢, ap < 0, do plano C
(Yamaoka, 2023, p. 58) para S? (Figura 27).

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 27: (ag < 0, by = 0) Raizes de f. , via ®, em S*. .

6 Exemplos

Na Figura 28, para a = 2, a imagem por @ da primeira raiz estd sobre a semicircunferéncia azul
tracejada; para a = 3, ela estd sobre esta mesma semicircunferéncia, porém mais préxima de S.

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 28: Raizes de f,(z) = az? +2z+ 1, via ®, em S%.

Na Figura 29, para b = 2, a imagem por ® da primeira raiz estd sobre a semicircunferéncia azul
tracejada; para b = 3, ela estd sobre esta mesma semicircunferéncia, porém mais proxima de B.
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Na Figura 30, para ¢ = 2, a imagem por @ da primeira raiz est sobre a semicircunferéncia azul
tracejada; para ¢ = 3, ela estd sobre esta mesma semicircunferéncia, porém mais proxima de N.

Primeira raiz
Segunda raiz

Figura 29: Raizes de f,(z) = 22>+ bz + 2, via ®, em S°.

Primeira raiz
Segunda raiz W

Figura 30: Raizes de f.(z) = z> + 2z + ¢, via ®, em S%.

7 Apéndice

71 Al

¢ Primeiro caso

Sejam z; : R* — I(z)) C RZez : R* - I(z0) C R2, respectivamente, os caminhos
continuos da primeira e da segunda raizes, onde /(z1) e I(z») sdo suas respectivas imagens.
Seja @ : R? — S% — {N}. Note que continuamos denotando por @ a restri¢io ® g2 - De Lima
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7.2

(2000, p.29), @ ¢ continua, dai @ : R? — S2 é continua; consequentemente, as restricoes
<I)|I(Zl) :1(z1) = S?e (D|1(z2) : I(z2) — S? sdo continuas. Portanto, as aplicagdes compostas

(caminhos em S?) ((D|I(zl)ozl) ‘R* - S2e (CI>|](ZZ) 0z7) : R* — S? sdo continuas (continuos).

Segundo e terceiro casos

Basta trocar R* por R.

A2

. Sejam j e d tais que z;(d) = x;(d) +iy;(d) e dlim zj(d) = 0. Entdo dlim D(z;(d)) = S.

(Sejam j e d tais que z;(d) = x;(d) +iy;(d) e dlim zj(d) = 0. Entdo dlim D(zj(d)) =S.)
—+00 —+00

Para deixar as notagdes menos carregadas, denotamos d)| 1(2;) @penas por O.
J

Prova:

De dlim zj(d) = 0 segue que dlim |z (d)| = dlim xj(d) = dlim v;j(d) = 0 e, portanto,

(2D ) @R
d==o \|zj()P + 1" |zj()P + 17 |z;(d)> + 1

lim(2x;(d)) lim(2y;(d))  lim(|z;(d)]*) - 1
lim(|z;(d)]?) + 1" lim(|z;(d)[?) + 1" lim(|z;(d)[?) + 1

2limx;(d) 2limy;(d)  (lim|z;(d)])?* -1
(lim |z, (d))2 + 1" (lim|z;(d)])2 + 1" (lim|z;(d)])? + 1

Jim ®(z(d)

[ 20 20 0°-1
02+1’02+1’02+1)

= (0,0,-1)

= §. O

Sejam j e d tais que z;(d) = x;(d) +iy;(d) e dlim zj(d) = co. Entdo dlim ®(z;(d)) = N.
(Sejam j e d tais que z;(d) = x;(d) +iy;(d) e dlim zj(d) = co. Entdo dlim ®(z;(d)) =N.)
—+00 —+00

Para deixar as notagdes menos carregadas, denotamos d>| I(z;) &penas por D.
J

Prova:

De dlim zj(d) = oo segue que

dE}PQQlZJ’(d)' = +00. (D
Observe que, para z;(d) # 0,
lx;(d)| |z (d)] |z (d)] 1
< < < - , 2
D+ S @1 I @F ()] =
o @ 5@ Jm@l (3)

TG @P 1T (P + 1T |z @)z )]
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e
zj(d)|* -1 _ 1-1/|z;(d)[? @
Zi (PP +1  1+1/|z;(d)]*
De (1) e (2) obtemos
(d (d
R L 1 C 5)
d==oo |2 ()P + 1 d==oo |2 ()P + 1
De (1) e (3) obtemos
(d (d
im @D @D ©)
a==o |2 ()P + 1 d== |2 ()P + 1
De (1) e (4) obtemos
(d))* -1
@R -1 -
d—-s |2, () + 1
Portanto, de 5, 6 e 7 decorre que
2x,(d 2yi(d () -1
lim ®(z;(d) = lim x](z) ’ y](z) ,IZ]( )|2
d—-co do-o \|z;(d)]7+ 1 |z;()|*+ 1 [z;(d)]* + 1
. x;j(d) : y;j(d) .z @ -1
= (2 lim ————2 lim —————, lim ————
do-c |z;(d)|*+ 1 do-co|z;(d)]*+1  do-co|z;(d)]* + 1
= (2.0,2.0,1)
= (0,0,1)
= N. O
7.3 A3

Por inspec¢do visual € simples identificar, para cada subcaso, os percursos (caminhos) das imagens
por ® de ambas as raizes em S2, como fungdo de a, a partir dos percursos (caminhos) de ambas as
raizes no plano C presentes em Yamaoka (2023). A justificativa formal se da da seguinte maneira:

Considere, por exemplo, by > 0, c¢o > 0.

. co/b0>ler{aeR*|O<a<b(2)/(4co)}

Sejam, Ya € J,
—-bo + » /b(z) —4acy

2a

2acq + bo(b — 4aco — b}
2a2,/b(2) —4acy
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O pedaco do caminho da imagem por @ da primeira raiz restrita a J é a aplicacio (® o z;) :
J — S$? c R? dada por

2z1(a) zj(a) - 1
Z%(a) +1 7 z%(a) +1)

(®ozi)(a) = (Pozy)(a),(@oz1)y(a),(Pozi)y(a) =

® o z; denota a aplicacao composta <I>|I(Zl ;) © 21 |7, onde I(z1];) € aimagem da restricdo z;|;.

Como (® o z;) é diferencidvel em J, estudaremos os sinais das 3 componentes do vetor
velocidade (® o z;)’(a). Temos

271 (a)(z7(a) + 1) = 2z1(a)2z1(a) 7} (a)
(zi(a) + 1)?
271 (a)[1 - z7(a)]
(zi(@) + 1>

(®ozp).(a)

Da Figura 1 (Yamaoka, 2023, p. 41), —2;—3 < zi(a) < —Z—g, Va € J, ez (a) <0, Ya € J. Por
hipétese, co/bg > 1. Dai, z;(a) < —1, Ya € J, o que implica que [1 — z%(a)] <0, Va e J.
Logo, (® o z1)%(a) > 0, Va € J, isto €, a componente x do vetor velocidade tem o mesmo
sentido do eixo x.

Evidentemente, (® o zl);(a) = 0,Va € J, ou seja, a componente y do vetor velocidade € nula.

Por fim,

2z1(a)7)(a)(z7(a) + 1) = (z7(a) = 1)2z1(a)z] (@)

(@ oz1),,(a) @+ 17

_ 4z(a)zi(a) 0. Va e
C E@+12 ’

isto €, a componente w do vetor velocidade tem o mesmo sentido do eixo w. Portanto, o vetor
velocidade corrobora o pedago do caminho descrito pela imagem por ® da primeira raiz para
todoa € J.

e J={aeR" |a> b(z)/(4co)}
Seja, Va € J,

bo \J4aco — b(z)

Z]((Z) :_Z-i—i 2a

O pedaco do caminho da imagem por @ da primeira raiz restrita a J é a aplicacio (® o z;) :

J — S$? c R? dada por
/ 2
bo daco - b co—a)

a+co a+co a+co

(Pozi)(a) = (—

@ o z; denota a aplicagdo composta <1>|1(Zl ) 021 |7, onde I(z1];) € aimagem da restricdo z; ;.
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Como (@ o z;) € diferencidvel em J, estudaremos os sinais das 3 componentes do vetor

velocidade (® o z1)’(a). Temos

by
0] ! _
@om(@) =

isto €, a componente x do vetor velocidade tem o mesmo sentido do eixo x. Agora,

>0, Ya € J,

2 2
—2coa + by + 2¢;

=
(a + co)24[4acy — by

Como o denominador € positivo, o sinal do numerador determina o sinal de (® o z1)(a), que

7

€

(®oz1)}(a)

>0, para bj}/(4co) <a < bj/(2co) + co,
=0, para a = b%/(2¢co) + co,

<0, para a > bg/(ZCO) +co.

Isto quer dizer que a componente y do vetor velocidade tem o mesmo sentido do eixo y para
b(z)/(4c0) <a< bé/(ZCQ) + co, se anula para a = b(z)/(Zco) + co e passa a ter sentido contrario
ao do eixo y para a > b2 /(2co) + co. Por fim,

2¢0
" (a+co)?
o que significa que a componente w do vetor velocidade tem sentido contrario ao do eixo w.
Portanto, o vetor velocidade corrobora o pedaco do caminho descrito pela imagem por @ da
primeira raiz para todo a € J.

(Do zy),(a) <0, Vael,

Observe que, como 1irr§ (®oz1)y(a) =0e lim (@ oz;)j(a) = +oo, segue que ndo existe
b~ b2 +

0 0
—-U U
a 4o a— 4cq

. b2
o vetor velocidade (® o z1) ema = ﬁ.

co/bp>1eJ={aeR"|a<0}
Da Figura 1 (Yamaoka, 2023, p. 41), —Z—g <z1(a) <0, Ya € J,e 7j(a) <0, Va € J. Como
zi(a) = =1 a=byg—cyo<0, fagamos J = J; U{by—co} UJy,onde J; = {a e R* | a <
bo—co}e.lzz{aER*|b0—co<a<0}. Temos
-1<zi(a)<0,Vaely, e zj(a)<0,VYael;
1
— <
2co — by
c

—b—0<Z1(a)<—1, YaelJ, e zj(a) <0, Vacel,.
0

Como ® o 7y, que denota a aplicacdo composta CI)| Il © 21 |7, é diferencidvel em J;, segue
1
que

21(bg—co) =-1 e Z’l(bo—co):_ 0;

, 27 (a)[1 - z}(a)]
(Pozi)(a) = I(Z%(a) " 11)2 <0, VYaeJ,
(®oz)j(a) = 0, VYael,
4z1(a)z}(a)

(zj(a) + 1)?

(Doz),(a)

>0, Va e/,
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e portanto o vetor velocidade corrobora o pedaco do caminho descrito pela imagem por @ da
primeira raiz para todo a € Jj.

Em a = by — ¢ temos
22 (b — co)[1 = 22(bo — co)]
(z7(bo = co) + 1)?

(® o z1)y(bo — co)
(® 0 z21)5(bo = co)

(® o z1),,(bo = co)

b

0,
4z1(bo —co)Zj(bo—co) 1 N
(z3(bo — co) + 1)? 2co — bo

0,

e portanto o vetor velocidade corrobora o pedago do caminho descrito pela imagem por @ da
primeira raiz em a = by — cyp.

Por fim, como ® o z;, que denota a aplicacdo composta <I)| Il © 2 |7,, € diferencidvel em
112

Jo, segue que

2z} (a)[1 - z7(a)]

o . >0, Ya € Ja,
( ozl)x(a) (Z%(a) + 1)2 a 2
(®ozy)y(a) = 0, Vael,

4z1(a)7. (a
(®ozy),(a) = 1(a)2) )>O,VaeJ2,

(zi(a) + 1)?

e portanto o vetor velocidade corrobora o pedaco do caminho descrito pela imagem por @ da
primeira raiz para todo a € J;.

Deixamos como exercicio a andlise para a segunda raiz.

74 A4

Por inspec¢do visual € simples identificar, para cada subcaso, os percursos (caminhos) das imagens
por @ de ambas as raizes em S, como funcio de b, a partir dos percursos (caminhos) de ambas as
raizes no plano C presentes em Yamaoka (2023). A justificativa formal se d4 da seguinte maneira:

Considere, por exemplo, ag > 0,co >0eJ = {b € R| —2+4/apco < b < 2+/apco}.

Seja, Vb € J,
b .\/46106‘0 - b2
27i(b) = —— +i— 2~
2(10 261()

O pedago do caminho da imagem por ® da primeira raiz restrita a J € a aplicagdo (P ozy) : J —
S? ¢ R? dada por

b \/4aoC0 - b2 co— ag

(Qozl)(b) = - > p .
aop + co aop + Cco ap + co

@ o z; denota a aplicagdo composta q)|1(11|1) o2z1l|y, onde I(z1|y) é aimagem da restricdo z|;.

Como (®oz;) é diferencidvel em J, estudaremos os sinais das 3 componentes do vetor velocidade
(Do z1) (b). Temos

(Pozi)(b) = - <0, Vb e J,

apg + Cco
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isto €, a componente x do vetor velocidade tem sentido contrario ao do eixo x. Agora,

(@02 (b) =

-b
(ao + C())\/4(1()C() - b2 .

Como o denominador € positivo, o sinal do numerador determina o sinal de (® o z;)(b), que €

> (0, para —2+4/apco < b <0,
=0, para b =0,

<0, para 0 < b < 24fapco .

Isto quer dizer que a componente y do vetor velocidade tem o mesmo sentido do eixo y para
—24/apco < b < 0, se anula para b = 0 e passa a ter sentido contrario ao do eixo y para 0 < b <

2+/agco. Por fim,
(®ozy),(b) = 0,Vbel,

0 que significa que a componente w do vetor velocidade € nula. Portanto, o vetor velocidade
corrobora o pedago do caminho descrito pela imagem por @ da primeira raiz para todo b € J.
Observe que, como b_)_lzi{/nm_ (Do zl);(b) =0e b_)_lziglm+(d> o zl);(b) = +o00, segue que nao
existe o vetor velocidade (@ o z1)" em b = —2+/agco. Tampouco existe o vetor velocidade (P o z;)’
em b = 2+/aoco.
Deixamos como exercicio a finalizagdo do estudo para a primeira raiz e a analise para a segunda
raiz.

75 AS

Por inspecdo visual € simples identificar, para cada subcaso, os percursos (caminhos) das imagens
por ® de ambas as raizes em S, como fungio de c, a partir dos percursos (caminhos) de ambas as
raizes no plano C presentes em Yamaoka (2023). A justificativa formal se da da seguinte maneira:

Considere, por exemplo, ag > 0,bg >0eJ ={ceR|c > b%/(4a0)}.

Seja, Ve € J,
bo \J4apc — b(z)

= —— 4+ i
ai(e) 2aq : 2aq

O pedaco do caminho da imagem por @ da primeira raiz restrita a J é a aplicacdo (®oz;) : J —

S? ¢ R? dada por
[ 2
bO 461()6’ — bO ¢ —ap

QOZ c = - ) s
( ])() c+ap c+ap c+ap

@ o z; denota a aplicagdo composta CI)|I(Zl ) © @ |7, onde 1(z1];) € a imagem da restri¢do z ;.
Como (®oz;) é diferencidvel em J, estudaremos os sinais das 3 componentes do vetor velocidade
(Do z1)(c). Temos

bo

m>0, VCEJ,

(@ o z1)i(c)
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isto é, a componente x do vetor velocidade tem o mesmo sentido do eixo x. Agora,

2 2
—2apc + by + 2a;

=
(¢ + ap)*|4apc — bg

Como o denominador € positivo, o sinal do numerador determina o sinal de (® o z;);(c), que €

(@ o z1)}(c)

>0, para b%/(4a0) <c< bg/(2a0) + ao,
=0, para ¢ = b§/(2ao) + ay,
<0, para ¢ > bg/(2a0) +ao .

Isto quer dizer que a componente y do vetor velocidade tem o mesmo sentido do eixo y para
b%/(4a0) <c< bg/(Zao) + ag, se anula para ¢ = b(z)/(2a0) + ag e passa a ter sentido contrario ao
do eixo y para ¢ > bj/(2ag) + ao. Por fim,

2ay

(Pozi),(c) = (et a0

>0, Vc e J,
o que significa que a componente w do vetor velocidade tem o mesmo sentido do eixo w. Portanto, o
vetor velocidade corrobora o pedago do caminho descrito pela imagem por © da primeira raiz para
todo ¢ € J.
Observe que, como lirr% (®oz;)j(c)=0e lim (Do z1)y(c) = +oo, segue que ndo existe o
bz »2

R 0
g =
by
) , 3
vetor velocidade (P o z;)’ em ¢ = =

Deixamos como exercicio a finaliza¢do do estudo para a primeira raiz e a andlise para a segunda
raiz.

8 Conclusoes

1. Exceto no subcaso by = 0 e c¢p = 0, no qual os caminhos das imagens por ® de ambas as
raizes estdo restritos ao polo sul S de S2, em cada um dos demais 20 subcasos os caminhos
das imagens por @ de ambas as raizes repousam ou sobre uma circunferéncia (que contém a
imagem por ® das raizes reais) ou sobre duas circunferéncias (uma contém a imagem por @
das raizes reais; a outra contém a imagem por ® das raizes complexas ndo reais) em S. Veja
ao longo do texto os pontos que devem ser excluidos das circunferéncias.

2. Quando o coeficiente varidvel tende a —co € a +00 , observamos as seguintes relagoes das duas
raizes, via @, com os polos norte N e/ou sul S:

(a) Primeiro caso (Pdlo sul §):

* As imagens por ® de ambas as raizes saem de pontos arbitrariamente préximos
de S (exceto S) e retornam para pontos arbitrariamente préximos de S (exceto §).
[Subcasos 3.1 a 3.6]

* A imagem por @ de uma raiz sai de pontos arbitrariamente préximos de S (exceto
S) e retorna para pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S); a imagem por @
da outra raiz estd em S. [Subcasos 3.7 e 3.8]
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* As imagens por ® de ambas as raizes estao em S. [Subcaso 3.9]
(b) Segundo caso (Pdlos norte N e sul S):

* A imagem por @ da primeira raiz sai de pontos arbitrariamente proximos de N
(exceto N) e segue para pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S). A imagem
por @ da segunda raiz sai de pontos arbitrariamente proximos de S (exceto S) e segue
para pontos arbitrariamente proximos de N (exceto N). [Subcasos 4.1 a 4.4]

* A imagem por @ da primeira raiz sai de pontos arbitrariamente proximos de N
(exceto N) e segue até S. A imagem por ® da segunda raiz sai de S e segue para
pontos arbitrariamente préximos de N (exceto N). [Subcasos 4.5 € 4.6]

(c) Terceiro caso (Pélo norte N):

* As imagens por @ de ambas as raizes saem de pontos arbitrariamente proximos de
N (exceto N) e retornam para pontos arbitrariamente préximos de N (exceto N).
[Subcasos 5.1 a 5.6]

O Primeiro caso sera representado pelas notagdes “®(z;) : S 58, J = 1,2, que significam:
para cada j, o primeiro S indica que o limite da imagem por @ da j-ésima raiz € o p6lo sul
quando a tende a —oo e 0 segundo S indica que o limite da imagem por ® da j-ésima raiz é o
polo sul quando a tende a +c0. Procedendo da mesma maneira com as demais notacdes para
o Segundo e para o Terceiro casos, obtemos a seguinte representa¢do esquematica:

Primeiro caso | Segundo caso Terceiro caso
D(z):SSS | D) NDS|D@z): NSN
D(22): S5 S | D(22): SDON| D(z): NSN

. Em cada subcaso, sejam G; C S? o conjunto dos pontos do caminho da imagem por ® da

primeira raiz e G, C S? o conjunto dos pontos do caminho da imagem por ® da segunda raiz.
Em S2, o(s) ponto(s) aderente(s) comum(ns) a G| e a G, € (sdo) :

(a) Primeiro caso:

* bop>0,c0>0: S [¢G1,¢ G2] e A [imagem por ® da raiz dupla];
* bp<0,c0>0: S [¢G1,¢ Gy] e A [imagem por @ da raiz dupla];
* bp>0,c0<0: S [¢G1,¢ Gy] e A [imagem por @ da raiz dupla];
* bp<0,c0<0: S [¢G1,¢ Gy] e A [imagem por ® da raiz dupla];
*bp=0,c0>0: S [¢G1,¢€G2] e N [¢Gy, ¢ Gal;

* bp=0,c0<0: S [¢G1,¢G2] e N [¢ Gy, ¢ Gyl;

* bp>0,c0=0: S [€ Gy, ¢ Gal;

e bp<0,c0=0: S [¢ Gy, € Gyl;

* bp=0,c0=0: S [imagem por ® da raiz dupla].

(b) Segundo caso (i.r.d.: imagem por ® da raiz dupla):

*ayp>0,c0>0: S [¢G1,¢Gy], N [¢Gi,¢Gy], A [ird] , B [ird.];
* ap<0,c0<0: S[¢G1,¢G], N[¢G1,¢Gr], A [ird.] , B [ird.];
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*ap>0,c0<0: S [¢G1,¢€G2] e N [¢Gy, ¢ Gal;
*ayp<0,c0>0: S [¢G1,¢G2] e N [¢ Gy, ¢ Gy,
*ayp>0,c0=0: S [ird] e N [¢ Gy, ¢ G2];
*ap<0,c0=0: S [ird] e N [¢ Gy, ¢ Ga].

(c) Terceiro caso:

*ayp>0,bp>0: N [¢ Gy, ¢ G2
e ag>0,bg<0: N [¢ Gy, ¢ Gl

e imagem por @ da raiz dupla];
e

e ap<0,bg<0: N [¢G1,¢Gr] e
e
e

Al

A [imagem por @ da raiz dupla];
A [imagem por ® da raiz dupla];
e ap<0,bg>0: N [¢ Gy, ¢ Gyl
*ap>0,bp=0: N [¢ Gy, ¢ Gy S [imagem por @ da raiz dupla]
*ap<0,bp=0: N [¢ G1,¢ G| e S [imagem por @ da raiz duplal].

A [imagem por @ da raiz dupla];

b

Conforme visto acima no primeiro, no segundo e no terceiro casos, para cada subcaso
existe pelo menos um ponto P € S? que é aderente a G| e a G», ou seja, P € G| N Ga,
onde G_, denota o conjunto dos pontos aderentes a G;,j = 1,2, o que implica que a
distanciaentre G1 e G, € d(G 1, G») = d(G_l, G_z) =0.
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