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O sistema fundamental generalizado de
Jacobsthal: propriedades e identidades

The Jacbosthal generalized fundamental system: properties
and identities

Resumo

Neste trabalho estudamos o sistema fundamental generalizado
de Jacobsthal, destacando suas principais propriedades e al-
gumas identidades. Sao usadas as propriedades matriciais da
matriz casoratiana para obten¢ao das identidades deste sistema.
Também apresentamos expressoes combinatdrias para as pro-
priedades e para as identidades. A metodologia que adotamos
foi a revisao bibliogrifica, onde procuramos responder a se-
guinte pergunta: Quais s@o as principais propriedades e iden-
tidades do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal?
Comecamos falando sobre a familia de niimeros de Jacobsthal
generalizados, destacando seu papel fundamental e em seguida,
apresentamos propriedades e identidades através do estudo da
respectiva matriz de Casoratian deste sistema. Ainda, desta-
camos a formula combinatéria para os nimeros generalizados.
Esperamos que este trabalho contribua para uma divulgacdo
deste conteudo e a elaboracao de outras pesquisas futuras.
Palavras-chave: Sistema fundamental. Nuimeros generaliza-
dos. Propriedades. Identidades combinatdrias.

Abstract

In this work we study the Jacobsthal generalized fundamental
system, highlighting its main properties and some identities.
The properties of Casoratian matrix are used to obtain the iden-
tities of this system. We also present combinatorial expressions
for the properties and identities. The methodology adopted was
the bibliographical rewiew, where we sought to answer the fol-
lowing question: What are the main properties and identities
of the Jacobsthal generalized fundamental system? We start
by talking about the family of generalized Jacobsthal numbers,
highlighting its fundamental role and we present properties and
identities through the study of the respective Casoratian matrix
of this system. Furthermore, we highlight the combinatorial
formula for the generalized numbers. We hope that this work
contributes to the dissemination of this content and the deve-
lopment of other future research.

Keywords: Fundamental system. Generalized numbers. Pro-
perties. Combinatorial identities.
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1 Introducao

Dentre os assuntos da Matemadtica, um que € de extrema relevancia e aplicabilidade, € com
certeza, as sequéncias numéricas infinitas. Este assunto é amplamente estudado e existem uma
gama de muitos trabalhos interessantes publicados. Uma sequéncia muito conhecida e famosa € a
chamada sequéncia de Jacobsthal, atribuida ao matematico Ernest Erich Jacobsthal, que segundo [ 1]
nasceu em 1882 e morreu em 1965. Para mais detalhes sobre essa sequéncia, sugerimos a leitura
dos trabalhos de [2], [3] e [4].

A sequéncia cléssica de Jacobsthal {J, },>0 € uma relacdo recursiva dada por J,,+1 = J,, + 2J,—1,
Vn > 1, onde as condi¢des iniciais sao Jo = 0 e J; = 1. Esta sequéncia e suas generalizacoes
sao amplamente estudadas do ponto de vista algébrico, analitico, combinatério e matricial, € € um
assunto interessante com varias propriedades e identidades importantes (ver, por exemplo, [2], [3] e
[4D).

Neste trabalho, estamos preocupados com a generalizacdo definida pela seguinte equagdo de
diferenca linear de ordem r,

r=2

Jnt1 = Z Jn-i +2Jn_rs1 para nzr, (D
i=0

J, = ay para n=0,1, ..., r—1. )

Entre as solu¢des da Equacao (1), temos a familia de nimeros de Jacobsthal generalizados

L= {0 }s0e 1 < s < 1), 3)

dadaspor]s(f)1 =1 eJ,ES) =0para0<n#s-1<r-1

No nosso estudo, nos concentramos em descrever explicitamente a conexdo fechada entre as
sequéncias {7V }us0 € {JV7s0 € entre {1950 € {7 }s0, com 2 < j < 7 — 1, do conjunto J,.
Como consequéncia, fazendo-se o uso de propriedades da matriz casoratiana, muitas identidades
sao derivadas e relevantes expressoes combinatérias sao consideradas. Para este propdsito, o
conteddo deste trabalho estd organizado do seguinte modo. Na secdo 2 estabelecemos que o
conjunto J, é um sistema fundamental de solucdes da Equacao (1) e definimos o sistema fundamental
de Jacobsthal. Além disso, descrevemos as principais propriedades deste sistema. Na secdo
3, apresentamos a matriz de Casoratian do sistema fundamental generalizado de Jacbosthal e suas
principais propriedades. Também obtemos identidades interessantes com as propriedades matriciais.
Por fim, na se¢do 4 apresentamos interessantes expressoes combinatdrias para o sistema fundamental
generalizado de Jacobsthal.

onde J\* = 2;2—02 Jr(ls_)l._l +27% Vi > r, com condicdes iniciais J9, paran = 0,1,2,--- ,r — 1

2 O sistema fundamental generalizado de Jacobsthal

Nesta secao abordamos sobre a familia de nimeros de Jacobsthal generalizados, destacando sua
relevancia e também definimos o sistema fundamental de Jacobsthal. Além disso sdo apresentadas
interessanes propriedades deste sistema. Os resultados exibidos foram baseados nos trabalhos de

[51, [11Te [14].
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Definicao 1 A familia de niimeros de Jacobsthal generalizados é definida por:

L= {00, 1 <5 <), (4)

onde J,gs) =y 2Jr(zS)z :

dadaspor]s(i)l—leJ,(,s)—Opam()Snis—lSr—l.

+ 2J,gi),,Vn > r, com condicoes iniciais J,ES), paran=0,1,2,---,r —1

Exemplo 2 A titulo de ilustragao, tomando r = 3 em (4), obtemos a familia de niimeros de Jacobsthal
generalizados Jz = {{J,S”}nzo, 1 <s <3}, ou ainda:

J =30 4 g0 g0 30 21,50 =0, =0
I = J(2> +J}E2) +21?2)3 n =3, J(z) 0, JIEZ) 1.7 =0
7Y = J(3) + J(3) +2J% > 3,J(§3) =0,77 =0,0 = 1.

E possivel provar que dentre as solu¢des da Equagdo (1), tem-se a familia de nimeros de
Jacobsthal generalizados J, = {{J,(,s)}nzo, 1 < s <r}, onde:

-
I = Z IO 20 ez,

com condigdes iniciais J,(ls), paran =0,1,2,---,r — 1 dadas por Js(f)l =1le J,gs) =0paraQ <n #
s—1<r-1.

Em outros termos, o conjunto J, € linearmente independente e um conjunto gerador para o espago
vetorial real, e,(cr), de solucoes da Equagao (1). Dessa forma, temos o resultado relevante dado na
poposicao a seguir.

Proposicao 3 Seja J, a familia de niimeros de Jacobsthal generalizados. Entao, J, é uma base para
. (r) ~ ~
o espago vetorial sobre R, €, de solugoes da Equagao (1).

Diante do resultado da Proposicado 3, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4 O sistema fundamental de Jacobsthal é dado pelas r copias da Equagao (1) represen-
tadas na forma compacta abaixo:

{ JO =g 4 g9 h 2O s

=TT 5)

n+1
JI’(LY) = 6s—1,n’0 <n<r-1,

ondel < s <red;;éosimbolo de Kronecher, que é definido da seguinte forma:

| Lsei=],
61’1_{0, se i #]. ©

Exemplo 5 A titulo de ilustracdo, tomando r = 3 na Expressao (5), temos o seguinte sistema
Sfundamental de Jacobsthal:

n+1

AU AL A ¥ AN )
J,(l)—és_l,n,OénSZ,l <s<3.

SILVA, R. L.; ALMEIDA, R. L. S. O sistema fundamental generalizado de Jacobsthal: propriedades e identidades. C.Q.D. — Revista Eletronica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 24, €24009, 2024.
DOI: 10.21167/cqdv24e24009  Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index



" of
=
=)

2.1 Propriedades do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal

Nesta subsecao descrevemos algumas propriedades interessantes do sistema fundamental gene-
ralizado de Jacobsthal. Mais especificamente, buscamos evidenciar a conexao entre {J,Sl)}nzo e
{J,Sr)}nzo e entre {J,(lj)}nzo e {J,Sr)}nzo para2 < j < r — 1. Comecamos com o lema abaixo que é
bastante ttil nas demonstragdes.

Lema 6 (Veja [5]) Seja elgr) o espaco vetorial (sobre R) de solucoes da Equacdo (1). Considere

A C c . o .
duas sequéncias {J,£ ']},,20 e {J,E 2] tnso de e,((r), cujas condicoes iniciais sdo, respectivamente,

Ci = (ap,ay, -+ ,ar—1) e Co = (Bo, B, »Br=1). Suponha que existem ny, mo, N € N tais que
J][frll(]) = Jj[f;i]o, para N < j < N +r — 1, entdo nos temos que J,Ef,% = J,Ef,%ﬂ]o, para cadan > N.
Demonstracao:
Com efeito, por hipétese existem ng, mo, N € N tais que J][frllg) = J][.f,i]o, paraN < j < N+r—1
Logo:
[C1] _ 4IC]
JN-I-ln() - JN+2m()'
[C1] _ gl¢l
JN+r—1+n0 - JN+r—1+m0'
Portanto, o Lema € vélido para N,--- ,N +r — 1.
Supondo n = N + r, temos pela Equacao (5) que:
[Ci1]  _ 4lCi] [C1] [C1]
N+1r+n() - N+r—1+n0 + N+1r—2+n0 Tt 2JN+1n()
_ gl&] [C2] [C2]
- JN+r—1+m0 + JN+r—2+m0 Tt 2JN+m()
_ 7lC]
T Y N+r+mgy®
Portanto, mostramos que J ][\,C:r] oy = 1[\,%] g+ DESSA forma, obtemos que J,Ef}% = J,Effn]o, para cada

n>N.
Exemplo 7 Dado r = 4, temos o seguinte sistema fundamental generalizado de Jacobsthal:

) 4 4 ) ) o)
Y R A VAN )
B =6,1,,0sn<3,1<s5s<4

Fazendo os calculos, obtemos para 0 < n < 11, a seguinte tabela de valores:

n [0]1]2]3[4[5]6]718 9 10] 11
JVT1lololol2]2]4]8|18]|34]68] 126
JPlol1lolol1]3]4]8]17]35]68] 136
J¥Tolol1lol1]2]5]8]17]34]69] 136
JPTololol1l1]2]4l9]17]34]68] 137

Tabela 1: Tabela do sistema fundamental de Jacobsthal de ordem » = 4.
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Na Tabela 1, podemos notar que existe uma relagdo entre as sequéncias {Jr(ll)]} e {J,(,r)}, que é
dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 8 Seja J, o sistema fundamental de Jacobsthal. Entdo para cada n > 1, tem-se que:

I =20 (N

Demonstracao:
Vamos fazer a demonstragdao usando indu¢cao matemadtica sobre n. Inicialmente, mostraremos a
veracidade para 1 < n < r. Com efeito, temos que J 1(1) =...= Jr(i)l =0e Jr(l) = 2. Por outro lado,
nés temos que 2J(§r) = ZJY) =... = 2Jr(i)2 =0e 2]52)1 = 2. Dessa forma, temos que JJ(.I) = ZJJ(.Z)I,

paraj=1,---,r.
Agora, vamos supor que J,(ll) = 2J,5r_)1, para algum n > r, mostraremos que J’Ei)l = 2J,§r). De fato,
temos pela definicdo do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal que:

n _ g 4D (1)
Joog=Jdh e+ 2]

n—r+l’n =

Dado por hipotese de indugao que J,(,l) = 2J,(lr_)1, obtemos que:
1 =200+ 200 e s 20, =210

Portanto, segue-se que:
=217,
paratodon > 1.
Na Tabela 1, também podemos notar que

32 =00 1200 ey =g 4 @ p2s @
De modo geral, temos o resultado dado pela seguinte proposi¢ao.
Proposicao 9 Seja J, o sistema fundamental de Jacobsthal. Entdo paran > j tem-se que:
() _ g (r)
S =+ 2Jn_j. 8

Demonstracao:

Vamos fazer a demonstracao usando inducao. Inicialmente, mostraremos a veracidade para j = 2.
Para isso, consideremos a sequéncia {qflz) }n>2 dada por g ,(12) = J}Er_)l +Jr(lr_)2. E evidente que a sequéncia
{qﬁf)}nzz satisfaz a Equacao (1), com as seguintes condi¢oes iniciais q;z) = Jl(r) + Jér) =0+0=0,
q? = Js(i)l + Js(i)z =0+0=0,para2<s<r—-legqg? = Jr(i)l + J;Ei)Z =140 = 1. Por outro lado,
para {J,EZ)}nzo nés temos por (5) que 152) =02-12 =012 =0, JS(Z) =015=0,para2 <s<r-1le
Jr(z) = Jr(%)l +Jr(3)2 +-- -+Jf2) +2J(()2) =0+0+---+1+2.0 = 1. Entao nés temos que JZ(Z) = q(2> =0

2
Js(z) = qg2) =0,para2 <s<r-1le Jr(z) = qu) = 1. Logo, pelo Lema 6 temos que:

2

2 2
1 = gf

paran > 2. Isto é:
3 =00+
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Para 3 < j < r — 1, vamos supor que J,(lj) = J}Er_)l + Jr(lr_)2 + -+ 2Jr(lr_)j, para cada n > j.
Consideremos agora a sequéncia {qflj +1)} n>2 definida por:

AR AL ©

para cada n > j. Uma vez que J}EJ_ )1 ¢ definida paran — 1 > j — 1, pois n > j, temos para
Jr(l]_)1 que 0s primeiros r termos sdo Jr(lj_)1 =0, para2 <n#j<r-1, J](.’_)1 =1eJY =
S+ D+ +2J ) =1+40+---+42.0=1. Dadoque J\", =1eJ,”’ =0,paran=1,--- ,r—1,
I " 27" =140 2.0=1. Dadoque J", = 1eJ" =0 1 1
temos pela Equacdo (9), (1 <n <r),que ¢/ =J") 4+ JY) =0+0=0,para2 <n#j<r-1,
la Equagdo (9), (1 ) U =g +JY =0+0=0, para2 1
q;jﬂ) = JJ(.r_)1 + J;f)l =0+1=1eqY" = Jr(i)l + Jr(i)z = 1+0 = 1. Por outro lado, dada a
sequéncia {J,(,jﬂ)}nzo, temos por (5) que J,(le) =0jp,=0,para2 <n#j<r-1, J](.jH) =0;;=1
e JUHD = Jr(f{l)+Jr(f;1)+- : -+Jj(./_tl)+J/(.j+1)+- : -+2.J(()j+1) =0+0+---+0+1+0+---+2.0 = 1. Dessa
forma, obtemos que {qflj”)} = {J,§j+1)} ={0},para2 <n#j<r-—1, {q}j”)} = {J;j“)} ={l}e
gV = {JY = {1}. Uma vez que a sequéncia {¢\/""},» satisfaz a Equacdo (1), o Lema
(j+1) J(]+1)} 1} U (J+1) f: E (1), oL 6

assegura que:

JOD Z G

n
Mas, por (9), tem-se que:
1l )
B = 10, 4,
Dessa forma, obtemos que:
Jlgj+1) _ q2j+1)
— J(”) + J(])
n—1 n—1
_ g (r) (r) (r)
=J, G+ 5+ 5+t 2Jn_(j+1).
Assim, concluimos que:
() _ 4 (r) (r)
Jo' = 4T 5+t ZJn_J.,
paran > j.
Combinando as Proposicoes 3, 8 € 9 temos o seguinte resultado.

Proposicao 10 Seja {w,, },>0 uma sequéncia generalizada de Jacobsthal do tipo (1), com condicoes
iniciais g, a1, -+ ,®,—1. Entdo para todo n > 0, temos que:

1
— (r) (r)
Wy =aoar—1J,  +a ar_zﬂ-Jn_(m) 4ot
i=0

j-1
aj-1 Z ar—j+iJ,(li)(l~+1) +--- 2Jr(zr)
=0
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3 A matriz Casoratiana do sistema fundamental generalizado
de Jacobsthal

Nesta secdo apresentamos alguns resultados cldssicos de Algebra Linear referentes a matriz
Casoratiana. Os resultados apresentados foram extraidos dos trabalhos de [6], [7], [8] e [9].

Definicao 11 A matriz casoratiana do sistema fundamental generalizado de Jacosthlal J, =
{{J,Es)}nzo, 1 < s < r} édada pela seguinte matriz:

) U
Cy(n) = : : : (10)
(1 () (r)
Jn+r—l T Jn+r—l T Jn+r—1

Exemplo 12 Tomando r = 3, temos a seguinte matriz casoratiana:

1 2 3
I B X
CO=1 Dy T g
Jn+2 Jn+2 Jn+2

Um resultado interessante da matriz casoratiana é dado na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 13 Seja C;(n) a matriz casoratiana do sistema fundamental generalizado de Jacosthal.
Entao, tem-se que Cj(n) = J; X (My), X J; onde:

(r) () (1
Jn+r—1 T Jn+r—l T Jn+r—l
My), = : : (11)
o)y

e Jj é a matriz anti-diagonal dada por Jy = (b; j)1<i j<r onde b; j = 1 parai+j=r+1eb;; =0
para caso contrario.

Lema 14 (Veja [6] e [7]) Para cada n > 0, temos que (Ay)" = (My),, onde A; é a matriz

companheira classica associada ao sistema fundamental generalizado de Jacobsthal dada por:

(71 1 ... 2]
1 0 0 ... 0

Aj=|0 1 0 ... 0], (12)
0 0 1 0

Demonstracao:
Faremos a demonstracdo usando indugo sobre n. Para n = 0, temos que (A;)? = 1I,, onde I, é
matriz identidade de ordem r. Por outro lado, temos que:

(r) (r-1) ) (1)
N AR KM
J(r) J(r—l) J(J) J(l)
(MJ)O — r=2 “r-2 U r=2 """ Yr=2
O N ) B )
L FSER PR C P
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Levando em consideracao que J,E” =05-11,0 <n <r—1, segue-se que:
r _ n _ ... — g _
Ji=leJ 5=--=J;" =0,

(=1) _ g j0=D _ j o g — .. 0D _
JI =007 =164 = =507 =0,

Jr({z_:O,ISiSr, parajir—i+1e]r(£.:1,1SiSI’, paraj=r—i+]1,

m _ 4 _ _ () _ (n _
J =l ,==J"=0eJ, =1
Dessa forma, temos que:
1 0 0
01 ...0 0
(MJ)O =1 . - . . =I = (AJ) .
00 1

Portanto, o caso base é verdade.
Suponhamos agora a veracidade da proposi¢do para algumn > 0, ou seja, que (My), = (Ay)", n >
0. Provaremos que (M) 41y = (A7) Temos entdo que:

(A = (A)" x Ay = (M), X A

B (TR (U ) B () 11 1 ... 1 2]
J?;-)r—l J?’Tzl_)l ] }!—)r—l J?f)r_l 10 0 . 00
— nr=2 Spbr=2 000 Tpar=20 000 Takr=2 |1 01 0 . 00
" -1 B0 P e
LD W T, (00 ... 0 ... 10]
() (r-1)  4(r) (r-2) (r) (-1 (r)
J?;r)r_1 +Jr(l;r:)1 J?;r)r_1 + ’z;ffg)l e J?;r)m + J’UCT)I e ZJ?;r)r_1
— Jn+r—2 + Jn+r—2 Jn+r—2 + Jn+r—2 Jn+r—2 + ‘]n+r—2 U 2Jn+r—2
LR A KO AU AL A O K

Agora, levando em consideracao as Proposicoes 8, 9 e a Equacao (5), obtemos que:

(r) (r=1) _ 4(n) (r) (r _ 40
Jn+r—1 + Jn+r—l - Jn+r—1 + Jn+r—2 tooot 2Jn—r+1 - JVH'V’
R A N A . AL AL

JO ey =g g g =g

n+r—1 n+r—1 n+r—1 n+r-=2 n+r—j
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I+ a5V =00 g0 ey =g

n—j+l1 n+1’

2J(”) — J(l)

n+r—1 n+r»>

27" =Y

n+l*

Por conseguinte, obtemos o seguinte resultado:

(A" = (A)" x Ay

= (MJ)n X AJ
RGN U G ) ", U-D o)
J?+)r_1 + J’(’”T)l J?Jr)r_] +J’%+’§)1 J}Z+)r_l +Jr6tr7)1 2J?+)r_1
r r— r r— r - r
— Jn+r—2 + Jn+r—2 Jn+r—2 + Jn+r—2 e Jn+r—2 + Jn+r—2 et 2Jn+r—2
L I I R B Y
_ . 1
| SOAUUE (LA (1)
) () ()
L Jn+1 e Jn+l e Jn+1
= (My) (n41)-

Portanto, (M), = (Ay)", Vn > 0.

Proposicao 15 Seja C;(n) amatriz casoratiana do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal.
~ A n j ..

Entdo C;(n) = J; X (Ay)" X J; = (CiEj))lsi,er, ondecij=JY_ (1<i,j<r)ed;=(bij)cij<r

¢ a matriz unitaria anti-diagonal cujas entradas sdo dadas por b; j = 1 parai+j=r+1eb; ;=0

caso contrario.

Demonstracao:
Com efeito, vimos que C;(n) = J; x (My), x J;. Dado pelo Lema 14 que (Aj)" = (M;),, temos
entao que:
é](l’l) =J; X (A])n X Jj.

Definicao 16 O casoratiano Cj(n) do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal I, é definido
por:

C;(n) = det (é,(n)) . (13)
Teorema 17 Seja I, o sistema fundamental generalizado de Jacobsthal. Entdao temos que:
Cy(n) = det(Cy(n)) = det ((A7)") = (det(Ay)" = 2" (=1)""" V. (14)
Demonstracao:

Iremos fazer a demonstracio usando indugao finita sobre n. Para n = 1, temos que C;(1) =
det(C;(1)) = det((AnY) = (det(Ap))' =21.(=1)10=D =2.(=1)"=D | o que é verdade, pois usando
o Teorema de Laplace na tltima coluna da matriz Ay, temos que:

r—1

det(Ay) = Zaij(AJ)ija (15)

i=1
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onde (Ay);; = (=1)™*/det((Ay);;) so os cofatores de a;;.
Logo:

r—1

det(hy) = > ay(Ay);

i=1
= 2.(-)™" det((Ag),—1) +0.(=1) """ det ((Ar)y (,_1))+
e 0.(=D) D det ((Ay) (_1yr1))

1 0 0 ...0

L]0 1 0 ...0

=2.(-1) . :

0 0 0 1
=2.(-1)"".

Supondo agora para algum n > 1 que C;(n) = det(C;(n)) = det((Ay)") = (det(Ay)" =
2" (=1)*"=D mostraremos que:

Cy(n+1) =det(C;(n+1)) = det((Ay)™V) = (det (&) ™D = 2+ (=1)+DO=D),
De fato, temos que:

Ci(n+1) =det(Cs(n+1))
= det((Ay)"™")
= (det(Ay))"*Y
= (det(Ay))" (det(Ay))
=2" (=1)"r=D 2 (=)D
— 2n+1(_1)(n+1)(r—1).

Logo, pelo principio de indugdo finita, segue-se que:
Cs(n) = det(Cy(n)) = det((As)") = (det(Ar))" = 2".(=1)"D.

Corolario 18 Seja C;(n) a matriz casoratiana do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal.
Entdo, para cada n e m inteiros positivos, temos que:

Ci(n+m) =C;(n)Cr(m). (16)

Demonstracao:
De fato, temos pela Proposicio 15 que C;(n +m) = J;(Ap)"™™J; = J;(Ay)"(Ay)™J;. Como
Jy é uma matriz anti-diagonal, segue-se que J;.J; = diag(1,---,1). Assim, obtemos que:

Cr(n+m) =J;(A)"my,
= J;(Ap)"(A))™J
=J;(A))"J;.J;(An)™J;
= (Js(AD"J)).(Js(AD™J))
= Cy(n).Cs(m).
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3.1 Algumas identidades do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal

Nesta subsec¢ao sdo usadas propriedades das entradas da matriz comphaneira associada ao sistema
fundamental generalizado de Jacobsthal para obtencao de algumas identidades interessantes.

Proposicao 19 Seja Ay a matriz companheira associada ao sistema fundamental generalizado de
Jacobsthal. Entao, as entradas da matriz de poténcias (Ay)" sdo dadas pela seguinte formula

compacta:
(n) _ g(r=j+1)
ai, j Jn+r—i
Demonstracao:
De fato, temos pela Expressao (11) que:

(r) () (M
Jn+r—1 e Jn+r—1 e Jn+r—1
(SO |2 [

Por outro lado, pelo Lema 14 tem-se que (M), = (Ay)".
Dessa forma, obtemos que:

(n) _ 4(r—j+1) ..
a;; =J i 1 <i,j<r.

Exemplo 20 Tomandon =1er =2 em (17), temos que:

oV = J Z g6,

ij 142—i
Calculando essas entradas, temos que:

) _ 46-1) _ 42
ay =42 =47

(2) _ 43-2) _ 41
ay, =Nl =00
(2) _ 73-1) _ 4(2)
ay; =J3, =J7,
(2) _ 43-2) _ 4+
Ay, =J3," =J; .

Assim, temos a seguinte matriz:

Ay =

(2 41
J J
pi ]

Como (Ay)? = Ay X Ay, segue-se entdo que:

(Ay)? = Ay x Ay
[ ;2 (D 2 A1)
J2 T J2
= X

J?) J?n ] [ Jlé) qu

@ @ L 0,2 42 1), 1) ()
JO @ 4 gy 5@ M 41,
N J?).J?) + J?”J?) J?).JE” + J?”Jf”

7)

|
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Logo, derivamos que:
2 _ 2 4,2 () (2
ay =477+ 0,

Tomando n =2 e r = 2, obtemos que:

(2) _ 4@2=j+D) _ ,3-))
a;; =y =d4

Calculando essas entradas, temos que:
(2 _ 46-D _ 42
ayjy=Jdyy =057
(2 _ 43-2) _ 4
a,=J 7 =J0

@ _ j6-n _ ;@

a1
(2 _ 73-2) _ ()
22 J4—2 - J2 :
Assim, temos a seguinte matriz:
2 (1)
J J
(AJ)z = J 2) J%l)
2 2

Portanto, pelo desenvolvimento acima, temos que:
2 _ ;@ 72 (H 5(2)
ST =L LT+, I
De forma geral, dado que

(AU = (A" (A" = (An)".(AD)™ = (@) 1<i j<rs

ij
segue-se que:
r r
(m+n) _ (m) (n) _ (n) _(m)
ajj _Zaik Ay _Zaik Arj -
k=1 k=1
Mas por definicdo, ag.’) = Jr(l:;f ;1). Logo:

(n) _ (r—k+1)
i _Jn+r—i ’

(m) _ (r=j+1)
akj _Jm+r—k )

Dessa forma, temos que:

ij ik “kj — n+r—i  “m+r—k °

k=1 k=1

a(m+n) _ - a(m)a(n) _ 2 J(r—k+l)J(r—j+l)

(m+n) _ J(r—j+1)

Como aij m+n+r—i’

obtemos que:

J(r—j+1) _ ij(r—kﬂ)‘](r—jﬂ).

m+n+r—i n+r—i m+r—k
k=1
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Fazendo as mudancas de varidvel: r — j+1 =g, p=r—-1ed =r — k + 1, derivamos que:
r
d
J ,Sanw = Z J fgﬂ)vj r(nq-zd—l’
d=1

para inteiros m,n > 0 e cada p,q(1 < p,q >r).
Usando agora o fato de que J,Ef,‘ll = J,Ef,i}o, temos que JD o= g e j@ = J@

n+p mip © a1 n+d-1 ©
consequentemente:

r r
(9) _ (@ 7@ _ (@) ;(q)
Tminsp = Z Imep a1 = Z Tnepea-1o
d=1 d=1

para cada inteiro m,n > Oecada p,gcom 1 < p,g <r.
Uma vez que J\/ :Jr(lr_)1+---+2J,5r_)j,para23j <r—-len>j,obtemosparal < g <r—1
que:

d-1
(d) _ 4(r) (r) (r) _ (r) (r)
J’”"‘P - ‘]m+p—1 + Jm+p—2 tooot 2Jm+p—d - Z Jm+p—i + 2‘]m+p—d’
i=1
q-1
(@) _ () (r) (r) _ (r) (r)
Jn+d—l - Jn+d—2 + Jn+d—3 tooot 2Jn+d—1—q - Z Jn+d—j—1 + 2Jn+d—1—q'

j=1

Assim, obtemos o seguinte resultado:

r [d-1 q—1

(@9 _ (r) (r) (r) (r)

Jm‘*‘”"'[’ - Z lz ‘]m+p—i + 2‘Im+p—d] Z Jn+d—j—l + 2Jn+d—l—g{ ’
d=1 | i=1 j=1

Tomando g = r, obtemos:

r r

(r) _ (@ )  _ (d) 4(r)
Timsnap = Z Tmpdia—1 = Z Insppea—1-
d=1 d=1

De modo geral, temos o resultado do seguinte teorema.

Teorema 21 Seja J, = {{J,Ss)}nzo, 1 < s < r} o sistema fundamental generalizado de Jacobsthal.
Entao, para cada n,m > 0, temos a seguinte identidade:

(r)

=,

d=1

d-1

r) (r)
ZJm’_i +2J)
i=1

J(’")

nrd-1 (18)

Como aplicagao do Teorema 21, temos os resultados dados no corolério abaixo.

Corolario 22 Os termos dos niimeros de Jacobsthal generalizados usuais {J,(lr) tnso parar =2 e
r = 3 verificam, respectivamente, as identidades:

I =200 w0y (19)
I =207 4 gD 1D oy ® 1y O, (20)
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4 Aspecto combinatorio do sistema fundamental generalizado
de Jacobsthal

Apresentamos nesta secao expressoes combinatdrias para os nimeros de Jacobsthal generalizados
J,(l] ),2 < j < r. Os resultados evidenciados foram baseados nos trabalhos de [5], [6] [10], [l 1] e

[14].

Consideremos inicialmente {p(n, r) },>0 a sequéncia definida em [6] dada da seguinte forma:

ko+--+ko1)!
p(n.r) = Z (kOlerc ! +kr 1') by’ by by n 2, 21
Ko+ 2k +odrky_y=n—p ORI Er=L
onde p(r,r) =1ep(n,r) =0para0 <n <r—1.
Usando a Identidade estabelecida em [10]
ko+---+k,_1—1)! ko+---+k,—1—1)!
(ko+---+ko_1—=1) _k_(o+ +ko_1—1) 22)

kolki!- - kiogV(ki = Dkt ko—t! ) kolky! - kpey!

temos que p(n, r) satisfaz a seguinte equagao de diferenca linear p(n + 1,r) = bop(n,r) + b1p(n —

L,ry+---+b_1p(n—r+1,r) para cada n > r. Especialmente para o caso em que b; = 1,
i=0,---,r—2eb,_1 =2 obtemos que:
ko+ -+ kr—1)!
o(n+1,r) = (ko D 2kt >, (23)

kolky!- - ky_1!

ko+2ki+-4rk,_1=n—r+1
onde p(r,r) =1lep(n,r)=0para0 <n <r-1.

Dessa forma, formulamos o resultado dado pela proposi¢do a seguir.

Proposicao 23 (Expressdo combinatoria dos niimeros de Jacobsthal generalizados) Para os niimeros
de Jacobsthal generalizados {J,(,r)}nzo, temos a seguinte expressao combinatoria:

(ko+---+k,1)!
kolky!---ky—1!

I =p+1,r) = 2kt n 2, (24)

ko+2ky+-+rk,_j=n—r+1
onde p(r,r)=1ep(n,r) =0paraQ <n <r-1.

Exemplo 24 Tomando r = 4 e n = 6 na Expressao (24), temos a seguinte expressdo combinatoria:

(k()+k1 +k2+k3)!

7@
6 kolkilkalks!

ko+2k1+3k3+4k4=6—-4+1=3

onde Jé%)l = sz) =le Jéz) =0.
Temos que dada a equacdo ko + 2k + 3k3 + 4ks = 3, encontramos como solugdo inteira
nao-negativa ko =k = k3 =0,k =1eko=ky =1,k = k3 =0. Dessa forma obtemos que:

(ko+ki+ky+k3)! (O+O+O+l)!21 (I+1+0+0)!

0— —
ko'ki'kalks!  — 0!010!1! Y mowr 2 D AR

4) _
J 6 =
ko+2k1+3k3+dka=6-4+1=3

que é um resultado que pode ser verificado na Tabela 1.
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De forma geral, uma aplicagdo direta das Proposicoes 8 e 9 leva a formulacao combinatéria dos
elementos do sistema fundamental generalizado de Jacobsthal, que é dada pela proposi¢ao a seguir.

Proposicao 25 Seja o sistema fundamental generalizado de Jacobsthal I, = {{J,SS)}nzo, I<s<r}
A expressdo combinatoria de cada elemento {J,(,j )}nZO: 2<j<r-1,onde J,(lr) =p(n+1,r), para
cadan > j é:
j-1
J,S“:Zp(n—i+1,r)+2p(n—j+1,r), (25)
i=1

onde os p(n,r) sdo dadas como em (24).

Em geral, podemos obter a representacdo combinatéria para qualquer sequéncia do tipo (1),
combinando as Proposigoes 23 e 10.

Proposicao 26 Seja {w, },>0 uma sequéncia de Jacobsthal generalizada do tipo (1), com condigoes
iniciais ag, a1, - - ,@,—1. Entdo, a seguinte identidade é verificada:

1
wp = aoar-1p(n+1,r) + Z arpvip(n—i,r)+---+

=0 (26)

j-1
;1 Z ar_jyip(n—1i,r)+---+2pn+1,r).
i=0

Uma aplicagao direta do Teorema 21 e da Proposi¢ao 25, permite estabelecer uma identidade

combinatdria envolvendo J, ,52 s~ Mais precisamente, temos a identidade combinatoria fornecida pelo
seguinte teorema.

Teorema 27 Seja J, = { {J,(,s)},,zo, 1 < s < r} o sistema fundamental generalizado de Jacobsthal.
Entao, para cada s, m > 0, temos a seguinte identidade combinatoria:

r [d-1
pm+s+1,r)= Z Zp(m—i+ I,r)+2po(m—-d+1,r)|p(s+d,r). (27)
d=1 | i=1
Demonstracao:
De fato, temos que J\") = DI/ Sy [Jr(nrzl. + 2J,(nrzd] Jr(l:)d_l. Dado que J\” = p(n +1,7),
obtemos que J\") = p(m+s+1,7), J;SQ;’ =p(m—-i+1,r), Js(:)d_l =p(s+d-1+1,r)=p(s+d,r)

e 2J}§2d =2p(m —d + 1,r). Dessa forma, segue-se que:

d-1

Zp(m—i+1,r)+2p(m—d+l,r)
i=1

r

p(m+s+l,r):Z

d=1

o(s+d,r). (28)

Nos casos particulares de r = 2 e r = 3, a férmula do Teorema 27 mostra que a Identidade
Combinatdria (28) assume, respectivamente, as seguintes formas, dadas pelo corolario abaixo:
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Coroldrio 28 Sejal, = {{J,(ls)}nzo, 1 < s < r} o sistema fundamental generalizado de Jacobsthal.
Entao, parar = 2 er = 3, temos, respectivamente, para cadam > Qe s > 0 as seguintes identidades
combinatorias:

pm+s+1,2)=2p(m,2)p(s+1,2) + p(m+1,2)p(s +2,2), (29)

pm+s+1,3)=2p(s+1,3)p(m,3)+p(s+2,3)[p(m,3) +2p(m - 1,3)]+
p(s+3,3)p(m+1,3),

para cadam > 2 e s > 0, onde p(n, s) é dado pela Expressao (23).

(30)

5 Conclusao

Como vimos, o sistema fundamental generalizado de Jacobsthal estd associado a uma certa
equacao de diferenca linear, sendo uma base para o espaco vetorial real de solucoes desta equagao.
Este resultado € muito importante, pois significa dizer que qualquer sequéncia deste espago pode ser
obtida através da combinacao linear dos vetores da base. Apresentamos importantes propriedades
deste sistema, e com o uso da matriz casoratiana, muitas identidades foram derivadas. Acreditamos
que este trabalho € de grande relevancia e esperamos que o mesmo seja uma importante fonte
de pesquisa para quem queira procurar ter mais conhecimentos sobre este assunto € que possa
impulsionar outras pesquisas futuras.
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