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Area de um triangulo e suas alturas

Area of a triangle and its heights

Resumo

Com toda a certeza, o estudo das propriedades do tridngulo e
seus elementos, desempenha papel preponderante no estudo da
geometria plana, também conhecida como geometria sintética.
A partir deste estudo, por exemplo, o cdlculo da area de ou-
tras figuras, tais como paralelogramo e trapézio, dentre outros,
decorre de forma bastante natural, pois, em geral, podemos
decompor tal figura plana em tridngulos, somando as respec-
tivas dreas a fim de obter a 4rea da figura em questdao. Aqui,
neste trabalho, apresenta-se e discute-se uma relagcdo entre a
area de um tridngulo e a drea de seu correspondente tridngulo
cujos lados sao o inverso das alturas do tridngulo. Mostra-se
que o produto dessas duas areas € uma constante numérica, um
resultado bastante interessante e aparentemente novo. Casos
particulares sao discutidos.

Palavras-chave: areas. alturas. medianas. bissetrizes.

Abstract

Certainly, the study of the properties of the triangle and its
elements plays a preponderant role in the study of plane geo-
metry, also known as synthetic geometry. From this study, for
example, the calculation of the area of other figures, such as
parallelogram and trapezoid, among others, occurs quite natu-
rally, since, in general, we can decompose such a plane figure
into triangles, adding the respective areas in order to obtain the
area of the figure in question. Here, in this work, it is presented
and discussed a relationship between the area of a triangle and
the area of its corresponding triangle whose sides are the in-
verse of the heights of the triangle. It is shown that the product
of these two areas is a numerical constant, a very interesting
and apparently novel result. Particular cases are discussed.
Keywords: areas. heights. medians. bisectors.
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1 Introducao

Existem vérias expressoes que permitem efetuar o cdlculo da drea de um triangulo. Dependendo
do que temos como dados uma € mais conveniente que outra, isto €, a melhor maneira de calcular a
area é, primeiro, saber quais sdo os dados. Por exemplo, se conhecemos dois lados e o angulo formado
entre eles, com certeza, a trigonometria é o melhor caminho. Antes de continuar, ressaltamos que o
estudo do tridngulo e seus elementos conta com um nimero enorme de pesquisadores que produziram
os mais diferentes manuais e enciclopédias. Varios sao os sites que apresentam uma calculadora que
te permite determinar a drea de um triangulo das mais diversas maneiras. Ainda mais, com o evento
da inteligéncia artifical, varios outros modos de se estudar o triangulo tém aparecido (Kimberling,
[2022]; Pamula; Szik; Benn, 2024).

Admitamos que o leitor tenha conhecimento de outras maneiras para efetuar o calculo da drea do
tridngulo, além da classica: base vezes altura dividido por dois. Assim sendo, vamos propor uma
pergunta que pode acarretar, de forma natural, outras, a saber: existe uma expressao para calcular
a drea de um triangulo conhecidas as trés medianas? E se no lugar das trés medianas, trocarmos
por trés outras cevianas, por exemplo as trés alturas? Antes de discutir essas perguntas, como ja
mencionamos, € importante que conhecamos os dados, ou ainda, quais sao os elementos conhecidos
do triangulo que queremos calcular a sua drea. Entendemos por elementos do triangulo, os lados,
os angulos, as bissetrizes, as alturas, dentre outros (Putnoki, 1989).

A partir da conhecida férmula de Heron para calcular a drea de um tridngulo, conhecidos os
seus trés lados (Oliveira; Nery, [2024]), € possivel calcular a drea dado um outro elemento, desde
que conhecamos uma outra relagdao entre os dados e a respectiva area. No caso de conhecermos
as alturas, sabemos que a area pode ser escrita em termos da base e da altura, esta é, neste caso,
a relagcdo entre os elementos, sendo, assim possivel expressar a drea em termos das alturas, e que
podemos afirmar ser uma férmula tipo Heron em termos das alturas. Ainda mais, no caso de os
elementos serem as bissetrizes internas, podemos afirmar que, a menos de uma isometria, sempre
existe o tridngulo cujas bissetrizes internas sao conhecidas (Mironescu; Panaitopol, 1994).

O presente trabalho estd disposto do seguinte modo: na primeira se¢dao, apds apresentarmos
a notacao, vamos discutir diversas possibilidades para calcular a area do triangulo, focando numa
particular, envolvendo as medianas, que nem sempre € apresentada nos ensinos fundamental e médio.
Na segunda se¢do, nosso principal resultado e que acreditamos ser novo, procedendo de modo similar
ao caso das medianas, vamos mostrar que necessitamos de uma “manobra” a fim de que tenhamos
uma conveniente expressao desejivel, que calcule a drea do tridngulo conhecidas as trés alturas, ou
seja, a partir dela e dos dados consigamos calcular a area. Por fim, na terceira se¢do, apresentamos
alguns casos particulares a fim de sedimentar os resultados.

2 Area do tridngulo

Antes de apresentarmos, como uma breve revisao, algumas possibilidades de se calcular a area
do triangulo, vamos introduzir a notacao, relativa aos elementos, a ser utilizada no decorrer do texto.

2.1 Preliminares

A fim de atingir um publico mais amplo, acreditamos que se faz necessdrio tecer algumas
consideragoes preliminares, em particular, a notagao a ser usada, bem como apresentar conceitos
que serao uteis na sequéncia.
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Letras mindsculas denotam segmentos, em particular, lados do tridngulo; letras maidsculas
denotam pontos, em particular, vértices do tridngulo, e letras gregas, os angulos. No caso de
medianas e alturas, utilizamos um subindice para deixar claro que tal segmento é uma mediana ou
uma altura.

Vamos esbocar a Figura 1. Consideremos A, B e C os vértices do triangulo ABC. Denotemos
por a, b e ¢ os lados, respectivamente, opostos aos vértices, € @, 5 € y 0s respectivos angulos
internos.

Figura 1: Triangulo ABC, lados, vértices e angulos.

Passemos, agora, a definicdo de mediana, bem como do ponto de encontro das medianas,
denominado baricentro. E importante notar que o baricentro € sempre um ponto interno ao triangulo,
independente de o tridngulo ser acutangulo, retangulo ou obtusangulo.

Definicao 1 MEepiana. Chama-se mediana o segmento que une o vértice ao ponto médio do lado
oposto.

Definicao 2 BARICENTRO. O baricentro ou centro de gravidade do triangulo é o ponto de encontro
das medianas.

Devido a importancia dos conceitos de mediana e baricentro, em particular, no contexto deste
trabalho, vamos apresentar algumas propriedades, relativas a estes conceitos.

Proposicao 3 A mediana divide o triangulo em dois triangulos equivalentes, isto é, apresentam a
mesma areas.

Demonstragao Para uma demonstracao, ver Putnoki (1989).

Como uma consequéncia da Proposi¢do 3 temos o seguinte resultado: As medianas dividem o
triangulo em seis triangulos equivalentes (Putnoki, 1989).

Na Figura 2, consideramos o triangulo ABC, com destaque para as trés medianas, denotadas por
mg, mp € me, € o baricentro, denotado por G.

B A

Figura 2: Triangulo ABC, medianas e o baricentro.

NERY, C.; OLIVEIRA, E. C. de. Area de um tridngulo e suas alturas. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 24, €24005,
2024.
DOI: 10.21167/cqdv24e24005 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index



" of
=
=)

Proposicao 4 Num triangulo, a distancia do vértice até o baricentro é o dobro da distancia do
baricentro até o ponto médio do lado oposto.

Demonstragao Para uma demonstragao, ver (Oliveira; Nery, 2024).
A partir da Proposi¢ao 4 e utilizando a nomenclatura da Figura 2, podemos escrever as seguintes
relagoes

AG =2 -GA, BG=2-GP, CG=2-GC'.

Definicao 5 Artura. Chama-se altura o segmento que une o vértice a reta suporte do lado oposto,
formando com esta um angulo reto.

Definicao 6 OrTOCENTRO. O ortocentro de um triangulo é o ponto de encontro das retas suportes
das alturas.

E importante notar que o ortocentro ndo se encontra necessariamente na regiio interior ao
tridangulo. Num triangulo retangulo o ortocentro coincide com o vértice do angulo reto. Por outro
lado, para um tridngulo obtusangulo o ortocentro encontra-se na regido exterior ao triangulo. Em
resumo, somente no triangulo acutangulo o ortocentro € um ponto que se encontra na regiao interior
ao triangulo.

Na Figura 3, consideramos o tridngulo ABC, com destaque para as trés alturas, denotadas por
ha, hp € he, e o ortocentro, denotado por O.

A

M C
Figura 3: Tridngulo ABC, alturas e o ortocentro.

Em analogia ao baricentro, o ortocentro também goza de propriedades interessantes, porém
fogem ao escopo do presente trabalho, pois envolvem conceitos ndo abordados aqui. Para mais
detalhes, sugerimos (Oliveira; Nery, [2024]).

2.2 Calculo da area do triangulo

Como ja mencionamos, o cilculo da drea de um triangulo pode ser abordado de varias maneiras.
Dependendo dos elementos que sao conhecidos, a melhor abordagem emerge naturalmente. Além

da cléssica base vezes altura dividido por dois, citamos o calculo da area por meio da expressao
(Oliveira; Nery, [2024])

a-c
2
onde a e ¢ sdo dois lados e S € o angulo por eles formado.

A = sen 3,
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Uma vez conhecidos os trés lados, é imediato o célculo do semiperimetro, assim uma outra
expressao bastante utilizada € a férmula de Heron (Oliveira; Nery, [2024]),

A=+p(p-a)p-b)(p-o)
onde 2p = a + b + ¢, sendo p o semiperimetro.
Como também j4 mencionamos, uma expressao que fornece a drea do triangulo, conhecidas as
trés medianas, nem sempre € abordada nas disciplinas de geometria. Aqui, vamos esbogar o célculo
dessa area, apresentada como teorema, pois utiliza apenas conceitos até entao apresentados.

Teorema 7 Sejam ABC um triangulo e M, N e P os pontos médios dos lados, conforme Figura 4,
sendo G o baricentro. A

B M C

Figura 4: Triangulo, as trés medianas e o baricentro.

Se as medianas séo AM = m,, BN = mp, e PC = m,, entdo a drea do triangulo ABC é dada por

A= Nala —ma) (g —m)(q - mo)

onde q ¢é a semissoma das medianas q = %(ma +mp +me).

Demonstracdo A fim de mostrar esse resultado, come¢amos por lembrar da propriedade do baricentro,
Proposicao 4, associada a mediana m,,,

AG:2-GM:§AM:§ma.

Prolongamos a mediana AM de modo que tenhamos GM = MQ, conforme Figura 5, e unimos os
pontos Q com B de modo a formar o triangulo BM Q

Q

Figura 5: Prolongamento da mediana AM.
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Por construgdo, tragos auxiliares, temos que BC BO || PC bem como os tridngulos BMQ e CMG,
sio semelhantes pelo critério LAL, pois BM = CM, BMQ = CMG é comum, opostos pelo vértice,
eGM =M Q

A partir da propriedade do baricentro, cada um dos seis triangulos formados pelas medianas e
os lados do triangulo, tem a area dada como % da érea do triangulo ABC, logo segue que a area do
triangulo BGQ ¢ tal que

1
Apco =2 - Apem =2'6'ﬂABC,

o que implica em Appc = 3 - Apgo.
Note que, no tridngulo BGQ sao conhecidos os trés lados, a saber:

— 2 2
GO = ma, BG = 3Mb BQ = 3/Me

logo podemos encontrar a area por meio da férmula de Heron,

w03 m) -5 ) -3

onde, expressando p em termos das medianas e simplificando, temos

2 +2 +2 2 mg+mp+m. 2
=—--m —-mb - M == —— = —(,
P=3MaT3 3773 2 37
sendo g a semissoma das medianas. Substituindo o semiperimetro, expresso em termos da semissoma

da medianas e simplificando, obtemos

2 2 2 2
Apco = \/gq : g(q —myg) - §(q —myp) - 5((1 —me),

que, substituida na expressao que fornece a drea do triangulo ABC e simplificando permite escrever

Anc = 3N (g =ma) (g —mp) - (q - mo),

que € a expressao desejada. O
Ressaltamos que esta propriedade pode ser visualizada pela Figura 6, que se baseia exclusiva-
mente na semelhanca de tridngulos.

Figura 6: Triangulo ABC e as respectivas dreas.
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Assim, da Figura 6, podemos escrever para as dreas, relativa ao triangulo ABC e relativa ao
triangulo formado pelas medianas AMA’, logo

ﬂABC =248 € ﬂAMA' = 188,

respectivamente, de onde segue, imediatamente, a relacao

4

Aapc = 3 Aamar.

3 Area em termos das alturas

Nesta se¢ao, nosso principal resultado e que acreditamos ser pouco conhecido, vamos mostrar
que existe um modo interessante de se calcular a drea de um tridngulo a partir dos inversos das
alturas, e ndo diretamente das alturas, mesmo porque pode ndo existir o triangulo formado pelas
respectivas alturas, mas sempre existe o respectivo triangulo formado pelos inversos das alturas,
como vamos ver ainda neste trabalho.

Consideremos um triangulo ABC de area S, sendo a, b e c os lados e as alturas correspondentes
denotadas por h,, hj € h., conforme Figura 3.

Substituindo o semiperimetro p = %( a+b+c) naférmula de Heron, rearranjando e simplificando,
obtemos para o quadrado da area do triangulo, expressa exclusivamente em termos dos lados

SZ:%6(61+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(b+c—a). (1)

Como mencionado na Secdo 2.2, a 4drea de um tridngulo pode ser calculada por meio do se-
miproduto do lado pela correspondente altura o que permite escrever, para cada um dos lados, as
expressoes,

a-h, =28, b-hy=28, c-h.=28S.

Visto que as trés expressoes tém em comum o segundo membro, o dobro da area do tridngulo, vamos
rearranjar de modo a escrever as igualdades

=28S. 2)

A Eq.(2) nos permite afirmar que o tridngulo ABC, de lados a, b e ¢, € semelhante ao triangulo
A’B’C’, de lados h]_a’ hl_b e h%.’ inversos das alturas, cuja razao de semelhanca € o dobro da érea, 2S.
Note que estes dois triangulos, uma vez definido o primeiro, garante a definicao do segundo. Vamos
expressar o principal resultado do trabalho por meio do teorema a seguir.

Teorema 8 Se o triangulo ABC, de lados a, b e ¢ tem area S e o correspondente triangulo A’B’'C’,
de lados hL, % e hi tem area S’, entdo o produto destas duas areas é uma constante numérica.
a C

Demonstracao Sendo S’ a drea do triangulo A’B’C’, podemos afirmar

S
— = (25)*
5 = (25)
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de onde concluimos S - §" =
objetividade.

Vamos, a seguir, confirmar sua validade de modo mais operacional. Denotando por p’ o
semiperimetro do tridngulo A’B’C’ cujos lados sdo os inversos das alturas e expressando-o em
termos dos lados do tridngulo ABC, obtemos

Esta relacdo € muito pratica dada a sua simplicidade e a sua

A=

(1 1 1

1
Plzi(h—a+h—b+h—c):—(a+b+c).

Utilizando a férmula de Heron, agora para o tridngulo A’B’C’, podemos escrever para o quadrado
da drea

(S,)z_a+b+c a+b+c a\fa+b+c b)\[(a+b+c ¢
~ 48 48 28 4S8 28 4S8 28)°

que, simplificando e rearranjando fornece

(a+b+c)(b+c—a)(a-b+c)la+b-c)
16254 '

( Sl)2 —
Substituindo o resultado da Eq.(1) na expresao anterior, obtemos

1687 1
16254 1682°

(S/)Z -
Por fim, simplificando e reescrevendo de forma conveniente, temos

S-8= %,

0 que acarreta numa constante numérica. O
Por melhor que seja nosso conhecimento, acreditamos que este interessante resultado € relati-

vamente novo. Como ja mencionado, definido o tridngulo, o tridngulo formado pelo inverso das

alturas sempre existe e, ainda mais, tem a sua area igual a 1/4S, onde S € a drea do tridngulo ABC.
Como haviamos mencionado, existe uma relacdo tipo Heron para a drea de um triangulo em

termos das trés alturas, pois, a altura € dada pelo quociente do dobro da drea dividido pelo respectivo

lado e que nos leva a expressao

1 1+1+1 1+1+1 1 1+1 1+1 1
A N\h, hp he ha hy hel\h, hy h.)\hy, hp h.

sendo h; = ZT?I comi = a,b,c, e {; orespectivo lado.

Comparaﬁdo as duas expressoes, acreditamos ser nossa expressao, dada pelo Teorema 8 de mais
facil manipulacdo o que acarreta simplicidade.

A partir de nosso resultado, em resumo, podemos afirmar: dadas as alturas de um tridngulo
ABC, os inversos dessas alturas sao lados de um triangulo cuja area, S’, sabemos calcular. Uma vez
determinada essa drea, obtemos a area do triangulo, S, por meio de uma simples divisao.
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4 Casos particulares

Vamos considerar dois exemplos especificos a fim de solidificar o resultado demonstrado. Para
tal, separamos, para efeito de contas, o classico triangulo retangulo de catetos 3 e 4 e hipotenusa 5
e um segundo caso, um tridngulo obtusangulo sendo dados dois lados, 6 e 10, e o angulo por eles
formado, 120°. E claro que, tanto no primeiro quanto no segundo casos, existem expressdes que
fornecem a drea diretamente, isto €, no primeiro caso, a féormula de Heron enquanto, no segundo
caso a férmula advinda da trigonometria. Por outro lado, se déssemos as respectivas alturas, bastava
substituir diretamente na expressao e determinar a drea. O objetivo ndo € esse, vamos especifica-lo
a fim de comprovar a expressao que demonstramos.

4.1 Triangulo retangulo

Como € sabido, no caso do tridngulo retangulo de catetos 3 e 4, sao também a alturas, e hipotenusa
5 tem a correspondente altura 12/5. E imediato comprovar que a drea é

3.4 5-15—2
S=—= = 6.
2 2

> %, % € %, O que acarreta para o

Co1(1 1 5\ 1
p==lz+-+—=|=x.
237247 12) "2

Novamente, utilizando a férmula de Heron, temos

G

de onde segue S’ = ﬁ. Visto que as duas dreas sao conhecidas, temos para o produto

Vamos calcular a drea a partir dos inversos das alturas
semiperimetro

1

.5 =6
55 24

’

Bl—

conforme garantido pelo Teorema 8.
Note que, neste caso, tanto o triangulo de lados com os inversos das alturas, quanto com as
proprias alturas, estdo bem definidos.

4.2 Triangulo obtusangulo

Consideremos um triangulo obtusangulo de lados 6 e 10, cujo angulo por eles formado € 120°.
Utilizando o teorema dos cossenos é imediato determinar o maior lado, 14. Visto ndo serem as
alturas determinadas de modo imediato, lancamos mao de uma simples Figura 7.
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Figura 7: Triangulo obtusangulo.

Note que os dois tridngulos retangulos sao semelhantes, pois t€ém angulos iguais, critério AA, de

onde segue

hy h

gl = % = sen 60°,
o que nos leva aos valores /11 = 3V3 e iy = 5V3. Ainda mais, da relagdo trigonométrica para a drea
temos

14-h3 6-10
S = =
2 2

de onde obtemos para a altura h3 = %\6

Por meio dos respectivos inversos da alturas e simplificando, temos para o semiperimetro

sen 120° = 15\/5,

11 1 7 1
p == + + = .
2 (3\/3 5v3 15x/§) 243

Utilizando a féormula de Heron, podemos escrever para o quadrado da 4rea

V3

S:@.

Visto que as duas dreas sdao conhecidas, temos para o produto

, V31
S-S_IS\@-@—Z,

conforme garantido pelo Teorema 8. O
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5 Conclusoes

Neste trabalho discorremos sobre varias maneiras de calcular a area de um triangulo, focando da
mais conhecida, base vezes altura dividido por dois, até a expressao que fornece a area, conhecidas
as trés medianas.

Com o intuito de escrever uma expressao para a area, conhecidas as trés alturas, fomos levados a
introduzir uma “manobra”, levando em conta o inverso das alturas o que acarretou numa interessante
€ nova expressao, ou seja, o produto das duas areas, do triangulo dado e do triangulo obtido pelo
inverso das alturas, que sempre estd definido, € uma constante numérica.

Por fim, é importante ressaltar que nem sempre existe um triangulo A” B”C”, tendo por lados as
alturas de um triangulo ABC, conforme mostra o contra-exemplo: um triangulo de lados 5, 12 e 13,

com as correspondentes alturas dadas por 5, 12 e %, nao estd definido, pois, 12 > 5 + %.
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