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Uma nota acerca da matriz repunidade
A note about the repunit matrix

Resumo
O estudo investiga a sequencia repunidade, caracterizados por
uma recorrência linear de segunda ordem. Empregando a teo-
ria de Horadam a sequência e a álgebra matricial, elucidamos
a sequência, destacando o papel central da matriz geradora na
análise de sequência. Os resultados revelam uma profunda
inter-relação entre as propriedades da sequência e da matriz.
A investigação culmina em um exame meticuloso das proprie-
dades aritméticas e numa interpretação da matriz repunidade.
Metodologicamente, integra análises teóricas e matriciais, en-
raizadas em recorrências e álgebra linear, oferecendo uma visão
acadêmica abrangente sobre as complexidades das sequências.
Palavras-chave: Sequência repunidade. Sequência de Hora-
dam. Matriz repunidade. Matriz repunidade inversa.

Abstract
The study investigates repunit sequence, characterized by a
second-order linear recurrence. Employing Horadam’s se-
quence theory and matrix algebra, we elucidate the sequence,
highlighting the central role of the generating matrix in se-
quence analysis. The results reveal a profound interrelationship
between sequence and matrix properties. The investigation
culminates in a meticulous examination of the arithmetic pro-
perties and the interpretation of the repunit matrix. Methodo-
logically, it integrates theoretical and matrix analyses, rooted
in recurrences and linear algebra, offering a comprehensive
academic overview of the complexities of the sequence.
Keywords: Repunit sequence. Horadam sequence. Repunit
matrix. Inverse repunit matrix.
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1 Introdução
Os números repunidades {𝑟𝑛}𝑛≥0 são os termos da sequência {0, 1, 11, 111, 1111, 1111, . . .}, a

sequência 𝐴002275 em OEIS (Sloane, 2024). Tem-se que, para todo 𝑛 ≥ 1, 𝑟𝑛 = 10𝑟𝑛−1 + 1 com
𝑟0 = 0. Veja ainda que, para 𝑛 ≥ 1, os termos desta sequência são escritos no sistema decimal
como uma concatenação, ou repetição, da unidade. Na literatura há diversos trabalhos acerca desta
clássica sequência, entre as quais podemos destacar Beiler (1964), Jaroma (2007), Yates (1982) e
referências.

Conforme Santos e Costa (2023), a sequência {𝑟𝑛}𝑛≥0 também satisfaz a seguinte fórmula
recursiva, para todo 𝑛 ≥ 1,

𝑟𝑛+1 = 11𝑟𝑛 − 10𝑟𝑛−1, com 𝑟0 = 0 , (1)

uma recorrência linear de 2𝑎 ordem.
Para 𝑛 natural, considere {𝐻𝑛} a sequência de Horadam definida pela relação de recorrência de

segunda ordem, em que 𝑝 e 𝑞 são números inteiros fixados, tais que

𝐻𝑛+1 = 𝑝𝐻𝑛 + 𝑞𝐻𝑛−1, 𝑛 ≥ 1 .

Então, se fizermos 𝑝 = 11; 𝑞 = −10; 𝑎 = 0; e 𝑏 = 1; então a sequência de Horadam é especificada
na sequência repunidade. Resultados mais gerais podem ser encontrados em Cerda (2012). Outros
pesquisadores também usaram o método de representação matricial no estudo de sequências de
recorrência de números naturais, veja por exemplo, (Catarino, Campos, Vasco; 2016); entre outros.

Por fim, considere a matriz de ordem 2, da forma H =

[
𝑝 𝑞

𝑏 𝑎

]
, associada a sequência {𝐻𝑛} com

detH = 𝑝𝑎 − 𝑞𝑏, a matriz geradora da sequência. Em Santos e Costa (2024b), fazendo 𝐻𝑛 = 𝑟𝑛,
𝑝 = 11, 𝑞 = −10 e H = 𝑅, apresentam uma matriz geradora para a sequência repunidade, a matriz

repunidade 𝑅 =

[
11 −10
1 0

]
. Assim para todo 𝑛 ≥ 1, a matriz repunidade 𝑅 descreve cada elemento

da sequência 𝑟𝑛 em termos das potências da matriz 𝑅 na posição 𝑎11, e mais det 𝑅 = 10.
O trabalho está estruturado da seguinte forma: na seção 2, prosseguimos no estudo de estender

a sequência numérica repunidade à matriz repunidade, determinamos a matriz repunidade inversa e
a fórmula de Binet para as duas recorrências dadas; na seção 3 estudamos propriedades aritméticas
da sequência numérica e a sequência matricial repunidade; na seção 4 apresentamos as identidades
clássicas para a sequência matricial repunidade; por fim, na seção 5 apresentamos a matriz repunidade
como uma transformação linear no espaço vetorial R2 como motivação de uma aplicação em álgebra
linear.

Para que o texto fique o mais autocontido possı́vel, apresentamos a demonstração de resultados
relevantes no desenvolvimento deste, mesmo com a indicação de referência.

2 As matrizes repunidade, repunidade inversa e a fórmula de
Binet

Dada a matriz repunidade 𝑅 =

[
11 −10
1 0

]
=

[
𝑟2 −10𝑟1
𝑟1 −10𝑟0

]
, observe que ao fazermos 𝑅2 temos:[

11 −10
1 0

]2
=

[
11 −10
1 0

]
×
[
11 −10
1 0

]
=

[
111 −110
11 −10

]
.
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de Matemática, Bauru, v. 24, e24010, 2024.
DOI: 10.21167/cqdv24e24010 Disponı́vel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index

2



Notamos que na posição 𝑎11 da matriz 𝑅2 é o 𝑟3, o termo sucessor de 𝑟2. De maneira geral, a
potência 𝑛 da matriz 𝑅, na célula 𝑎11 determina o termo sucessor de 𝑟𝑛.

Proposição 1 (Santos e Costa, 2024b). Dada a matriz 𝑅 =

[
𝑟2 −10𝑟1
𝑟1 −10𝑟0

]
. Para todo natural 𝑛 ≥ 1,

tem-se
𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛
𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1

]
.

Demonstração. Aplicaremos a indução sobre 𝑛. Para 𝑛 = 1 temos que[
11 −10
1 0

]
=

[
𝑟2 −10𝑟1
𝑟1 −10𝑟0

]
,

o que atesta a validade da sentença para 𝑛 = 1.

Suponha que para algum 𝑛 ≥ 1 a sentença 𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛
𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1

]
seja válida. Vamos mostrar a

validade para todo 𝑛 + 1. Vejamos:

𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛 × 𝑅

=

[
11 −10
1 0

]𝑛
×
[
11 −10
1 0

]
=

[
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛
𝑟𝑛 𝑟𝑛−1

]
×
[
11 −10
1 0

]
=

[
11𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛 −10𝑟𝑛+1

𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛

]
=

[
𝑟𝑛+2 −10𝑟𝑛+1
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛

]
.

.

Isto garante a validade da sentença para todo 𝑛 + 1. □

Exemplo 2. Dada a matriz 𝑅 =

[
11 −10
1 0

]
, um cálculo direto, mostra que det 𝑅 =

����11 −10
1 0

���� = 10

, ou seja, det 𝑅 = 10. Agora, fazendo uso da propriedade det(𝐴 · 𝐵) = det 𝐴 · det 𝐵, obtemos que

det 𝑅𝑛 = (det 𝑅)𝑛 = 10𝑛 ,

ou seja, para todo natural 𝑛 ≥ 1, tem-se det 𝑅𝑛 = 10𝑛.

Nota 3. Como observado em Santos e Costa (2024b), a permutação das linhas ou colunas na
matriz repunidade 𝑅, produz novas matrizes com propriedades análogas a 𝑅. Por exemplo, dado

�̃� =

[
0 1

−10 11

]
, então �̃�𝑛 =

[
−10𝑟𝑛−1 𝑟𝑛
−10𝑟𝑛 𝑟𝑛+1

]
. Veja ainda que det �̃�𝑛 também é 10𝑛, para todo

natural 𝑛 ≥ 1.

Lembremos que uma matriz quadrada 𝐴 é dita invertı́vel (ou não singular) quando existe outra
matriz denotada por 𝐴−1, tal que 𝐴−1 · 𝐴 = 𝐴 · 𝐴−1 = 𝐼, sendo 𝐼 a matriz identidade de ordem 𝑛. E

dada uma matriz 𝐴 de ordem 2, isto é, 𝐴 =

[
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]
, sabemos que a matriz inversa 𝐴−1 é dada por

𝐴−1 = 1
det 𝐴

[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

]
, desde que det 𝐴 ≠ 0.
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Exemplo 4. Especificamente para a 𝑅 =

[
𝑟2 −10𝑟1
𝑟1 −10𝑟0

]
, e tendo que det 𝑅 = 10, Exemplo 4. Assim a

matriz inversa de 𝑅, isto é, a matriz 𝑅−1 = 1
10

[
−10𝑟0 𝑟1
10𝑟1 𝑟2

]
=

[
0 1

− 1
10

11
10

]
. Elevando essa matriz ao

quadrado temos 𝑅−2 =


− 1

10
11
10

− 11
100

111
100

 = 1
102

[
−10 110
−11 111

]
= 1

102

[
−10𝑟1 110
−11 111

]
.

Chamamos a matriz 𝑅−1 de matriz repunidade inversa .
Agora, fazendo uso da Proposição 1, como no Exemplo 4, obtemos o resultado seguinte:

Proposição 5. Dada a matriz 𝑅 =

[
𝑟2 −10𝑟1
𝑟1 −10𝑟0

]
. Para todo natural 𝑛 ≥ 1, tem-se

𝑅−𝑛 =
1

10𝑛

[
−10𝑟𝑛−1 −𝑟𝑛

10𝑟𝑛 𝑟𝑛+1

]
.

Em Costa, Santos, Monteiro e Souza (2024) os autores apresentaram uma extensão da sequência
repunidade com ı́ndice negativo. Aqui 𝑅−𝑛 é a inversa da matriz 𝑅𝑛 para todo número natural 𝑛.

Dada a relação de recorrência (1) dos números repunidades, verificaremos que esta relação
de recorrência “coincide” com a relação de recorrência da sequência de matrizes para {𝑅𝑛}𝑛>0.
Vejamos:

11 · 𝑅𝑛 − 10 · 𝑅𝑛−1 =

[
11 0
0 11

] [
𝑟𝑛+1 −𝑟𝑛10
𝑟𝑛 −𝑟𝑛−110

]
−
[
10 0
0 10

] [
𝑟𝑛 −𝑟𝑛−110
𝑟𝑛−1 −𝑟𝑛−210

]
=

[
11𝑟𝑛+1 −110𝑟𝑛
11𝑟𝑛 −110𝑟𝑛−1

]
+
[
−10𝑟𝑛 100𝑟𝑛−1
−10𝑟𝑛−1 100𝑟𝑛−2

]
=

[
11𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛 −110𝑟𝑛 + 100𝑟𝑛−1
11𝑟𝑛 − 10𝑟𝑛−1 −110𝑟𝑛−1 − 100𝑟𝑛−2

]
=

[
𝑟𝑛+2 −10(11𝑟𝑛 + −10𝑟𝑛−1)
𝑟𝑛+1 −10(𝑟𝑛−1 − 10𝑟𝑛−2)

]
=

[
𝑟𝑛+2 −10𝑟𝑛+1
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛

]
= 𝑅𝑛+1 .

Na discussão anterior, temos o próximo resultado.

Proposição 6. Para todo natural 𝑛 ≥ 1, a matriz repunidade 𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛
𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1

]
satisfaz a

relação de recorrência
𝑅𝑛+1 = (11𝐼2) · 𝑅𝑛 − (10𝐼2) · 𝑅𝑛−1 . (2)

A seguir mostramos uma relação recursiva para as potências da matriz repunidade inversa, a
saber temos:

Proposição 7. Para todo natural 𝑛 ≥ 1, a matriz repunidade 𝑅−𝑛 = 1
10𝑛

[
−10𝑟𝑛−1 −𝑟𝑛

10𝑟𝑛 𝑟𝑛+1

]
satisfaz a

relação de recorrência

𝑅−(𝑛+1) =

(
11
10

)
· 𝑅−𝑛 −

(
1

10

)
· 𝑅−(𝑛+1) . (3)
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Demonstração. Segue da Proposição 5 que(
11
10

)
· 𝑅−𝑛 −

(
1
10

)
· 𝑅−(𝑛+1)

=
1

10𝑛

[ 11
10 0
0 11

10

] [
−10𝑟𝑛−1 −𝑟𝑛

10𝑟𝑛 𝑟𝑛+1

]
− 1

10𝑛−1

[ 1
10 0
0 1

10

] [
−10𝑟𝑛−2 −𝑟𝑛−1
10𝑟𝑛−1 𝑟𝑛

]
=

1
10𝑛+1

[
11 0
0 11

] [
−10𝑟𝑛−1 −𝑟𝑛

10𝑟𝑛 𝑟𝑛+1

]
− 1

10𝑛+1

[
10 0
0 10

] [
−10𝑟𝑛−2 −𝑟𝑛−1
10𝑟𝑛−1 𝑟𝑛

]
=

1
10𝑛+1

[
−110𝑟𝑛−1 −11𝑟𝑛

110𝑟𝑛 11𝑟𝑛+1

]
− 1

10𝑛+1

[
−100𝑟𝑛−2 −10𝑟𝑛−1
100𝑟𝑛−1 −10𝑟𝑛

]
=

1
10𝑛+1

[
−110𝑟𝑛−1 + 100𝑟𝑛−2 −11𝑟𝑛 + 10𝑟𝑛−1
−110𝑟𝑛 + 100𝑟𝑛−1 11𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛

]
=

1
10𝑛+1

[
−10(11𝑟𝑛−1 − 10𝑟𝑛−2) −(11𝑟𝑛 − 10𝑟𝑛−1)

10(11𝑟𝑛 + 10𝑟𝑛−1) 𝑟𝑛+2

]
=

1
10𝑛+1

[
−10𝑟𝑛 −𝑟𝑛+1
10𝑟𝑛+1 𝑟𝑛+2

]
= 𝑅−(𝑛+1)

□

Segundo Morgado e Carvalho (2012) ou Rosen (2007), se a equação caracterı́stica de recorrência
for 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 tiver raı́zes distintas 𝑥1 e 𝑥2, então as sequências 𝑎𝑛 = 𝑐1(𝑥1)𝑛 + 𝑐2(𝑥2)𝑛, com
𝑛 ∈ N, e 𝑐1, 𝑐2 ∈ R, são soluções de

𝑥𝑛+2 + 𝑝𝑥𝑛+1 + 𝑞𝑥𝑛 = 0, para 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 1 .

Veja que a relação de recorrência (2) da sequência matriz repunidade tem como equação caracterı́stica
𝑟2 − 11𝑟 + 10 = 0 e suas raı́zes reais são 𝑟1 = 10 e 𝑟2 = 1. Temos que uma solução geral para a
Equação (2) é da forma 𝑅𝑛 = 𝐴(10)𝑛 + 𝐵(1)𝑛, em que 𝐴 e 𝐵 são matrizes de ordem 2 à determinar.

Vamos determinar as matrizes 𝐴 =

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

]
e 𝐵 =

[
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

]
, considerando que 𝑅0 = 𝐼2 e

𝑅1 = 𝑅, e obtemos o sistema, {
𝐼2 = 𝐴 + 𝐵

𝑅 = 10𝐴 + 𝐵 .

Resolvendo o sistema encontramos 𝐴 =

[ 10
9 −10

9
1
9 −1

9

]
e 𝐵 =

[
−1

9
10
9

−1
9

10
9

]
. Assim solução geral da

Equação (2) é

𝑅𝑛 = 𝐴(10)𝑛 + 𝐵(1)𝑛

=

[ 10
9 −10

9
1
9 −1

9

] [
10𝑛 0
0 10𝑛

]
+
[
−1

9
10
9

−1
9

10
9

] [
1𝑛 0
0 1𝑛

]
=

[ 10𝑛+1

9 − 1
9 −10𝑛+1

9 + 10
9

10𝑛
9 − 1

9 −10𝑛
9 + 10

9

]
.

Então acabamos de determinar
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Proposição 8 (Fórmula de Binet). Para todo 𝑛 ≥ 1, temos

𝑅𝑛 =


10𝑛+1−1

9 −10
(

10𝑛−1
9

)
10𝑛−1

9 −10
(

10𝑛−1−1
9

) . (4)

A Equação (4) apresenta a clássica fórmula de Binet para a sequência matriz repunidade {𝑅𝑛}𝑛>0.
Sendo assim, de maneira similar o nosso próximo resultado apresenta essa representação clássica
para {𝑅𝑛}𝑛<0, uma extensão da sequência matriz repunidade com ı́ndice negativo.

Proposição 9 (Fórmula de Binet). Para todo 𝑛 ≥ 1, temos

𝑅−𝑛 =


−10

(
10𝑛−1−1
9·10𝑛−1

)
−10𝑛−1

9·10𝑛

−10
(

10𝑛−1
9·10𝑛

)
−10𝑛+1−1

9·10𝑛+1

 . (5)

Demonstração. Uma vez que a recorrência (3), que descreve a sequência matriz repunidade com
ı́ndices negativos, possui a equação caracterı́stica 𝑟2 − 11

10𝑟 +
1

10 , cujas raı́zes reais são 𝑟1 = 1
10 e

𝑟2 = 1, assim uma solução para a Equação (3) segue a forma 𝑅−𝑛 = 𝐴

(
1
10

)𝑛
+ 𝐵(1)𝑛, em que A e B

são matrizes de ordem 2 à serem determinadas.
De fato, para determinar as matrizes 𝐴 =

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

]
e 𝐵 =

[
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

]
, podemos utilizar a

solução do sistema obtido ao tomar 𝑅−1 e 𝑅−2 conforme o Exemplo 3, isto é:
𝑅−1 =

1
10

𝐴 + 𝐵

𝑅−2 =
1

100
𝐴 + 𝐵 .

Resolvendo o sistema encontramos 𝐴 =

[ 10
9

1
9

−10
9 −1

9

]
e 𝐵 =

[
−1

9 −1
9

10
9

10
9

]
. Portanto, a solução geral da

Equação (3) é expressa por

𝑅−𝑛 =𝐴

(
1

10

)𝑛
+ 𝐵(1)𝑛

=

[ 10
9

1
9

−10
9 −1

9

] [ 1
10𝑛 0
0 1

10𝑛

]
+
[
−1

9 −1
9

10
9

10
9

] [
1 0
0 1

]
=

[ 10
9·10𝑛 −

1
9

1
9·10𝑛 −

1
9

10
9·10𝑛 −

10
9 − 1

9·10𝑛 +
10
9

] .

Disto obtemos o resultado desejado. □

3 Algumas propriedades e identidades
O seguinte resultado auxiliar pode ser encontrado em Santos e Costa (2024b).

Lema 10. Para quaisquer 𝑚, 𝑛 naturais, temos 𝑟𝑚𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑚−1𝑟𝑛 = 𝑟𝑚+𝑛.
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Em geral dadas duas matrizes 𝐴 e 𝐵, nem sempre 𝐴 · 𝐵 = 𝐵 · 𝐴. No entanto veremos que tal fato
ocorre com as matrizes repunidades.

Proposição 11. Para quaisquer 𝑚, 𝑛 naturais, temos que 𝑅𝑚 · 𝑅𝑛 = 𝑅𝑛 · 𝑅𝑚.

Demonstração. Pela Proposição 1, temos que

𝑅𝑚 · 𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑚+1 −10𝑟𝑚
𝑟𝑚 −10𝑟𝑚−1

] [
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛
𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1

]
=

[
𝑟𝑚+1 · 𝑟𝑛+1 + (−10𝑟𝑚) · 𝑟𝑛 𝑟𝑚+1 · (−10𝑟𝑛) + (−10𝑟𝑚) · (−10𝑟𝑛−1)
𝑟𝑚 · 𝑟𝑛+1 + (−10𝑟𝑚−1) · 𝑟𝑛 𝑟𝑚 · (−10𝑟𝑛) + (−10𝑟𝑚−1) · (−10𝑟𝑛−1)

]
=

[
𝑟𝑚+1 · 𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑚 · 𝑟𝑛 −10(𝑟𝑚+1 · 𝑟𝑛 − 10𝑟𝑚 · 𝑟𝑛−1
𝑟𝑚 · 𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑚−1 · 𝑟𝑛 −10(𝑟𝑚 · 𝑟𝑛 − 10𝑟𝑚−1 · 𝑟𝑛−1)

]
.

Agora, fazendo uso do Lema 10

𝑅𝑚 · 𝑅𝑛 =

[
𝑟 (𝑚+1)+𝑛 −10𝑟 (𝑚+1)+(𝑛−1)
𝑟𝑚+𝑛 −10𝑟𝑚+(𝑛−1)

]
. (6)

Usando a associatividade e comutatividade nos inteiros, na Equação (6), obtemos que:

𝑅𝑚 · 𝑅𝑛 =

[
𝑟 (𝑛+1)+𝑚 −10𝑟 (𝑛+1)+(𝑚−1)
𝑟𝑛+𝑚 −10𝑟𝑛+(𝑚−1)

]
= 𝑅𝑛 · 𝑅𝑚 .

□

Proposição 12. Para quaisquer 𝑚, 𝑛 naturais, temos que 𝑅𝑚 · 𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑚+𝑛+1 −10𝑟𝑚+𝑛
𝑟𝑚+𝑛 −10𝑟𝑚+𝑛−1

]
.

Demonstração. Segue diretamente da Equação 6. □

Corolário 13. Para qualquer 𝑚 natural, temos que 𝑅𝑚 · 𝑅𝑚+1 =

[
𝑟2𝑚+2 −10𝑟2𝑚+1
𝑟2𝑚+1 −10𝑟2𝑚

]
.

Demonstração. Basta fazer 𝑛 = 𝑚 + 1. □

De igual maneira para o ı́ndice negativo.

Proposição 14. Para quaisquer 𝑚, 𝑛 naturais, temos que 𝑅−𝑚 · 𝑅−𝑛 = 𝑅−𝑛 · 𝑅−𝑚.

Demonstração. Combinando as Proposições 5 e 11 obtemos que

𝑅−𝑚 · 𝑅−𝑛 =
1

10𝑚

[
−10.𝑟𝑚−1 10.𝑟𝑚

−𝑟𝑚 𝑟𝑚+1

]
· 1

10𝑛

[
−10.𝑟𝑛−1 10.𝑟𝑛

−𝑟𝑛 𝑟𝑛+1

]
=

1
10𝑚+𝑛

[
−10𝑟𝑚−1 · (−10𝑟𝑛−1) + 10𝑟𝑚 · (−𝑟𝑛) −10𝑟𝑚−1 · 10𝑟𝑛 + 10𝑟𝑚 · 𝑟𝑛+1

−𝑟𝑚 · (−10𝑟𝑛−1) + 𝑟𝑚+1 · (−𝑟𝑛) −𝑟𝑚 · 10𝑟𝑛 + 𝑟𝑚+1 · 𝑟𝑛+1

]
=

1
10𝑛+𝑚

[
−10𝑟𝑛−1 · (−10𝑟𝑚−1) + 10𝑟𝑛 · (−𝑟𝑚) −10𝑟𝑛−1 · 10𝑟𝑚 + 10𝑟𝑛 · 𝑟𝑚+1

−𝑟𝑛 · (−10𝑟𝑚−1) + 𝑟𝑛+1 · (−𝑟𝑚) −𝑟𝑛 · 10𝑟𝑚 + 𝑟𝑛+1𝑟𝑚+1

]
=

1
10𝑛

[
−10.𝑟𝑛−1 10.𝑟𝑛

−𝑟𝑛 𝑟𝑛+1

]
· 1

10𝑚

[
−10.𝑟𝑚−1 10.𝑟𝑚

−𝑟𝑚 𝑟𝑚+1

]
= 𝑅−𝑛 · 𝑅−𝑚 .

□
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Em geral obtemos os resultados para ı́ndice negativo, basta combinar as Proposições 5, 11 e 14,
e para não ficar muito enfadonho, estes serão omitidos aqui.

Obtemos os dois próximos resultados acerca da sequência numérica repunidade aplicando
indução em 𝑛, que nos será um resultado auxiliar, no entanto apresentaremos apenas a demonstração
do primeiro.
Lema 15. Para todo 𝑛 ≥ 1 tem-se que 𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛−1 = 10𝑛 + 1.
Demonstração. Como 11 − 0 = 10 + 1, a afirmação é válida para 𝑛 = 1.

Suponhamos que para algum 𝑛 > 1, a sentença 𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛−1 = 10𝑛 + 1 é válida. Devemos
mostrar a validade para 𝑛 + 1. Com

𝑟𝑛+2
(1)
= 11𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛
= 𝑟𝑛+1 + 10𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛
(1)
= (11𝑟𝑛 − 10𝑟𝑛−1) + 10𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛
= 10𝑟𝑛 + 𝑟𝑛 − 10𝑟𝑛−1 + 10𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛
= 10𝑟𝑛 + (𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛−1) + (9𝑟𝑛+1 − 9𝑟𝑛) ,

equivalentemente
𝑟𝑛+2 − 10𝑟𝑛 = (𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛−1) + 9(𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛) . (7)

Agora, no lado direito da Equação (7) usamos a hipótese de indução na primeira parcela e o Lema 25
na segunda parcela. Assim

𝑟𝑛+2 − 10𝑟𝑛 = (10𝑛 + 1) + 9 · 10𝑛

= 10𝑛+1 + 1 .

Isso garante a validade da sentença para todo 𝑛 + 1. □

Lema 16. Para todo 𝑛 ≥ 1 tem-se que 𝑟2
𝑛+1 − 10𝑟2

𝑛 = 𝑟𝑛+2.
Para a sequência matricial repunidade vale que:

Proposição 17. Sejam𝑚, 𝑛 naturais, então 𝑅𝑚𝑅𝑛+1−10𝑅𝑚−1𝑅𝑛 =

[
10𝑚+𝑛+1 + 1 −10(10𝑚+𝑛 + 1)
10𝑚+𝑛 + 1 −10(10𝑚+𝑛−1 + 1)

]
.

Demonstração. Pela Proposição 12, temos que

𝑅𝑚𝑅𝑛+1 − 10𝑅𝑚−1𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑚+𝑛+2 −10𝑟𝑚+𝑛+1
𝑟𝑚+𝑛+1 −10𝑟𝑚+𝑛

]
− 10

[
𝑟𝑚+𝑛 −10𝑟𝑚+𝑛−1
𝑟𝑚+𝑛−1 −10𝑟𝑚+𝑛−2

]
=

[
𝑟𝑚+𝑛+2 − 10𝑟𝑚+𝑛 −10(𝑟𝑚+𝑛+1 − 10𝑟𝑚+𝑛−1)
𝑟𝑚+𝑛+1 − 10𝑟𝑚+𝑛−1 −10(𝑟𝑚+𝑛 − 10𝑟𝑚+𝑛−2)

]
Agora fazendo uso do Lema 15, obtemos o resultado. □

Proposição 18. Para todo 𝑛 ≥ 1 tem-se que (𝑅𝑛+1)2 − 10(𝑅𝑛)2 =

[
102𝑛+2 + 1 −10(102𝑛+1 + 1)
102𝑛+1 + 1 −10(102𝑛 + 1)

]
.

Demonstração. Usando a Proposição 12, obtemos que:

(𝑅𝑛+1)2 − 10(𝑅𝑛)2 =

[
𝑟2𝑛+3 −10𝑟2𝑛+2
𝑟2𝑛+2 −10𝑟2𝑛+1

]
− 10

[
𝑟2𝑛+1 −10𝑟2𝑛
𝑟2𝑛 −10𝑟2𝑛−1

]
=

[
𝑟2𝑛+3 − 10𝑟2𝑛+1 −10(𝑟2𝑛+2 − 10𝑟2𝑛)
𝑟2𝑛+2 − 10𝑟2𝑛 −10(𝑟2𝑛+1 − 𝑟2𝑛−1)

]
.

Agora fazendo uso novamente do Lema 15, obtemos o resultado. □
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4 As clássicas identidades
Nesta seção, apresentamos algumas identidades clássicas para a sequência matricial repunidade,

especificamente as identidades de D’Ocagne, Catalan, Cassini e Tagiuri-Vajda. Como consequência
das Proposições 11 e 12, veremos que todas essas identidades resultam na matriz nula de ordem 2.
De forma surpreendente, não existe similaridade entre estas (versão matricial) e as identidades da
sequência repunidade numérica usual, apresentada em Santos e Costa (2023), ou em Santos e Costa
(2024a).

Exemplo 19. Verificaremos que 𝑅8 · 𝑅7 = 𝑅7 · 𝑅9. No primeiro lado da igualdade, temos:

𝑅8 · 𝑅7

=

[
111111111 −111111110
11111111 −11111110

]
·
[
11111111 −11111110
1111111 −1111110

]
=

[
111111111 · (11111111) − 111111110 · (1111111) 111111111 · (−11111110) − 11111110 · (−1111110)

11111111 · (11111111) − 11111110 · (1111111) 11111111 · (−11111110) − 11111110 · (−1111110)

]
=

[
1111111111111111 −1111111111111110
111111111111111 111111111111110

]
Agora façamos

𝑅9 · 𝑅6

=

[
1111111111 −1111111110
111111111 −111111110

]
·
[
1111111 −1111110
111111 −111110

]
=

[
1111111111 · (1111111) − 1111111110 · (111111) 1111111111 · (−1111110) − 1111111110 · (−111110)

111111111 · (1111111) − 111111110 · (111111) 111111111 · (−1111110) − 111111110 · (−111110)

]
=

[
1111111111111111 −1111111111111110
111111111111111 −111111111111110

]
Perceba que em ambos os casos, 𝑅8 · 𝑅7 e 𝑅9 · 𝑅6, obtemos o mesmo resultado.

No caso geral temos a identidade de d’Ocagne.

Proposição 20 (Identidade de d’Ocagne). Sejam 𝑚, 𝑛 naturais quaisquer. Para 𝑚 ≥ 𝑛 tem-se

𝑅𝑚𝑅𝑛+1 − 𝑅𝑚+1𝑅𝑛 =

[
0 0
0 0

]
.

Demonstração. Veja que

𝑅𝑚𝑅𝑛+1 =

[
𝑟𝑚+𝑛+2 −10𝑟𝑚+𝑛+1
𝑟𝑚+𝑛+1 −10𝑟𝑚+𝑛

]
= 𝑅𝑚+1𝑅𝑛 .

□
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Exemplo 21. Veremos que 𝑅3 · 𝑅7 = 𝑅5−2 · 𝑅5+2 = (𝑅5)2. Veja que:

𝐴3 · 𝐴7

=

[
1111 −1110
111 −110

]
·
[
11111111 −11111110
1111111 −1111110

]
=

[
1111 · (11111111) − 1110 · (1111111) 1111 · (−11111110) − 1110 · (−1111110)
111 · (11111111) − 110 · (1111111) 111 · (−11111110) − 110 · (−1111110)

]
=


11111111111 −11111111110

1111111111 −1111111110

 ,

e

(𝐴5)2

=

[
111111 −111110
11111 −11110

]
·
[
111111 −111110
11111 −11110

]
=


111111 · (111111) − 111110 · (11111) 111111 · (−111110) − 111110 · (−11110)

11111 · (111111) − 11110 · (11111) 11111 · (−111110) − 11110 · (−11110)


=

[
11111111111 −11111111110
1111111111 −1111111110

]
.

No caso geral temos a Identidade de Catalan.

Proposição 22 (Identidade de Catalan). Sejam 𝑚, 𝑛 naturais quaisquer. Para 𝑚 ≥ 𝑛 tem-se

(𝑅𝑚)2 − 𝑅𝑚−𝑛𝑅𝑚+𝑛 =

[
0 0
0 0

]
.

Demonstração. Veja que

(𝑅𝑚)2 − 𝑅𝑚−𝑛𝑅𝑚+𝑛 =

[
𝑟𝑚+𝑚+1 −10𝑟𝑚+𝑚
𝑟𝑚+𝑚 −10𝑟𝑚+𝑚−1

]
−
[
𝑟 (𝑚−𝑛)+(𝑚+𝑛)+1 −10𝑟 (𝑚−𝑛)+(𝑚+𝑛)
𝑟 (𝑚−𝑛)+(𝑚+𝑛) −10𝑟 (𝑚−𝑛)+(𝑚+𝑛)−1

]
=

[
𝑟2𝑚+1 −10𝑟2𝑚
𝑟2𝑚 −10𝑟2𝑚−1

]
−
[
𝑟2𝑚+1 −10𝑟2𝑚
𝑟2𝑚 −10𝑟2𝑚−1

]
=

[
0 0
0 0

]
.

□

Segue diretamente da Proposição 22, basta tomar 𝑛 = 1, que:

Corolário 23 (Identidade de Cassini). Para todo 𝑚 ≥ 1, tem-se (𝑅𝑚)2 − 𝑅𝑚+1𝑅𝑚−1 =

[
0 0
0 0

]
.

De igual maneira obtemos que

Proposição 24 (Identidade de Tagiuri-Vajda). Para 𝑛, 𝑘, 𝑟 inteiros, 𝑅𝑛+𝑘𝑅𝑛+𝑟 − 𝑅𝑛𝑅𝑛+𝑘+𝑟 =

[
0 0
0 0

]
.
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5 A aplicação linear matriz repunidade
Dada uma matriz quadrada 𝐴 de ordem 𝑛, lembramos que o polinômio de grau 𝑛 dado por

𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) é denominado polinômio caracterı́stico da matriz 𝐴, em que 𝐼 é a matriz
identidade de ordem 𝑛. As raı́zes do polinômio caracterı́stico, se existirem, satisfazem a relação
𝐴𝑋 = 𝜆𝑋 , sendo 𝑋 um vetor não nulo. Neste caso, o escalar 𝜆 é denominado um autovalor e o vetor
𝑋 ≠ 0 de autovetor; detalhes adicionais podem ser consultados em Hoffman e Kunze (1979) ou Lax
(2007).

Antes apresentamos alguns resultados auxiliares acerca da diferença de termos de repunidades.
O primeiro é bastante simples e de verificação imediata, e pode ser encontrado em Toumasis (1994).

Lema 25. Para todo 𝑛 ≥ 1 tem-se que 𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛 = 10𝑛.

O lema a seguir é conhecido na literatura como Identidade de Cassini para a sequência repunidade,
e pode ser encontrado em Santos e Costa (2023).

Lema 26. Para todo 𝑛 ≥ 1 tem-se que 𝑟2
𝑛 − 𝑟𝑛+1𝑟𝑛−1 = 10𝑛−1.

O próximo resultado estabelece os autovalores associados à matriz 𝑅𝑛.

Teorema 27. Para todo 𝑛 ≥ 1, os autovalores associados à matriz 𝑅𝑛 são 𝜆1 = 1 e 𝜆2 = 10𝑛.

Demonstração. Segue da Proposição 1 que para todo natural 𝑛 ≥ 1, tem-se

𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛
𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1

]
.

Assim, o polinômio caracterı́stico associado a matriz 𝑅𝑛 é dado por

𝑝(𝜆) = det
[
𝑟𝑛+1 − 𝜆 −10𝑟𝑛

𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1 − 𝜆

]
= (𝑟𝑛+1 − 𝜆) (−10𝑟𝑛−1 − 𝜆) − (−10𝑟𝑛)𝑟𝑛
= 𝜆2 − (𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛−1)𝜆 + 10(𝑟2

𝑛 − 𝑟𝑛+1𝑟𝑛−1)

Segue do Lema 15 que 𝑟𝑛+1 − 10𝑟𝑛−1 = 10𝑛 + 1 e do Lema 26 que 𝑟2
𝑛 − 𝑟𝑛+1𝑟𝑛−1 = 10𝑛−1. Assim

𝑝(𝜆) = 𝜆2 − (10𝑛 + 1)𝜆 + 10𝑛 .

Disto obtemos que as raı́zes são 𝜆1 = 1 e 𝜆2 = 10𝑛. □

Exemplo 28. Considere o operador linear em R2 dado por 𝑅 =

[
11 −10
1 0

]
. Segue do Teorema 27

que os autovalores são 𝜆 = 1 e 𝜆 = 10. Um cálculo direto mostra que os autovalores associado à
𝜆 = 1 são o vetores do tipo 𝑣1 = (𝑥, 𝑥), enquanto os autovetores associado à 𝜆 = 10 são os vetores
do tipo 𝑣10 = (10𝑥, 𝑥), com 𝑥 ∈ R.

Proposição 29. Para todo 𝑛 ≥ 1, os autovetores associados à matriz 𝑅𝑛 são 𝑣1 = (𝑥, 𝑥) e 𝑣2 =

(10𝑥, 𝑥).
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Demonstração. Segue da Proposição 1 que para todo natural 𝑛 ≥ 1, tem-se

𝑅𝑛 =

[
𝑟𝑛+1 −10𝑟𝑛
𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1

]
.

Dessa forma os autovetores associados são da forma (𝑅𝑛 − 𝜆𝐼)®𝑣 = ®0. Portanto,[
𝑟𝑛+1 − 𝜆 −10𝑟𝑛

𝑟𝑛 −10𝑟𝑛−1 − 𝜆

] [
𝑥

𝑦

]
=

[
0
0

]
.

Donde obtemos o seguinte sistema{ (𝑟𝑛+1 − 𝜆)𝑥 − 10𝑟𝑛𝑦 = 0
𝑟𝑛𝑥 − (10𝑟𝑛−1 − 𝜆)𝑦 = 0

Considerando 𝜆1 = 1 e resolvendo o sistema, obtemos 𝑣1 = (𝑥, 𝑥). O caso 𝜆2 = 10𝑛 segue de
modo análogo. □

Exemplo 30. O polinômio caracterı́stico de 𝑅−2 =


− 1

10
11
10

− 11
100

111
100

 é

𝑃(𝜆) = det
[
− 1

10 − 𝜆 11
10

− 11
100

111
100 − 𝜆

]
=

(
− 1

10
− 𝜆

) (
111
100

− 𝜆

)
−
(
− 11

100
· 11

10

)
= 𝜆2 − 101

100
𝜆 + 1

100
= (102𝜆 − 1) (𝜆 − 1) .

De forma que as raı́zes da equação polinomial (102𝜆 − 1) (𝜆 − 1) são 𝜆1 = 1 e 𝜆2 = 1
102 .

De modo similar ao Teorema 27, como no exemplo anterior, temos:

Proposição 31. Para todo 𝑛 ≥ 1, os autovalores associados à matriz 𝑅−𝑛 são 𝜆1 = 1 e 𝜆2 = 1
10𝑛 .

Para finalizar esta seção, apresentamos um resultado que generaliza a Proposição 29 para a matriz
inversa de 𝑅𝑛, a saber tem-se

Proposição 32. Para todo 𝑛 ≥ 1, os autovetores associados à matriz 𝑅−𝑛 são 𝑣1 = (𝑥, 𝑥) e
𝑣2 = ( 1

10𝑥, 𝑥).

Demonstração. Análoga a Proposição 29. □

6 Considerações
Este estudo oferece uma análise das sequências numérica e matricial repunidade, ampliamos a

compreensão das sequências repunidade introduzindo a matriz repunidade, sua inversa e a fórmula
de Binet para as recorrências associadas. Esperamos estar fornecendo ferramentas fundamentais
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para compreender as propriedades e comportamentos da sequência. Adentramos nas propriedades
aritméticas tanto das sequências numéricas quanto matriciais repunidade. Ao examinar essas pro-
priedades, conseguimos obter resultados significativos acerca das caracterı́sticas fundamentais dos
números e matrizes repunidade, abrindo portas para investigações mais detalhadas sobre sua natu-
reza matemática e inter-relações. Por fim, exploramos a matriz repunidade como uma transformação
linear no espaço vetorial R2, oferecendo uma motivação enraizada em álgebra linear.

Em trabalhos futuros focaremos em uma abordagem que forneça uma interpretação geométrica
da matriz repunidade, lançando mais luz sobre seu comportamento como uma transformação linear
e suas implicações na compreensão da estrutura subjacente da sequência repunidade. Por isso,
essas investigações fornecem uma base sólida para pesquisas subsequentes, aplicações em diferentes
contextos matemáticos e no ensino da mesma.
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