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Uma nota acerca da matriz repunidade

A note about the repunit matrix

Resumo

O estudo investiga a sequencia repunidade, caracterizados por
uma recorréncia linear de segunda ordem. Empregando a teo-
ria de Horadam a sequéncia e a dlgebra matricial, elucidamos
a sequéncia, destacando o papel central da matriz geradora na
andlise de sequéncia. Os resultados revelam uma profunda
inter-relacdo entre as propriedades da sequéncia e da matriz.
A investigacao culmina em um exame meticuloso das proprie-
dades aritméticas e numa interpretacdo da matriz repunidade.
Metodologicamente, integra andlises tedricas e matriciais, en-
raizadas em recorréncias e dlgebra linear, oferecendo uma visao
académica abrangente sobre as complexidades das sequéncias.
Palavras-chave: Sequéncia repunidade. Sequéncia de Hora-
dam. Matriz repunidade. Matriz repunidade inversa.

Abstract

The study investigates repunit sequence, characterized by a
second-order linear recurrence. Employing Horadam’s se-
quence theory and matrix algebra, we elucidate the sequence,
highlighting the central role of the generating matrix in se-
quence analysis. The results reveal a profound interrelationship
between sequence and matrix properties. The investigation
culminates in a meticulous examination of the arithmetic pro-
perties and the interpretation of the repunit matrix. Methodo-
logically, it integrates theoretical and matrix analyses, rooted
in recurrences and linear algebra, offering a comprehensive
academic overview of the complexities of the sequence.
Keywords: Repunit sequence. Horadam sequence. Repunit
matrix. Inverse repunit matrix.
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1 Introducao

Os nimeros repunidades {r, },>0 sdo os termos da sequéncia {0, 1,11,111,1111,1111,...}, a
sequéncia A002275 em OEIS (Sloane, 2024). Tem-se que, para todon > 1, r, = 10r,_; + 1 com
ro = 0. Veja ainda que, para n > 1, os termos desta sequéncia sdo escritos no sistema decimal
como uma concatenagao, ou repeti¢ao, da unidade. Na literatura ha diversos trabalhos acerca desta
classica sequéncia, entre as quais podemos destacar Beiler (1964), Jaroma (2007), Yates (1982) e
referéncias.

Conforme Santos e Costa (2023), a sequéncia {r,},>o também satisfaz a seguinte férmula
recursiva, paratodon > 1,

ue1 = 11r, = 10r,_1, comrg =0, (D)

uma recorréncia linear de 2¢ ordem.
Para n natural, considere {H,} a sequéncia de Horadam definida pela relacao de recorréncia de
segunda ordem, em que p e g sdo numeros inteiros fixados, tais que

Hy1 = pHy+qHy1, n 2 1.

Entao, se fizermos p = 11;¢g = —10;a = 0; e b = 1; entdo a sequéncia de Horadam ¢ especificada
na sequéncia repunidade. Resultados mais gerais podem ser encontrados em Cerda (2012). Outros
pesquisadores também usaram o método de representacdo matricial no estudo de sequéncias de
recorréncia de nimeros naturais, veja por exemplo, (Catarino, Campos, Vasco; 2016); entre outros.

P 4
b

detH = pa — gb, a matriz geradora da sequéncia. Em Santos e Costa (2024b), fazendo H, = ry,
p =11,qg =-10e H = R, apresentam uma matriz geradora para a sequéncia repunidade, a matriz
11 -10
1 0
da sequéncia r,, em termos das poténcias da matriz R na posi¢ao api, € mais det R = 10.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma: na secdo 2, prosseguimos no estudo de estender
a sequéncia numérica repunidade a matriz repunidade, determinamos a matriz repunidade inversa e
a formula de Binet para as duas recorréncias dadas; na se¢do 3 estudamos propriedades aritméticas
da sequéncia numérica e a sequéncia matricial repunidade; na se¢do 4 apresentamos as identidades
cléassicas para a sequéncia matricial repunidade; por fim, na sec@o 5 apresentamos a matriz repunidade
como uma transformacao linear no espago vetorial R? como motivacio de uma aplicacio em dlgebra
linear.

Para que o texto fique o mais autocontido possivel, apresentamos a demonstracao de resultados
relevantes no desenvolvimento deste, mesmo com a indicacao de referéncia.

Por fim, considere a matriz de ordem 2, da forma H = , associada a sequéncia {H,,} com

repunidade R = [ ] . Assim para todo n > 1, a matriz repunidade R descreve cada elemento

2 As matrizes repunidade, repunidade inversa e a formula de
Binet

11 -10 |72 —101”1
1 0 B ry —10r0

11 -10]* _[11 -10 |11 —10] _Juin 110
1 0 1 0 1 o |11 =10]"
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Dada a matriz repunidade R = [ ] , observe que ao fazermos R? temos:
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Notamos que na posi¢ao aj; da matriz R?% é 0 r3, o termo sucessor de r,. De maneira geral, a
poténcia n da matriz R, na célula a;; determina o termo sucessor de r;,.

rn —10r;
ri1 —10ry

n_ |Tasr —10r,
R = [ ' —lOrn_l] '

Proposicao 1 (Santos e Costa, 2024b). Dada a matriz R = [ ] . Para todo natural n > 1,

tem-se

Demonstragdo. Aplicaremos a induc¢ao sobre n. Para n = 1 temos que
11 -10| |2 —10r;
1 0 h r —10r 0 ’

0 que atesta a validade da sentenca paran = 1.

ne1  —10r,

seja valida. Vamos mostrar a
rn —10r,_;

Suponha que para algum n > 1 a sentenga R" = [

validade para todo n + 1. Vejamos:

R =R"xR

_[11 -10]" o [11 -10

- | 1 0 1 0

_ [ 71 —10rn] o [11 —10]

| 7 Tn-1 1 0

117 =107, =107,

B Tn+l - 10rn

_ _rn+2 _lorn+1

" ra =107, |
Isto garante a validade da sentenga para todo n + 1. O
Exemplo 2. Dada a matriz R = llll —éO] , um calculo direto, mostra que det R = 111 _(1)0 =10

, ou seja, det R = 10. Agora, fazendo uso da propriedade det(A - B) = det A - det B, obtemos que
det R" = (detR)" = 10",
ou seja, para todo natural n > 1, tem-se det R" = 10".

Nota 3. Como observado em Santos e Costa (2024b), a permutagdo das linhas ou colunas na
matriz repunidade R, produz novas matrizes com propriedades analogas a R. Por exemplo, dado
~ _ O 1 ~ S5 _ _lorn_] rn . . 23] , , n

R = [_10 11], entdo R" = [ _10r,  Fpu| Veja ainda que det R" também é 10", para todo
natural n > 1.

Lembremos que uma matriz quadrada A € dita invertivel (ou nao singular) quando existe outra
matriz denotada por A™!, talque A™' - A = A- A=! = I, sendo I a matriz identidade de ordem n. E

b . c
, sabemos que a matriz inversa A~! é dada por

dada uma matriz A de ordem 2, isto €, A = [Z J

d -b
-1 _ _1
AT = g3 [—c p ], desde que det A # 0.
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ra —10r;

, e tendo que det R = 10, Exemplo 4. Assim a
ry — 101”0

Exemplo 4. Especificamente para a R = [

-1 0 1
matriz inversa de R, isto é, a matriz R™' = % [ 1 OOro rl] = [ 1 11] . Elevando essa matriz ao
11 non 0
~10 10 -10 110 , [-10r; 110
quadrado temos R™2 = =-L [ ] == [ .
TRt 10° | -11 111 102 —11 111
100 100

Chamamos a matriz R~! de matriz repunidade inversa .
Agora, fazendo uso da Proposi¢do 1, como no Exemplo 4, obtemos o resultado seguinte:

ry —10?‘1

. Para todo natural n > 1, tem-se
ri —101"0

Proposicao 5. Dada a matriz R = [

R = L =10ry—y =1y
B 107 10rn 'n+l '

Em Costa, Santos, Monteiro e Souza (2024) os autores apresentaram uma extensao da sequéncia
repunidade com indice negativo. Aqui R™" € a inversa da matriz R" para todo nimero natural 7.

Dada a relacdo de recorréncia (1) dos nimeros repunidades, verificaremos que esta relacao
de recorréncia “coincide” com a relacdo de recorréncia da sequéncia de matrizes para {R"},~0.
Vejamos:

_11 0 r —r, 10 10 O r —rp-110
n_ . n—1 — n+1 n _ n n-1
11-R*-10-R 0 11] [ - —rn_llo] [o 10] [rn_l —rn_zlo]

>11rn+1 —110r, + —10r, 1007,,—1
~ | Hr, 1107, =107, 1007,
_[trpe = 10m,  =110r, + 1007,
= |1lr, = 10r,;  —=110r,; — 100r,_,
a2 —10(117, + =107,-1)

_rn+1 —10(7‘,1_1 - 10rn—2)

— Vrn+2 _10rn+1 :Rn+1
_rn+1 _10rn .

Na discussao anterior, temos o proximo resultado.

rntv1 —10r,

satisfaz a
Ty —IOrn_l] faz

Proposicao 6. Para todo natural n > 1, a matriz repunidade R" = [

relacdo de recorréncia
R™' = (11L) - R" - (10L,) - R ' . (2)

A seguir mostramos uma relacao recursiva para as poténcias da matriz repunidade inversa, a
saber temos:

~ : : —10r,-1 - .
Proposic¢ao 7. Para todo natural n > 1, a matriz repunidade R™" = 5 (]),, [ 1(())};” ! . r"] satisfaz a
n n+l1
relacdo de recorréncia
11 1
R—(I’l+1) 1. R—n 1. R—(n+l) . 3
10 10 )
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Demonstragao. Segue da Proposicdo 5 que

1 R — 1 . R~ (n+D)

10 10

1 % 0f|-10ry—y —rp| 1 % 0f|-10r,—2 -rp

107 |0 % 10r,  rpe 10m-1 10 %0 107, r,

_ 1 11 o[-10rper =re| L [10 O [-10r2 —rao
1o |0 11 10r,  rpm 1071 | 0 10| | 10r,_; n
1 [-110r,_; -11r, B 1 —100r,_» —10r,_4
1071 | 110r,  1lrag 10m+1 | 100r,—1  —10r,
1 [—110r,_; + 100r,_y —11r, + 10r,_;

10+ | —1107,, + 1007, 11r,41 — 107,

1 [=10(11r,—; — 10r,—2) —(llrn—lOrn_l)]

T107T [ 10117, + 10r,-1) Fns2

1 >_10rn —Tn+l — R—(n+l)
107+1 »10rn+1 I'n+2

O

Segundo Morgado e Carvalho (2012) ou Rosen (2007), se a equacao caracteristica de recorréncia
for x> + px + ¢ = 0 tiver raizes distintas x; e x», entdo as sequéncias a, = c1(x1)" + c2(x2)", com
n € N,ecy, cy €R, sdo solugdes de

Xp42 + DXyl +qx, =0, paran e Nyn > 1.

Veja que arelacdo de recorréncia (2) da sequéncia matriz repunidade tem como equagao caracteristica
r2 — 11r + 10 = 0 e suas raizes reais sdo r; = 10 e 7o = 1. Temos que uma solucdo geral para a
Equacio (2) é da forma R" = A(10)" + B(1)", em que A e B sao matrizes de ordem 2 a determinar.
ai an| p_ [bn b1z

Vamos determinar as matrizes A =

considerando que R = I, e
ary an b21 b22],

R' = R, e obtemos o sistema,

IL=A+B
R=10A+B.
10 _10 1 10
Resolvendo o sistema encontramos A = [? ?leB = [ ] 190]. Assim solugdo geral da
9 79 9 9
Equacdo (2) é
R = A(10)" +B(1)"
10 _10 110
SE HPICEE
9 9 "9 9
10t 1 10! 10
—_—= f— + —_—
9 79 9 779

Entao acabamos de determinar
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Proposicao 8 (Férmula de Binet). Para todo n > 1, temos

10";1—1 -10 10" 1
R'=1| .. ooy | “)
101 10( )

A Equacio (4) apresenta a classica formula de Binet para a sequéncia matriz repunidade { R" },,>0.
Sendo assim, de maneira similar o nosso proximo resultado apresenta essa representagao classica
para {R"},<0, uma extensao da sequéncia matriz repunidade com indice negativo.

Proposicao 9 (Férmula de Binet). Para todo n > 1, temos

10(10"' ) _10"-1

- 9-10m1 9-10"
R™" = . 5
—10 (L02-1 _lomi-1 )

9.10" 9.10n+!

Demonstragao. Uma vez que a recorréncia (3), que descreve a sequéncia matriz repunidade com

T . . ~ - 2 11 1 . . . ~ 1
indices negatlvos, possul a equagao caracteristica r- — mr + 10° cujas raizes reais sao rp = 10 €

n
rp = 1, assim uma solucdo para a Equacao (3) segue a forma R™" = A (%) +B(1)",emque AeB

sao matrizes de ordem 2 a serem determinadas.

De fato, para determinar as matrizes A =

ap ap _ b1 b1 .
= podemos utilizar a

ary an b21 b22 ’
solugdo do sistema obtido ao tomar R~! ¢ R~ conforme o Exemplo 3, isto é:

R'=1as+n
10

o1 -1 _1
Resolvendo o sistema encontramos A = [ % ° ] eB= [ 0 1(?] Portanto, a solugdo geral da
9

Equacao (3) € expressa por

1 n
R"=A(—] +B(1)"
10
10 1 1 1 _1
> sll= O -5 —gs||1 O
|79 9 | [T07
=|_10 1 Lt 0 18][ ]
[—? —§H0 wl v 9101
10 _ 1 L1
_[9150_& _919 +91_0
910" ~ 9 910" T 9
Disto obtemos o resultado desejado. O

3 Algumas propriedades e identidades

O seguinte resultado auxiliar pode ser encontrado em Santos e Costa (2024b).

Lema 10. Para quaisquer m, n naturais, temos rpy,tn+1 — 107,_17, = Fygn.
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Em geral dadas duas matrizes A e B, nem sempre A - B = B - A. No entanto veremos que tal fato
ocorre com as matrizes repunidades.

Proposicao 11. Para quaisquer m,n naturais, temos que R™ - R* = R" - R™.
Demonstracdo. Pela Proposicao 1, temos que

'm -10r, rn —10r,
R™-R" = | r,,:l —1Orm_1] [ r;rl —10rn_1]
_ Vrm+l Tpet + (=10ry) -1 Py - (=10r,) + (=10r,) - (_lorn—l)]
7 Tuet + (=107p-1) -1 7 (=107,) + (=107,,-1) - (=107,_1)
[ Fpsl - Tpat = 107 -7 =10(Fme1 - 7 — 107 - pey ]
7 Tuet = 107y -7 =10(ry - 10 = 1071 - 1) |

Agora, fazendo uso do Lema 10

R™.R" = [r(m+1)+n _10r(m+1)+(n—1)] . (6)

Ym+n - 10rm+(n—1)

Usando a associatividade e comutatividade nos inteiros, na Equacao (6), obtemos que:

R™.R" = lr(n+l)+m _lor(n+1)+(m—l)]

I'n+m _lorn+(m—l)
= R"-R".
O
o~ . . m n_ 'm+n+1 _lorm+n
Proposicao 12. Para quaisquer m,n naturais, temos que R™ - R" = .
Ym+n - 1Orm+n—1
Demonstragao. Segue diretamente da Equacao 6. O
Coroldrio 13. Para qualquer m natural, temos que R™ - R = [r2m+2 —10r2m+1].
ram+1 —10ro,
Demonstragao. Basta fazern =m + 1. m|
De igual maneira para o indice negativo.
Proposicao 14. Para quaisquer m,n naturais, temos que R™™ - R™" = R™" - R™™.
Demonstragao. Combinando as Proposi¢oes 5 e 11 obtemos que
RM. RN L —10.rp-1 10.rm | L -10.r,-1 10.r,
10™ —Tm Fm+1 10" —TI'n I'n+l
B I [=10r,-1 - (=10r,—1) + 107y, - (=rp) —10ry,—1 - 10r, + 107y, - ruq
B 1Qm+n —Tm - (_IOrn—l)+rm+1 ' (_rn) —Im - 1Orn"'rm+l * T+l
3 1 —10r,—1 - (=10r,—1) + 107y, - (=r;y) —=10r,—1 - 107, + 107, - rpet
B 107+m —Ip - (_10rm—1)+rn+1 : (_rm) Iy - 107"m+rn+1rm+1
B L —10.rp-1 107 | L -10.r,,—1 10.r,,
B 107 —rn Fn+1 10™ —Tm Fm+1
= R"-R™™.
O
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Em geral obtemos os resultados para indice negativo, basta combinar as Proposicoes 5, 11 e 14,
e para nao ficar muito enfadonho, estes serdo omitidos aqui.

Obtemos os dois proximos resultados acerca da sequéncia numérica repunidade aplicando
indugdo em n, que nos sera um resultado auxiliar, no entanto apresentaremos apenas a demonstracao
do primeiro.

Lema 15. Para todo n > 1 tem-se que rp4+1 — 10r,1 = 10" + 1.

Demonstragao. Como 11 —0 =10+ 1, a afirmacao € valida paran = 1.
Suponhamos que para algum n > 1, a sentenga ry,4; — 10r,_; = 10" + 1 é valida. Devemos
mostrar a validade para n + 1. Com

rn2 = 1lrpy —10r,
= Iy + 107,41 — 107,
= (11r, = 10r,_1) + 10r,41 — 101,
= 10r,+r, — 10r,_; + 10r,41 — 10r,
= 107, + (rpe1 = 10r,-1) + (97441 = 9ry) ,
equivalentemente
Fns2 — 10, = (rpe1 — 107,21) + 9 (rpg1 — 1) @)

Agora, no lado direito da Equagdo (7) usamos a hipdtese de inducao na primeira parcela e o Lema 25
na segunda parcela. Assim

Fos2 — 10r, = (10"+1)+9-10"
= 10" +1.
Isso garante a validade da sentenca para todo n + 1. O
Lema 16. Para todo n > 1 tem-se que r,% e IOr% = Ipao.

Para a sequéncia matricial repunidade vale que:

(10 1 —10(10™" + 1)

-3 . : ~ m pn+l _ m—1pn _
Proposicao 17. Sejam m, n naturais, entdo R™ R 10R™ 'R 107 41 _10(10™1 4 1|

Demonstracdo. Pela Proposicao 12, temos que

R™R™! _ 1oR™1R" = [rm+n+2 _10rm+n+l] ~10 — Fm+n _lorm+n—1]

Fmansl = 10Fman | "'m+n—1 —10rm4n—2
_ [ Fmant2 = 10Fman —10(rpns1 — 10rm+n—l)]
Fonsl = 107 an—1 =10(rmen — 107m40-2)
Agora fazendo uso do Lema 15, obtemos o resultado. O

1022 41 —10(10>"*! + 1)
107141 —10(10*" + 1)

Proposiciio 18. Para todo n > 1 tem-se que (R"*')> — 10(R")? = [

Demonstragao. Usando a Proposi¢ao 12, obtemos que:

a3 —10rna g |r2ner —10r2,
Fone2  —10r2,41 ro,  —10rp,—g

lrzn+3 —10r2,41 —10(r2p42 — 107’2n)]
rons2 — 10r2,  —10(rope1 —720-1) |

Agora fazendo uso novamente do Lema 15, obtemos o resultado. O

(Rn+l)2 _ lo(Rn)Z
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4 As classicas identidades

Nesta se¢ao, apresentamos algumas identidades cldssicas para a sequéncia matricial repunidade,
especificamente as identidades de D’Ocagne, Catalan, Cassini e Tagiuri-Vajda. Como consequéncia
das Proposi¢cdes 11 e 12, veremos que todas essas identidades resultam na matriz nula de ordem 2.
De forma surpreendente, nao existe similaridade entre estas (versao matricial) e as identidades da
sequéncia repunidade numérica usual, apresentada em Santos e Costa (2023), ou em Santos e Costa
(2024a).

Exemplo 19. Verificaremos que R® - R7 = R7 - R°. No primeiro lado da igualdade, temos:

R . R7
~ (111111111 =111111110
11111111 =11111110

1r1rrr —-11111110
11111rr —1111110

111111111 (11111111) = 111111110 - (1111111) - 111111111 - (-11111110) = 11111110 - (-=1111110)
11111111 - (11111111) — 11111110 - (1111111) 11111111 - (=11111110) = 11111110 - (-1111110)

B [1111111111111111  —1111111111111110
1111111111111 111111111111110

Agora facamos

R® - R®
~ (1111111111 —11111a1110] {11111 —1111110
ol —111111110 111111 —=111110

11111111 - (1111111) = 1111111110 - (111111) 1111111111 - (=1111110) — 1111111110 - (-111110)
11111111 - (1111111) — 111111110 - (111111) 111111111 - (-=1111110) — 111111110 - (=111110)

: [1111111111111111  —1111111111111110
- iy =111111111111110

Perceba que em ambos os casos, R3-R7 ¢ R® - R®, obtemos o mesmo resultado.
No caso geral temos a identidade de d’Ocagne.

Proposicao 20 (Identidade de d’Ocagne). Sejam m, n naturais quaisquer. Para m > n tem-se

00
mpn+l _ pm+l pn _
R™R R™™R [0 O] .

Demonstragdo. Veja que

RmRn+1 — [rm+n+2 _10rm+n+1:| _ Rm+1Rn .

Tman+l  —107 0y
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Exemplo 21. Veremos que R® - R’ = R3™2 - R>*? = (R%)2. Veja que:

A3 A7
_ [t -1n1o] 11111111 —11111110
111 =110 1111111 =1111110

(1111 - (11111111) = 1110 (1111111) 1111+ (=11111110) = 1110 - (=1111110)
| 111 (11111111) = 110 - (1111111) 111+ (=11111110) = 110 (~=1111110)

(11111111111 —11111111110

| 111111111 —1111111110

(A)?
B (111111 —-111110 . 111111 -111110
- 711111 —11110 11111 —11110

(111111 - (111111) = 111110 (11111) 111111 - (=111110) — 111110 - (~=11110)

| 11111 - (111111) = 11110~ (11111) 11111 - (=111110) - 11110 - (~11110)

B (11111111111 —11111111110
~ | 1t11rnier =1111111110 | -

No caso geral temos a Identidade de Catalan.
Proposicao 22 (Identidade de Catalan). Sejam m, n naturais quaisquer. Para m > n tem-se
00
m\2 _ pm-npm+n _
(R™)?* - R™"R [o o] .

Demonstragdo. Veja que

(Rm)z _ Rmmnpmin _ Erm+m+1 —1074m ] _ [r(m—n)+(m+n)+1 _lor(m—n)+(m+n)
| Tm+m =107y 4m-1 T (m—n)+(m+n) _lor(m—n)+(m+n)—l
_ |romer =10r | |romer —10r2,
| 72m _10r2m—1 2m _10r2m—1
_loo
~ |0 0] "
m]
Segue diretamente da Proposicao 22, basta tomar n = 1, que:
Corolario 23 (Identidade de Cassini). Para todo m > 1, tem-se (R™)? — R"* 1R~ = [8 8]
De igual maneira obtemos que
e ; Sy ; : : n+k pn+r n pn+k+r 00
Proposicao 24 (Identidade de Tagiuri-Vajda). Para n, k, r inteiros, R"™*R"™ — R"R =10 ol
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S5 A aplicacao linear matriz repunidade

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, lembramos que o polindmio de grau n dado por
p(d) = det(A — Al) é denominado polindmio caracteristico da matriz A, em que / é a matriz
identidade de ordem n. As raizes do polindmio caracteristico, se existirem, satisfazem a relacdo
AX = AX, sendo X um vetor nao nulo. Neste caso, o escalar A € denominado um autovalor e o vetor
X # 0 de autovetor; detalhes adicionais podem ser consultados em Hoffman e Kunze (1979) ou Lax
(2007).

Antes apresentamos alguns resultados auxiliares acerca da diferenca de termos de repunidades.
O primeiro € bastante simples e de verificacao imediata, e pode ser encontrado em Toumasis (1994).

Lema 25. Para todo n > 1 tem-se que ry+1 — r, = 10",

O lema a seguir € conhecido na literatura como Identidade de Cassini para a sequéncia repunidade,
e pode ser encontrado em Santos e Costa (2023).

Lema 26. Para todo n > 1 tem-se que r,% — Fppilpey = 10771,
O préximo resultado estabelece os autovalores associados a matriz R".
Teorema 27. Para todo n > 1, os autovalores associados a matriz R" sdo 11 =1 e 41, = 10",

Demonstragdo. Segue da Proposicao 1 que para todo natural n > 1, tem-se

n_ |Taer =101,
R = [ n —101’,1_1] '

Assim, o polindmio caracteristico associado a matriz R" é dado por

p(A)

det [rn+1 -A —10r, ]

s —10r,-1 — A4
= (rn+l - /l)(_lorn—l - /l) - (_10rn)rn
/12 - (rn+1 - 101’”_1)/7. + 10(”;% - rn+1rn—l)

Segue do Lema 15 que r,+; — 10r,_; = 10" + 1 e do Lema 26 que r,% — Fpeifneq = 10771, Assim
p(A) =22-(10"+1)A+10".
Disto obtemos que as raizes sao 1} = 1 e A, = 10™. O

11 -10
I 0
que os autovalores sdo A = 1 e A = 10. Um calculo direto mostra que os autovalores associado a
A =1 sdo o vetores do tipo v| = (x,x), enquanto os autovetores associado a A = 10 sdo os vetores
do tipo vip = (10x, x), com x € R.

Exemplo 28. Considere o operador linear em R* dado por R = [ ] Segue do Teorema 27

Proposicao 29. Para todo n > 1, os autovetores associados a matriz R" sdo vy = (x,x) e vy =

(10x, x). B
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Demonstragao. Segue da Proposicao 1 que para todo natural n > 1, tem-se

R" = [rn+l

r, —10r,

—10r,
-1

|

Dessa forma os autovetores associados sdo da forma (R" — AI)v = 0. Portanto,

|

Fpel — A
n

—10r,
—10r,_1 — 4

;

|=[o]

Donde obtemos o seguinte sistema

(rpe1 —)x = 10r,y =0
rpx — (10r,1 — )y =0

Considerando A; = 1 e resolvendo o sistema, obtemos v; = (x,x). O caso A, = 10" segue de

modo andlogo. O
1
10 10
Exemplo 30. O polinémio caracteristico de R™> = é
1 111
100 100
-L_] 1
P) = det[ o) 11 ]
“f0 100 A
3 1 1 111 2 11 11
T 100 100 10
101 1
2
= 4 —
100" 100

(10°A-1)(1-1).

De forma que as raizes da equagdo polinomial (10°A = 1)(1 = 1) sdo Ay =1 e Ay = # .
De modo similar ao Teorema 27, como no exemplo anterior, temos:

Proposicao 31. Para todo n > 1, os autovalores associados a matriz R™" sdo A1 =1e Ay = # .

Para finalizar esta se¢ao, apresentamos um resultado que generaliza a Proposic¢ao 29 para a matriz
inversa de R", a saber tem-se

Proposicao 32. Para todo n > 1, os autovetores associados a matriz R™" sdo vi = (x,x) e
1
V2 = (75X, X)-

Demonstragcdao. Andaloga a Proposicao 29. O

6 Consideracoes

Este estudo oferece uma andlise das sequéncias numérica e matricial repunidade, ampliamos a
compreensao das sequéncias repunidade introduzindo a matriz repunidade, sua inversa e a férmula
de Binet para as recorréncias associadas. Esperamos estar fornecendo ferramentas fundamentais
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para compreender as propriedades e comportamentos da sequéncia. Adentramos nas propriedades
aritméticas tanto das sequéncias numéricas quanto matriciais repunidade. Ao examinar essas pro-
priedades, conseguimos obter resultados significativos acerca das caracteristicas fundamentais dos
nimeros e matrizes repunidade, abrindo portas para investigagcdes mais detalhadas sobre sua natu-
reza matematica e inter-relacdes. Por fim, exploramos a matriz repunidade como uma transformagao
linear no espaco vetorial R?, oferecendo uma motivacio enraizada em algebra linear.

Em trabalhos futuros focaremos em uma abordagem que forneca uma interpretacao geométrica
da matriz repunidade, lancando mais luz sobre seu comportamento como uma transformagao linear
e suas implicacoes na compreensdo da estrutura subjacente da sequéncia repunidade. Por isso,
essas investigacdes fornecem uma base sélida para pesquisas subsequentes, aplicagdes em diferentes
contextos matematicos € no ensino da mesma.
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