D

Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664
Volume 24, 2024
Artigos de Pesquisa

Jorge Corréa de Aradjo
Universidade do Estado do Rio
de Janeiro (UERJ), Faculdade
de Formacdo de Professores
(FFP), Sdo Gongalo

Rosa Garcia Marquez
Universidade do Estado do Rio
de Janeiro (UERJ), Faculdade
de Formacdo de Professores
(FFP), S&o Gongcalo, rosagmar-
quez@yahoo.com.br

Artigo recebido em jun. 2024 e aceito em dez. 2024

Viga prismatica delgada e elastica: trés aplica-
¢Oes de importancia pratica na engenharia

Thin and elastic prismatic beam: three practical
importance applications in engineering

Resumo
As vigas prisméticas submetidas a esforgos, sofrem defor-
macdes elasticas. Nesse estudo, trés aplicagdes envolvendo
uma viga de aco prismética quase retilinea sdo analisadas.
A primeira delas, consiste em uma carga concentrada Q em
seu ponto médio, onde a modelagem ¢é tratada de duas for-
mas distintas. A mais comum utiliza a equacdo do momento
fletor usando a condigéo de simetria. Essa abordagem ficou
em boa concordancia com o modelo desenvolvido nesse es-
tudo, onde ndo é assumida a condicdo de simetria. Na se-
gunda aplicacdo, uma mola é colocada sob a barra no ponto
médio, de modo a atenuar 0 movimento vertical causado
pela forca P que atua verticalmente nesse ponto, onde a
curva de deformacdo eléstica foi obtida da equacdo do mo-
mento fletor. A terceira dispBe de trés cargas equidistantes
sobre a barra de modo a obter uma representagdo cinema-
tica desse movimento. Uma curva de deformacdo aproxi-
mada foi obtida em toda a estrutura.
Palavras-chave: Curva elastica. Deflexdes na viga del-
gada. Momento fletor. Movimento livre de deflexdes na
barra.

Abstract
Prismatic beams subjected to loads undergo elastic defor-
mation. In this study, three applications involving an almost
straight prismatic steel beam are analysed. The first appli-
cation consists of a concentrated load Q at its midpoint,
where the modelling is treated in two different ways. The
most common one uses the bending moment equation using
the condition of symmetry. This approach was in good
agreement with the model developed in this study, where
the condition of symmetry is not assumed. In the second
application, a spring is placed under the bar at the midpoint,
to attenuate the vertical movement caused by P force which
acts vertically at this point, where the curve of elastic de-
formation was obtained from the bending moment equation.
The elasticity curve of these deformations was determined
here. The third one places three equidistant loads on the bar
to obtain a kinematic representation of this movement. An
approximate deformation curve was obtained throughout
the structure.
Keywords: Elastic curve. Deflections in the thin beam.
Bending moment. Free movement of deflections on the bar.
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1 Introducao

Vigas prismaticas biapoiadas sdo amplamente utilizadas na engenharia, em particular para su-
portarem cargas sobre elas. Entretanto, embora tais estruturas sejam projetadas para aguentarem
esforcos significativos, elas ficam suscetiveis a vibragdes ou deflexdes transversais ao eixo cen-
tral da viga. Conforme observado por Rao [1], tais vibragdes podem afrouxar os elementos de
fixacdo dos apoios. Além disso, quando a frequéncia natural de vibracdo de uma estrutura coin-
cidir com a frequéncia da forca excitadora externa, ocorre a ressonancia resultando em defle-
x0es que aumentam indefinidamente podendo causar falhas ou mesmo a ruptura do sistema.

Segundo Hibbeler [2], a linha elastica tem uma relacdo direta com a forma fletida da
barra quando submetida a um carregamento, e por isso, &€ importante conhecer as restricdes dos
deslocamentos gerados pelos varios tipos de apoios ou vinculos, em geral localizados nas ex-
tremidades.

Vérios trabalhos sobre deflexdo em vigas prismaticas foram divulgados com énfase na
equacéo diferencial para representacdo desse tipo de encurvamento, como por exemplo, Costa
[3] e Monteiro, Wolenski e Christoforo [4]. Esses pesquisadores fizeram estudos comparativos
dos resultados obtidos pela equacgéo diferencial da linha elastica com aqueles obtidos pelo me-
todo dos deslocamentos usando elementos finitos e fun¢bes polinomiais interpolatdrias.

Werneck et al [5] utilizaram a teoria da linha elastica em vigas retilineas com apoios
restritivos com o objetivo de obter o vetor de forma do quociente de Rayleigh [1], o qual é
usado para estimar a frequéncia natural de vibracdo de um sistema fisico conservativo discreto
com N graus de liberdade, isto €, com N modos normais de vibragcdo, em oposi¢do aos métodos
que utilizam a resolucdo de problemas de autovalor (frequéncias naturais) como o0 que aqui sera
discutido em um dos casos analisados. Conforme reportado por Rao [1] o quociente de Rayleigh
€ uma técnica muito utilizada para a resolucédo em problemas considerados dificeis envolvendo
as vibracgdes estruturais. Segundo Soriano [6] em analise de estruturas em barras, tém-se deslo-
camentos nodais desconhecidos em pontos da barra sem restricbes, bem como, reacfes desco-
nhecidas nos apoios em pontos nodais restringidos. As estruturas de vigas objeto desse estudo,
atendem ao requisito do comportamento elastico linear, ou seja, as deformacdes sofridas sao
descritas pela Lei de Hooke [7] e, portanto, consideradas elésticas no sentido de uma vez ces-
sadas as acOes externas nessas estruturas, elas retornam a sua geometria original, ou dito de
outro modo, estamos interessados nas “pequenas” vibragdes transversais dessas estruturas sim-
ples.

O objetivo desse estudo é analisar trés casos de importancia pratica em engenharia es-
trutural, considerando diferentes condicdes e aplicacGes de uma viga prismatica delgada. Na
primeira aplicagdo é realizada uma analise dessa viga sob carregamento no ponto médio usando
a teoria das barras elasticas delgadas. A obtencdo da equacdo da elastica é realizada por duas
diferentes metodologias. A primeira e a mais comum, utiliza a equagédo do momento fletor com
condigdes de contorno aplicadas em uma das extremidades da viga e, em seu ponto central. A
segunda, que ndo consta de nenhuma das referéncias aqui citadas, utiliza a equacdo fundamental
dessa teoria, onde as condic¢des de contorno sdo impostas exclusivamente nos extremos da viga,
0 que ndo necessita da imposicao da hipdtese da simetria da primeira forma.

Na segunda aplicagdo foi utilizada uma mola no ponto central sob a barra de modo a
obter uma reducéo das deflexdes originais nesse ponto e, por extensdo, em todo 0 seu compri-
mento. Uma vez que a elastica da curva foi obtida, este modelo pode ser usado para 0 desen-
volvimento de um prototipo eficiente visando a reducdo de movimentos verticais indesejaveis.

A terceira aplicacdo consiste em obter as deflexdes sofridas pela barra quando subme-
tida a uma distribuicdo de cargas equidistantes. Uma representacao aproximada dessa deforma-
cao foi obtida em toda a estrutura considerando determinados instantes de tempo.
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2 Materiais e métodos

A Fig. 1 mostra uma barra retilinea de secéo reta uniforme contendo o ponto O, e um plano «
paralelo ao comprimento da barra. As forgas externas atuando sobre a barra podem ser o proprio
peso da barra, forcas de reacao exercidas pelos apoios ou em cargas colocadas sobre ela. Se-
gundo Synge e Griffith [7], considera-se como sistema a por¢éo da barra que vai da extremidade
Aaté a secdo reta.

Figura 1. Reac0es internas na secao reta de uma barra na porcao compreendida entre a
secdo e a extremidade B .

y

A io—v—'
I

e

Fonte: Baseada na Figura 36 de Synge e Griffith (1969).

As reacOes na secao correspondem a uma forca axial T atuando no ponto O, um esforgo
cortante S que pode produzir deslocamentos verticais sendo perpendicular ao plano o, um
momento fletor M, que é gerado por uma forga que atua a certa distancia e, que pode produzir
rotacdo da barra em uma de suas extremidades. De acordo com Synge e Griffith [7], a barra
delgada em idealizacdo matematica pode ser reduzida a um segmento de reta, enquanto a se¢do
reta é reduzida a um ponto.

Figura 2. (a) Modelo idealizado de uma barra delgada, sem peso e com carga no centro (b)
forcas externas no trecho AD < AC e (c) forcas externas no trecho CD < CB.

P2, Sac Sac
A4 a C a B M : M I B
/J///% l . A‘—r—’x D ¢ CHx_,D 1
P Sca
(a) (b) (©)

Fonte: Os autores.

A Fig.2 (a) mostra uma barra sem peso AB, de comprimento L e que pode girar em
torno dos apoios Ae B onde uma carga P é colocada no ponto médio C. A Fig.2(b) ilustra
as forcas externas na parte da viga no trecho AD, onde AD <CD com D situado na porgéo
AC . Usando as equacdes de equilibrio estatico na barra existem duas reacdes nos apoios de

intensidade ; ambas dirigidas para cima.
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Como o sistema estd em equilibrio em AD, T=0, SAc=ge

L PL
M e (X) =—SACx=—%Px para todo x, =0< x<%. Note que M . = Mc(x=§j:—7.
A Fig. 2c mostra o trecho CD, considerando D na por¢do CB mais as informagdes do trecho

inicial AC . Nesse caso, a cortante S, =S,. —P = g— P= —% P, enquanto o momento fletor

M é dado pela soma dos momentos na forma

M =M +Px—=S,. :—%+ Px—gx: Mg :—%+ Px, para todo OSXS%.

A Fig.3 mostra com base na discussdo das Figs. (2b) e (2¢) o diagrama das forcas inter-

L L
nas e externas nos elementos da barra entre os trechos x, =0<x< 5 e Xc =0<x< 5

Figura 3. Diagrama dos esforcos internos (a) Forca de reacdo nos apoios a carga central. (b)
Diagrama do esforc¢o cortante S. (c) Diagrama do momento fletor M ao longo da barra.

(a)

(©)

Fonte: Os autores.

Nota-se que o0 momento fletor M é uma funcdo continua em toda a extensdo da barra,
enguanto a cortante muda abruptamente no ponto médio. O problema analisado pode ser esta-
ticamente determinado usando as equacdes elementares de equilibrio do sistema [8], isto &, sem

fazer o uso das equac@es diferenciais gerais de equilibrio de barras delgadas que séo ar =-X,

dx
ds dM « .
—=-Ye —=-5,o0nde X e Y sdo as componentes de uma forca que pode considerar a

dx dx

gravidade ou outras cargas externas continuas. Portanto, essas equacdes diferenciais sdo toma-
das como exigéncias para a condic¢do de equilibrio para um comprimento infinitesimal de barra
dx [7]. Ainda de acordo com os referidos autores [7], quando uma barra é aproximadamente
retilinea e, é flexionada ligeiramente, o momento fletor M é dado pela Lei de Bernoulli, con-
forme mostra a eq. (1)

M=—=El—, (1)
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d?y _

sendo p o raio de curvatura da curva de deflexdo da barrae k =EIl com v . A constante
X

1

yo)
N, . . 4\, S x

E | — | € 0o mbdulo de elasticidade de Young e | (m )e 0 momento de inércia da secdo reta
m

em relacdo a um eixo que passa pelo seu centro médio e é perpendicular ao plano do conjugado
do momento fletor M. O momento de inércia de um corpo em relagcdo a um eixo L & propor-
cional a energia cinética de rotacdo do corpo em relacdo a esse eixo.

Desse modo, quanto maior o0 momento de inércia | maior seré a energia necessaria para
parar o movimento de rotagédo [9]. Conforme reportado por Synge e Griffith [7] deve-se supor
que acarga P édevido ao préprio peso da barra ou de uma carga colocada sobre ela. A equacéo
diferencial fundamental da teoria das barras delgadas el&sticas [7] € dada pela eq. (2)

iy __p 2

dx*
Se aeq. (2) é resolvida obtém-se a eq. (1) e a equacdo da cortante S = —dd—'\t/l . Aeqg. (2)

s é valida para cargas concentradas ou apoios. Portanto a solucdo Y= Yy(X) da eq. (2) é de
classe C*([0,L], IR), isto é, que afungdo Yy = y(X)tem que ser continuamente derivavel até a

segunda ordem no intervalo [0, L]. Entretanto, a funcdo € descontinua na terceira derivada, ja
que a cortante é descontinua no ponto central da viga com o esfor¢o cortante mudando abrup-
tamente conforme pode ser visto na Fig. 3(b).

A Fig. 4 mostra uma viga elastica bi apoiada de modo simples, isto €, sem engaste nas

extremidades e submetida & acéo de cargas concentradas f,,...,f;,...f, em n pontos ou nods e,
dirigidas verticalmente para baixo causando deflex&o dela nos pontos indicados e, por extenséo,

em toda a barra.

Figura 4. Barra elastica submetida a acdo de cargas concentradas em N pontos.

f J f

Fonte: Baseada no Fig. 4.5 de Bassanezi e Ferreira Junior (1988).

Seja @; o deslocamento no ponto i da barra devido a agdo de uma forga unitaria fﬁ‘ no ponto

j e nenhuma forga aplicada nos demais pontos. Entéo f; = f;a; , onde f;a; é o deslocamento
ou deflexéo no ponto idevido a forca f; . Portanto, a deflexdo total Y; no ponto ié obtida pela

superposicao das demais forcgas, isto &,
Yi= J_Z::laij fi. 3)
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Pelo teorema da reciprocidade [10], &;=a;, para todo i, j=1..,n. A matriz

[a]=(a;); 1., & denominada matriz de flexibilidade, enquanto y=(y, .. v,) o vetorde
deslocamentos ou deflexdes. Tem-se da eq. (3) a relagéo linear

y=[a]f, (4)
onde f = ( f, .. f )T é o vetor de carregamento ou for¢a [1]. A matriz de rigidez do sistema

¢ dada por [k]=[a]", onde k; denota o coeficiente de influéncia de rigidez, e é definido como

a forca no ponto idevido a um deslocamento unitario no ponto j, quando todos os demais
pontos sdo fixados [1], exceto o ponto j. Daeq. (4) tem-se

f=[k]y. (5)

Por exemplo, as forgas necessarias para produzir um deslocamento unitario, y, =1 no

ponto x =1e, zeros nos da barra sdo demais pontos, f, =k, f, =k,,,..., f, =Kk ,. Da segunda
Lei de Newton, para cada forga f;, j=1...,n, e, usando a eq. (5), tem-se f, =[k];y, onde [k],
é a j-ésima linha da matriz de rigidez e admitindo que néo haja dissipacdo de energia, tem-se

d’y, .
Miszz—sz[k]j Yy, j=1..,n (6)
A eq. (6) pode ser colocada na forma compacta vetorial
2
M%ﬂk]y:o@(om\ﬂl[k])y:o, (7)

onde M =diag (ml, mn) é a matriz diagonal das massas concentradas em cada ponto sendo
2

dt?
em que as matrizes M e [k] sdo matrizes simétricas de ordem nxn e positivas definidas, isto
é, todos os autovalores sdo reais e positivos [11]. A solugdo geral da eq. (7) submetida a condi-
¢des iniciais permitem uma andlise da cinética do movimento das deflexdes da viga em cada
ponto considerando um movimento livre. Bassanezi e Ferreira Junior [11] trazem maiores de-
talhes para a resolucédo da eq. (7).
Essencialmente o processo consiste na diagonalizagdo do sistema de equacdes diferen-
ciais acopladas dadas pela eq. (7) de modo que a solucdo geral Y é dada pela eq. (7a)

Y =M QU (7a)
onde M"* =diag {ml‘”z,..., mn‘l’z} , Q é uma matriz ortogonal cujas colunas sdo os autoveto-

1 1
res ortonormais £, K =1,...,n da matriz positiva definida S=M 2QM 2 e U ¢é a matriz for-

D? o0 operador derivacdo de segunda ordem. A eq. (7) é analisada para o caso especial

mada pelas fungdes u; = Ajsen(a)jt +aj), J=1..,n. Tais funges U; séo denominadas coor-

denadas normais de vibragéo, as quais representam o movimento vibratério na forma mais sim-

ples em cada ponto de discretizagdo. Cada U, vibra com a frequéncia natural «; = ljl’z, onde

A; > 0séo os autovalores da matriz S associados aos respectivos autovetores ortonormais
1

B K=1..,n. A equagio (7a) pode ser escrita como ykzﬁilujﬂkj, para cada
k 17
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k=1...,n. Ou seja, cada Yy, vibra na direcdo do autovetor S, nas frequéncias naturais

@,,..., O, .

2.1 Especificagdes técnicas da viga

Nos casos que serdo analisados, a barra (ou viga) retilinea, de aco uniforme e, com mdédulo de
elasticidade de Young E =2,06x10" N /m* [12], sendo a constante de rigidez da barra igual a
k =48%(N /m), onde | = éab‘?(m“) é 0 momento de inércia da secdo reta retangular da

barra de dimensdes a=1,2me b=0,1m, com o comprimento da mesma igual a L =2m.

3. Resultados e Discussoes

Nesta secdo, sdo analisadas trés aplicagdes envolvendo uma barra ou viga de a¢o prismética
aproximadamente retilinea, delgada e elastica.

Caso 1: Equac0es da viga elastica delgada
A Fig.5 mostra uma barra aproximadamente retilinea, delgada e elastica onde uma forca P,
estd atuando no seu ponto médio para baixo.

Figura 5. Deflexdo da viga de ago submetida a uma forca P =mg

Pole—--x -—> 1 Pr2

Fonte: Os autores.

Usando a Lei de Bernoulli [7] para curvaturas muito pequenas em barras elasticas apro-

ximadamente retilineas e delgadas, a equacdo do momento fletor da forca ;em relacdo a X no

apoio A é dada por
2
gdy_P, (8)
dx> 2
onde | é o momento de inércia da secdo reta em relacdo a um eixo que passe pelo seu centro,
enquanto E é o mddulo de elasticidade de Young relacionado ao material que constitui a barra.
Como ndo pode haver deslocamento vertical ou deflexdo no apoio A (ou B), e considerando

que a barra é constituida de um material homogéneo, pode-se adotar as seguintes condicdes de
contorno

dy( L
y(x, =0)=0 € d_i(XZEJ:O. )
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Integrando duas vezes a eq. (8) na variavel x e usando as condi¢des dadas pela eq. (9)
obtém-se a curva de deflexdo da barra na forma

L
= X(4x* -3L%), 0<x<—, 10
y 48E1 ( ) X 2 (10
onde a deflexdo méaxima é dada por
L Pl
=y x==|=- . 11
Yinax Y( zj 28E] (11)

Da eq. (10) resulta
dy P 2 2
T K= %) =19(0) = 2o (12 =31, (12)

sendo &€, o angulo que a tangente a curva elastica faz com o eixo horizontal da barra, isto &,
2

P . . PL
6, = arctg| —— (12x% —3L%) |. Em particular, no apoio A, 6, =arctg| —
b 9{485( 0 )} p p A g( 16E

IJ' Como o

. Lo g ~ L . S .
sistema e simetrico em relac_;ao a X= E, pode-se construir uma blje(;aO linear entre os interva-

los [0, L/2] e [L/2, L] na forma y, = y(L —x) na segunda se¢do da barra, ou seja, %s x<L.

Dai, podemos obter por derivagéo direta da fungéo y, a relagdo entre as rotagdes nos apoios da
viga

dy, dy.

—L(x=L)=—"Z(x,=0)=6, =-0,. 13

L (x=0) ==X, =0) =6, =0, (13)

A eq. (10) é a forma mais comum da divulgacdo da curva elastica de deformacéo da

barra analisada sob a acdo de uma forga externa concentrada P em seu ponto central. Entretanto,
outra metodologia, aqui desenvolvida neste estudo utiliza a equacdo fundamental da teoria das
barras delgadas elasticas reportada por Synge e Griffith [7], na forma

d'y
El =—P. 14
dx4 ( )
Vamos impor as seguintes condi¢des cinematicas nos apoios da viga
d d
y(x, =0) =0, y(xz =0) =0, d—:(/(xA =0) zozA,d—i(xB =0)=-q,, (15)

sendo @, =tg(d,). A eq. (14) é resolvida por integraco repetida quatro vezes em relacdo a

variavel X e, fazendo o uso das condicGes de contorno dadas pela eg. (15), obtém-se
1

= X(L—X)(-PL*x+ PLx? + 24¢,El) |. 16
V= (L= a,El) | (16)
Usando e equacdo para a energia de deformacdo U de um elemento de viga engastada
e livre [12] resulta
L A2y ) 2 215
U=elf| 9Y | gx=dEl, PL 17)
o\ dx L 720El
Decorre do primeiro Teorema de Castigliano [2] que
o°U  8EI
kK, =——=—"—, 18
8 L (18)
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onde Ki1é 0o momento no apoio A devido a um deslocamento de um angulo unitério da viga
horizontal em torno desse ponto. Dessa forma usando a equacdo de deslocamento, tem-se

_ L LP
0, = (ky) P= a,P = {E_ﬁj P:| = a,=19(,) =1g (_aj (19)
Das egs. (16) e (19) tem-se a equacéo elastica da barra dada na forma
1 PL
= L-— PLx* - PL?x—24tg| — |EI |]. 20
Y 24EIL{X( X)( X X g[8Elj ﬂ (20)

Portanto, as egs. (10) e (20) constituem duas representagdes distintas para a elastica da
barra quando submetidas a uma forca P dirigida para baixo aplicada em seu ponto médio. O
uso da equacdo fundamental da teoria das barras delgadas elasticas utilizada nesse estudo, per-
mite obter a curva de deformacdo da viga biapoiada em toda a sua extensdo, enquanto a eq.
(10), a mais comum, s6 pode ser originalmente aplicada no intervalo [0, L/2]. Além disso, a
metodologia alternativa utiliza a energia de deformacéo U, a qual permite obter os momentos
nos apoios da viga com o uso direto da eq. (17). Desse modo, essa forma o nosso ponto de vista,
parece ser a mais adequada para ser aplicada no estudo das deflexdes da viga, incluindo a ana-
lise de outras propriedades mecanicas da estrutura, como por exemplo, as tensdes nos apoios.

A Figura 6 mostra os graficos da curva de deflexdo dada pela eq. (10) ou eq. (20) ao
longo da barra com os pardmetros considerados para a viga especificados anteriormente e com

a magnitude da forca peso P =500 kgx9,81m/s*=4905N.

Figura 6. A eléastica da barra dada pela eq. (20) na forma continua em vermelho e com a eq.
(10) na forma estendida representada pela linha segmentada em azul.
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Fonte: Os autores.

A rotacdo angular em A é 6, =-6,068x10°rad ou 0,0035°, com 6, =—6,, en-

quanto a deflexdo maxima ocorre no ponto central vy, = y(L/2)=-3, 968x10°m . Como era

de se esperar, esses valores sdo 0s mesmos para ambas as equacdes. Se a barra tivesse um
engaste no ponto A, ndo haveria rotagcdo nesse ponto, o que influencia uma menor rotagdo no
apoio B. De fato, usando a fungdo matriz de rigidez de barra de viga com quatro graus de

liberdade [5] tem-se 6, :%L =0,0017°, isto é, a rotagdo seria reduzida a metade nessa

2El
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extremidade livre. Usando por simplicidade a egq. (10), tem-se que

3 3
=y(L/2)=— PL _ -P.a,, > a, = ﬁ, onde a,, € o coeficiente de flexibilidade da

48E1

barra no ponto (ou nd) x:%. Desse modo, o coeficiente de rigidez da barra nesse ponto é

dado por k,, =(a,,) " = @ que € o valor especificado na se¢do 1.1. A cinematica do movi-

mento da viga nesse ponto central da barra pode ser representada mediante a equagao do movi-
mento dada por

d2
d Z+k22y 0, (21)
que € um caso particular da eq. (7). A solucdo geral da eg. (21) pode ser posta na forma
y=Csen(op,t+ ), (22)

onde « é o angulo de fase. Considerando a carga de massa m=500 kg, resulta que a frequéncia
circular do movimento «, = /& =497 (rad/s). O periodo de oscilacdo é dado por
m

T= o =0,0126(s), enquanto frequéncia de oscilacdo é f = % =79,13(Hz). Se considerar-

2

mos as condigOes iniciais y(0)=y,_ ¢ (;—)t/(t =0) =0, entdo a solucdo da eq. (21) é dada por
Y= Yimex COS(a)Ot). (23)

Caso 2: Mola sob a viga biapoiada no ponto médio

A Fig.7 mostra uma mola de rigidez k(%) colocada abaixo da viga na posicao vertical no

L .. .
ponto central em x = 5 de modo a atenuar em « (%) aos deslocamentos verticais na viga de-

vido a carga P nesse ponto.

Figura 7: Barra biapoiada com uma mola de rigidez k sob seu ponto central.

-
= - -
— -
— —
- — -
-~— ———
-——— ——

Fonte: Os autores.

Para obter a constante k de rigidez da mola é preciso resolver a equacéo do sistema em

paralelo dada por k™" =k +k,,, onde k,, = (a,,) ™" = S%e o coeficiente de rigidez da barra

sem a mola. Usando a Lei de Hooke para pequenas deformacdes elasticas, resulta a nova
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constante de rigidez do sistema k"* = , nNo qual o denominador expressa o percen-

(1= )| Yinas
tual de reducdo da deflexdo méaxima da barra no ponto central.
Considerando os dados dos parametros da barra pode-se obter o valor da constante da

mola k =4,120x10" (N / m) sendo k,, =1,236x10°(N /m)e k"*® =1,648x10°(N / m). Outro

modo de obter a constante k"*** é por meio da relacio k"™ = . A justificativa para

1
(1-a)a,
0 valor da constante de rigidez k da mola a ser utilizada, vai depender do percentual de reducao
de deflexdo maxima no ponto central da viga e, do coeficiente de rigidez da barra utilizada.

A equacdo da elastica do movimento de deflexdo da barra com uma reducdo de até
a (%) da curva de deflexdes y(x) no ponto central, pode ser obtida diretamente da eq. (8) com

a inclusdo do momento da forca da mola f,, =kJ, onde 6 =(1-a)y,,,, com respeito a

forga distribuida ; no apoio A , isto é,

2
ELY _Pyikst (24)
X 2 2
Utilizando as mesmas condicdes iniciais da eg. (9), a solucéo da eq. (24) é dada por
X
= 3PL* —4Px* +12k*5 —12k LX), 25
Y= J8E] ( ) (25)

onde Y, vibra no maximo, em até « (%) do movimento original Y, no ponto X =+ . Portanto,
para obter a deflexdo da viga com (l—a)(%) do valor y no ponto central da viga, basta usar
as egs. (20) e (25) para obter

y.. = %(—PEH PL? + 24tg (+2) El ) -

em todo o intervalo 0<x<L.
A Fig. 8 mostra as curvas das diferencas das deflexdes entre (y,,ay) e (Yona 1-@)Y),
onde aye (1-a)y seriam aproximagdes semiempiricas para as deflexdes em toda a barra

devido aos efeitos restritivos de deslocamentos verticais impostos pela mola.
E possivel notar que ay e (1—« )y ndo constituem respectivamente boas aproximagdes

para as elasticas y, e vy,,,., embora a aproximagdo (1—« )y seja mais fechada com y,_,.onde o
_L(Pa—45k-P)
Pl-a)

X
48EI

(3PL2 - 4Px? +12kL25 —12KL5X), (26)

erro maximo € inferior a 12,5%, ocorrendo em X, = , isto é, em

x_, =0,333ex,,, =0,666.

Figura 8: Perfil das elasticas vy, y,,y, . nointervalo 0<x<L da barra: A curva em azul re-
presenta a funcdo y, em vermelho a curva y e em verde a curva elastica y, . As curvas
semiempiricas estdo representadas pelas linhas segmentadas em azul.
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Fonte: Os autores.

. - . L . L .
A cinemética do movimento da barra na diregdo vertical em x = > pode ser analisado

de forma anélogo a dada na eq. (21), isto é,

d’y
m—-+k™?y =0, 27
e y (27)
cuja solucdo geral é dada por
y =C sen (Wt +a), (28)

Nova
onde @,,, = 4/ =574 (rad/s) é a frequéncia circular do movimento com o periodo de osci-
m

lagdoT = 2n =0,0109 (s) e a frequéncia de oscilagéo, f.,, = 1 91,37(s™). Se consi-

nova
nova novo

derarmos as condigGes iniciais como y(0) = (1- )y, © % (t=0) =0, entdo a solugdo da eq.

(22) é dada por
Ynova = (=) Yinax COS(@y00t) - (29)
A Fig. 9 mostra o movimento da viga no ponto central com as condices iniciais dadas
para o sistema com e, sem 0 uso da mola.

Figura 9. Representacdo do movimento da viga no ponto central (a) em azul a eq.
(23) e (b) em verde a eq. (29).
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Fonte: Os autores.
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Pode ser notado que as vibragdes nessa posicdo com o uso da mola, tem amplitudes
menores, periodos mais curtos e maior frequéncia de vibracdes do que as oscilacbes nesse
mesmo ponto sem o uso da mola. De fato, molas com maior coeficiente de rigidez provocam
oscilacbes mais rapidas [13].

Devemos registrar que a elastica Y, dada pela eq. (25) poderia ser obtida para uma po-

sicdo arbitraria dessa mola sob a viga e ndo somente para o ponto central. Para isso, bastaria
modificar o momento da forga da mola na eq. (24).

Caso 3: Barra elastica com cargas concentradas
A Fig. 10 mostra a viga analisada nos casos anteriores apoiada de forma simples nas extremi-
dades, onde trés massas estéo localizadas sobre ela em intervalos de mesmo comprimento.

Figura 10. Viga simplesmente apoiada de modo simples, onde trés massas estéo localizadas
em intervalos iguais

| LA LA L/4 L/4

Fonte: Os autores.
As deflexdes transversais totais na barra decorrentes da agdo das massas m;, i =12,3

nos pontos indicados seréo denotadas por X, :%,xz :% e X, = %L A matriz de flexibilidade
do sistema é reportada por Rao [1] na forma
9 11 7
L 11 16 11 (30)
al= :
La] 768E1
7 11 9

Com base na eq. (10) foi possivel obter todos os coeficientes de influéncia de flexibili-
dade dessa matriz, exceto o elemento a (= a,,). De fato, fazendo P =1 tem-se

fo-S)- s
2 ) 48E1 *

enquanto =a, = x—E = 0y Usando vy, = y(L
q a, n =Y 1 768E1 y, = y(L—Xx),

(o2 e
! 4 4 4) T68EI’

Paraono x =%, consideramos a ctbica Ely = é x*+C,x+C, nointervalo 0< x < %

Ay =y =

e dy L , qL®
com as condicdes iniciais Y(X=0)=0 e —=| x=— |=0 onde se obtém =—— (=a..).
G y(x=0) dx( 4) 8, = e (5 8)
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Para determinar o coeficiente a,(=a,,), usamos a Lei de Hooke. De fato, considere a reta

passando pelos pontos (L a j e (3—L ] com a inclinacdo k __8 Lz simétrica da
2' 7% R ~ 768\ El )’

inclinacdo que passa pelos pontos (% a33je (% azsj. Portanto,

L 768
2
Um possivel modo de “estimar” o coeficiente a5 € por meio de um polinémio cubico

a _ﬂ(f’j
* 768| EI 8 (12 7 (L
= (EJ = as(=a,)= 7_68[Ej : (31)

u=u(x) passando pelos pontos (0,0),(%,azsj, (%,a&%j e(L,0). Tal polindmio constitui
. N L ) oy - N ) n
uma aproximacao para u =u (X = Zj =a,(=a,), pois ele “traz” informagdes sobre a influén-

cia da forca unitaria aplicada nos nos % e %L Resolvendo o polindmio interpolatorio por meio

de um sistema linear de ordem trés, resulta
32 5 12, 1
U=——X————X"———X
64 El 192 El 48El

Ly 750 : .
onde a,=U| X= 2 = 268 El’ com erro por excesso de aproximadamente 7% em relacdo ao

valor exato 3,
8EI

Entretanto, a matriz de flexibilidade pode ter um nimero de condicdo elevado, o que
acontece nesse caso. Entdo, mesmo pequenas perturbagdes nos coeficientes da matriz [a], po-

dem causar grandes varia¢fes no computo da inversa, 0 que conduziria a resultados erraticos.
Vimos que a equacao {Def} = [a]{q} estabelece uma relacéo linear entre a carga concentrada

na forma de forca peso e a deformacéo ou deflexdo local. Considerando a viga da Fig. 10 com
as mesmas especificagdes utilizadas nos casos anteriormente analisados e, com massas

m, =100, m, =500 m, =200 (Kg) sendo o vetor de forcas externas {q} com orientacdo ne-

gativa, sendo que cada massa é multiplicada pela gravidade ¢ = 9,81(m.s‘2). O vetor de defle-
xdo {Def} nos trés pontos equidistantes é dado por

y, =—3,8692
{Def } =| y, =-5,6054 |x107°(m), (32)
y, =—3,9684
sendo que vy,; i =1, 2,3denota a deflexdo total em cada no da discretizacéo da barra. Da matriz

de flexibilidade obtém-se a matriz de rigidez do sistema na forma
0,8214 -0,7857 10,3214
768El

[K]=[a]" = 07857 111429 -0,7857 |. (33)
L3
0,3214 -0,7857 10,8214
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. - Ly 7510 _ e
Caso usassemos o coeficiente a, =u| X= 2 = 268 El obtido por interpolagéo cubica,
a matriz de rigidez seria

0,6970 -0,500 0,0303
[K]=[a]" = 7683E| -0,5000 0,7500 -0,5000 (34)
. 0,0303 -0,5000 0,6970
muito diferente da matriz dada pela eq. (33).
Usando a eq. (7): (MD?+[k])Y =0, & possivel obter informagGes sobre a cinematica
do movimento livre da viga nos pontos onde sdo colocadas as massas. Por exemplo, vamos

adotar as condigBes iniciais naturais Y(t:O):(Vsz,ys)Te Ocljl—\t((t=0)=(0,0,0)T onde

{Def } =(Y,, Y., Ys)' € 0 vetor de deflexdo total nos pontos considerados devido a agdo das car-

gas colocadas sobre a viga dado pela eg. (32). A equacdo do movimento é dado pela eq. (7a)
por Y = M*¥2QU , onde a partir das condic@es iniciais pode se obter A =-1, 859x10° ~ 0,

A, =2,770x10° ~0e A, =-1,427x10"°, oy =%, a, :% e a, =% onde
0,8062 0,5258 0,2712
B =|-0,429 |, B,=| 0,2051 | e B, =|0,8794 |,
0,4069 —0,8255 0,3912

sd0 0s autovetores ortonormais da matriz S com 4 =2,2211x10", 4, =6,4795x10°e
A, =1,9189x10° o0s seus respectivos autovalores. As amplitudes A, i =1,2,3 foram calcula-

das por meio da equacdo u=Q'M %Y, aplicada no tempo t =0 e usando as condicdes iniciais.
A representacdo do movimento da barra nesses pontos é dada pela eq (7a), ou seja,
9,055x10° cos(mt) —2,510x10°° cos(m,t) — 2,676 x10™° cos(w;t)
Y =| 2,641x107° cos(mt) + 0,536 x107° cos(m,t) +2,423x107° cos(ayt) |, (35)
2,154x107° cos(m;t) +3,634x10°° cos(m,t) —1,812x10° cos(w;t)
onde w, =./A;i=12,3s80 as frequéncias naturais de vibra¢des, onde cada coordenada de Y

representa respectivamente, o movimento vibratério, y.; i =1,2,3nos respectivos pontos de

discretizagao.

A Fig. 11 mostra o comportamento das deflexdes nos pontos da discretizacdo da barra.
Todas as curvas estdo aproximadamente em fase, ou seja, 0 movimento € simetrico nesses pon-
tos com a maior vibragdo, como era de se esperar, ocorrendo no ponto médio da barra, enquanto

. ~ L . . S N N 3L
as VIbI’aQOE‘S no ponto X, = ZS&O Ilgelramente inferiores as wbragoes no ponto Xy = T .
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Figura 11- Movimento vibratorio da barra eléstica considerando as condigdes iniciais

VE=0=(ny2 30 ¢ S (t=0)=(000

0 0.01 0.02 0.03
t(s)
Fonte: Os autores.
A Fig. 11 mostra 0 movimento vibratério da viga nos pontos considerados da discretizacdo com

- . . L
a variacdo do tempo. A curva em vermelho representa 0 movimento da viga no ponto x, = 7

ja a curva em verde, 0 movimento vibratério no ponto central, enquanto a curva em azul o

movimento de vibragdo no ponto x, = % .

Os limites maximos e minimos dessas vibracGes sdo dados respectivamente
+y,,i=1,2,3 como naeq. (32). Como as amplitudes A e A, sdo muito pequenas, as vibragoes

encontram-se fechadas com a frequéncia natural, «, cujo periodo de vibragédo € T =0,0144 s.

A Fig. 12 mostra de modo pictérico uma imagem de como seria 0 comportamento da

deflexdo da viga em toda a sua extensdo em determinados instantes de tempo.

Figura 12- Deformagéo da viga em 2 tempos t, =0, t, =0,0071875s onde

t P ={(0,0), (5 Bt . Y,(0), Gy, (L0}, =123

l
ym) -0 m:m$ 3 - = )
-0.00006 - - tr=0s
(a)

)

0.00006
Min) l\.lll[]!]i
[

0 0.5 1

®) (m) t=0.00719 s

10D

A representacdo da deformacdo aproximada em toda a viga foi obtida usando curvas de apro-
ximagdes parabolicas considerando os pontos P1 e P,. No tempo t, =0 usando a eq. (35) obtém-

se 0 conjunto P1 que é ajustado por uma curva parabdlica conforme mostra a Fig. 12(a). No
tempo t,=0,007187s, obtém-se o conjunto de pontos P2, que também é ajustado por uma

curva parabdlica conforme mostra a Fig. 12(b). Essas curvas quadraticas de aproximacédo foram
obtidas usando o0 método dos minimos quadrados [14]. Desse modo, as deformacdes ndo forca-
das sobre a viga, resultam em oscila¢fes quase imperceptiveis para a observacdo humana, onde
a viga oscila para cima e para baixo em intervalos de tempo nT; n=1,2,... Em particular, a apli-
cacdo 3 permite estudar, dadas as condi¢des iniciais, 0 movimento vibratorio da viga em toda a
extensdo da estrutura, mediante curvas de aproximag6es como as usadas na Fig. 12.
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Conclusodes

A equacdo da curva elastica da primeira aplicacdo foi obtida com as condi¢des de contorno
adotadas exclusivamente nos extremos da viga. Essa equacao ficou em boa concordancia com
a eléstica das deformac@es na sua forma mais comum, onde as condigdes iniciais sdo impostas
somente em uma de suas extremidades e, em seu ponto médio. A equacao da curva elastica da
segunda aplicacdo foi obtida, combinando a equacdo do momento fletor da forca P/2 em
relacdo a x no apoio A, com o momento da for¢a da mola em relagdo a esse mesmo ponto. O
uso de uma equacao semiempirica para modelar as deformacdes sofridas pela barra com o uso
da mola, mostrou variac@es de até 12,5% em relagdo a eléstica obtida para essa mesma aplica-
cao.

No terceiro caso, trés cargas foram dispostas sobre a barra, de modo equidistantes, onde
as deflexdes locais puderam ser estimadas a partir da matriz de flexibilidade do sistema. Essa
matriz foi aqui deduzida a partir da eléstica da primeira aplicacdo combinada com a hipotese
da linearidade geométrica da deformacéao de acordo com a Lei de Hooke. Devido ao mal con-
dicionamento da matriz de flexibilidade do sistema analisado nesse estudo, a estimagao de ape-
nas dois de seus parametros por meio de polinémios interpolatorios deu origem a uma matriz
de rigidez com erros significativos em seus elementos. A partir das deflexdes locais 0 movi-
mento cinematico ndo forcado em cada um dos pontos da discretizacdo da viga, pode ser obtido.
Os movimentos vibratorios nos pontos da discretizacdo adotada ocorrem no mesmo modo de
vibracdo do corpo de massa intermediaria. O uso de curvas de ajustes pelo método dos minimos
quadrados para as deformacdes locais em certos instantes de tempo permitiu obter uma repre-
sentacdo pictdrica para a deformacdo da viga em toda a sua extensao nos mesmos instantes de
tempo considerados.
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