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Sobre o lancamento de projéteis

On the projectile motion

Resumo

Embora o estudo da trajetéria de projéteis, em langcamentos
obliquos e sob condig¢des ideais, seja um tépico recorrente du-
rante o periodo que compreende o final do ensino médio até
as disciplinas universitarias basicas de Célculo e Fisica, seu
tratamento nesse contexto, invariavelmente o apresenta como
uma mera aplicacdo das nocdes dos movimentos: uniforme
e uniformemente variado em duas dimensdes. Assim sendo,
propriedades importantes e aplicagcdes relevantes sdao, em ge-
ral, negligenciadas. Neste artigo desenvolvemos a teoria do
lancamento obliquo de projéteis sob condicoes ideais e desta-
camos suas principais propriedades. Apresentamos uma série
de aplicacdes interessantes € nao triviais, que podem, inclu-
sive, serem estendidas para além do escopo deste texto, vide,
por exemplo, [1].

Palavras-chave: lancamento obliquo. trajetéria de projéteis.
Galileu Galilei. Lei de Newton

Abstract

Although the study of projectile motion after an oblique launch
be a recurrent topic of consideration both in high school as
well in junior disciplines of Calculus and Physics in college, its
classical approach, in this context, presents it as a mere appli-
cation of uniform motion and uniformly accelerated motion in
two dimensions. Therefore, some of main properties as well
interesting applications of this phenomenon are, in general, ne-
glected. In this paper, we develop the basic theory of projectile
motion, pointing out their main properties, and apply it to se-
veral non trivial and interesting problems that can be extended
beyond the scope of this text, e.g. [1].

Keywords: projectile launch. projectile motion. Galileu Gali-
lei. Newton’s Law
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1 Introducao

Galileu Galilei (1564 — 1642) foi também um estudioso da Balistica e o precursor da descri¢cao
precisa da trajetéria de projéteis [2]. Até os experimentos de Galileu, pensava-se que quando um
projétil era lancado o seu movimento devia-se ao impetus, o qual mantinha o projétil em linha
reta e com velocidade constante. Durante o movimento, quando o impetus acabava, o projétil caia
verticalmente até atingir o solo (vide Secao 5, A. 3.). Galileu provou que a no¢do de impetus era
equivocada decompondo o movimento de projéteis nas componentes horizontal e vertical, e, com o
auxilio da geometria, demonstrando que qualquer objeto lancado na auséncia de resisténcia do ar e
sob o efeito da a¢do uniforme da gravidade, descrevia uma trajetdria parabdlica.

Com o desenvolvimento do cdlculo diferencial e a fundamentagao da mecanica classica cu-
jos principios basicos foram postulados por Isaac Newton (1642 — 1727) em [3], o problema da
determinagdo da trajetéria no lancamento de projéteis passou ao da determinacao e resolucao de
um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias, conhecidas como equagoes do movimento. 1sso
simplificou sobremaneira os estudos incipientes de Galileu.

Nos dias de hoje, para a apresentagcao do modelo de lancamento de projéteis sob condig¢des
ideais [4, 5, 6, 7], ndo € necessaria a introducao de ferramentas matematicas sofisticadas. Isso faz
com que ele seja amplamente empregado na literatura como um exemplo de aplicacao das nogoes
basicas em fisica: do movimento retilineo uniforme (MRU) e do movimento retilineo uniformemente
variado (MRUV). Logo, a bibliografia sobre o tema é abundante, porém, nao raras, incompletas
e esparsas. Uma busca menos minuciosa pelo tema negligenciaria propriedades importantes e
aplicacOes interessantes.

Nosso proposito neste artigo foi o de preencher essa lacuna, destacando esse problema cléassico
da mecéanica e tratando-o de forma sistematica e coordenada, com o uso de requisitos matematicos
minimos.

As aplicagoes foram pensadas e selecionadas para que complementassem a apresentacdo da
teoria e mostrassem a abrangéncia do estudo realizado.

Embora neste texto nao tenhamos a pretensao de apresentar resultados de pesquisa originais,
acreditamos que a forma com que o problema do langamento obliquo de projéteis foi abordado, €,
ao menos em esséncia, de interesse e utilidade coletiva, sendo, portanto, passivel de publicagao.

Este artigo foi estruturado da seguinte maneira: Na Sec¢do 2, o problema do langamento obliquo
de projéteis na auséncia de resisténcia do meio e sob a a¢ao gravitacional € apresentado. As equagoes
do movimento sao resolvidas e a trajetéria parabdlica determinada. Elementos intrinsecos como:
tempo de voo, alcance e deslocamento do projétil, sao derivados. Na Secdo 3, a pardbola de
seguranca € apresentada e propriedades de otimizag¢ao no lancamento sdo demonstrados. Na Secao
4, a trajetéria de projéteis lancados ao longo de planos inclinados é determinada. Finalmente, na
Secdo 5, os resultados das se¢Oes anteriores sao aplicados a uma série de problemas relevantes.

Para a completude do texto apresentamos no Apéndice o processo de integracio da fungio sec’ a
necessaria para o bom desenvolvimento da Secdo 2. Também apresentamos uma tabela contendo as
principais relagdes derivadas de um lancamento obliquo.

2 Lancamento Obliquo

Fixado um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais Oxy, um projétil de massa concentrada
m € langcado da origem com angulo de elevacao 6 com respeito ao eixo horizontal Ox, e com velocidade
inicial de langamento V(. Assumindo-se que 0 movimento ocorra no plano xy, que a resisténcia do
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ar seja desprezivel, e que a tinica forca ativa seja devida a acdo da gravidade g, pode-se fazer uso da
segunda Lei de Newton do movimento

-

F = ma,

para derivar a posi¢do ¥(¢) = (x(t), y(t)) do projétil no instante de tempo ¢ > 0.

yn ............. i‘.(l)

A 4

Figura 1: Lancamento de projétil
De fato, se F representa a forca peso do projétil, entao

F=(0,-mg) = ma
d’r d’x
-~ a2

|
3
~
-~
~
|

d?y
(1), W(I)) : (D

Cancelando-se o fator m em (1), obtém-se que as equacdes (paramétricas) da trajetdria do projétil
satisfazem as equacgoes , )

d°x d

=0, =5 =-g. @

Interpretando-se fisicamente as equacoes do movimento em (2), observa-se que a componente

horizontal x = x(z) da trajetoria ¥(z) possui acelera¢do nula enquanto que a componente vertical,
y = y(t), possui um mddulo de aceleracdo constante devido a acdo da gravidade. Dessa forma,
espera-se que ao longo da componente x o projétil descreva um movimento retilineo uniforme
(MRU), enquanto, que ao longo da componente y, descreva um movimento retilineo uniformemente
variado (MRUYV).

—

r -
De fato, integrando-se de 0 a ¢ as equagdes em (2) e observando que Z(O) = Vo, obtém-se a
velocidade do projétil no instante de tempo ¢:
dr

v(t) := E(t) = (vpcos @, vgsind — gr), 3)

onde v := |Vo| é a velocidade escalar inicial de lancamento.
Similarmente, integrando-se (3) de 0 a ¢ e observando que ¥(0) = 0, tem-se que

r(r) = (V() cosft,vosinft — % tz) ) 4)
No caso em que o lancamento é efetuado a partir de um ponto arbitrario P = (xg, yo), (4) toma a

forma
r(t) = (xo +vpcosft,yg+vosinft— %tz) )
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Isolando-se ¢ na expressdo x(f) = vocos 6t e substituindo em y(t) = vosin6 ¢ — % 12, obtém-se

que a trajetéria descrita pelo projétil no plano xy descreve a pardbola de equacao
y = —ax® + bx, ®)

8
cos2 @

onde a = e b =tand.

2
2v0

y (1y)

rty)

. F3)

A 4

Figura 2: Trajetoria parabolica descrita pelo projétil

Como observado por Galileu em seu Principio da independéncia dos movimentos simultaneos
[2], quando um corpo realiza um movimento composto, cada um dos movimentos componentes €
realizado como se os demais nao existissem e no mesmo intervalo de tempo. € facil ver a partir de
(4) que a posicdo ¥ do projétil no instante 7 é a composi¢do de dois movimentos independentes:

F(1) = (1) +T2(2),

2
- - . oy, . . ~ - - - t
onde r(7) = Vot define um movimento retilineo uniforme na dire¢ao de v, e ry(¢) = g X define um

movimento retilineo uniformemente variado na direcdo de g. Note que esse Gltimo é um movimento
de queda livre (vide Figura 3).

y Vot3

Vol2

N
)
[ [y %
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|

Yol
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b

Figura 3: Independéncia dos movimentos horizontal e vertical
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O tempo (total) de voo do projétil € o tempo transcorrido desde o langamento até o seu retorno
ao eixo Ox. Calcula-se o tempo de voo T a partir de (4) resolvendo-se a equagao y (7) =0, T > 0.

Assim,
2vgy .
T ="sine. (6)
8
O alcance do projétil € a distancia (sobre o eixo Ox) entre o ponto de lancamento (neste caso

x = 0), e o ponto de retorno ao eixo Ox. Por (4), o alcance R do projétil é

2
\r
R =x(T) = —sin26. 7
8
Pode-se notar ainda que,
2 a2 2 qinl 2
vacos” 6 + visin© 8 — (vgcos 8 — vgsind
R= 0 0 ( 0 0 ) . (8)

8

Com isso fica facil ver que invertendo-se as componentes de Vo, R permanece inalterado, i.e., o
projétil realiza o mesmo alcance para angulos de langamento complementares.

Assuma agora que fixando-se uma velocidade escalar inicial de langamento v, queira-se deter-
minar o angulo de elevagdo 6 que maximize o alcance do projétil. Neste caso, R = R(6), é uma
funcao do angulo de elevacao e deve-se determinar 6 para que (8) seja maximo. Logo, deve-se ter

vpcosl —vpsing =0 & tanfd=1 — 9:%.

2
7r PN . v
Portanto, para o angulo de elevagao 6 = 7 o alcance do projétil € maximo e igual a R = 2
8
Uma vez que os tempos de subida e descida do projétil dependem tao somente do médulo de sua
aceleracdo vertical, tem-se, por simetria, que o tempo transcorrido desde o lancamento do projétil
até que atinja o 4pice de sua trajetdria (vértice da parabola) € o mesmo desde o dpice até seu retorno
ao eixo Ox. Com isso concluimos que o tempo para que o projétil atinja o dpice de sua trajetéria é

Vo . Lo p
=7 = sin #, e a maxima altura alcancada é
8

V2
H=y(T)= ﬁ sin” 6. )

Alternativamente, H pode ser obtido da seguinte maneira:
De (3) e (4) tem-se que as componentes verticais das velocidade e posicao do projétil sdo,
respectivamente

vy(t) =vosinf —gt e y(t) =vosinft - %tz.

Elevando-se ao quadrado a primeira expressao e identificando as parcelas na segunda, deriva-se a
Equacdo de Torricelli

vy = (vosin6)® —2g (y — yo) " (10)

Ineste caso yg = 0

SILVA, R.P. Sobre o langamento de projéteis. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 24, €24013, 2024.
DOI: 10.21167/cqdv24e24013 Disponivel em: https://sistemas.fc.unesp.br/ojs/index.php/revistacqd/index



e\
Te\
A

Uma vez que no épice da trajetoria a componente v, da velocidade € nula, vé-se de (10) que

. 2 Vé -2
0= (vpsinf)”—2¢gH — H = 5, Sin 6.
8

Como anteriormente pode-se indagar sobre o angulo de lancamento que maximiza a maxima

2

\%

altura do projétil, embora, neste caso, decorra imediatamente de (9) que Hyax = 2—0 ¢ atingido em

8

um lancamento vertical, i.e., 8 =

5.
Observa-se ainda que
3v2 3
y Z = Yin?0=ZH,
2 8g 4

i.e., o projétil atinge tré€s quartos de sua maxima altura em metade do tempo necessdrio para atingir
sua maxima altura.

Existe ainda uma propriedade bastante interessante e peculiar sobre a localizagao dos pontos
de maxima altura de uma trajetéria com velocidade escalar inicial vq (fixada). Para um angulo de
inclinagéo 6, seja ¥(7y) = (x7,, y7;) a posi¢do do projétil no dpice de sua trajetéria. Logo, segue de

(4) que
V2 2

v
X7, :ﬁsin%, e V7 :ﬁ(l—cos%’). (1)
Eliminando-se o angulo 6 de (11), vé-se que
2
X —1\2
7 (V= b)"
E + —b’2 = 1, (12)
2 2
A% \%
ondea’ = 2eb =-2.
48

Portanto o lugar geométrico do plano xy dos pontos que atingem o dpice da trajetoria é uma
elipse centrada no ponto (0, ") cujos eixos menor e maior, sao, respectivamente, 2b’ e 2a’ (vide
Figura 4).

A
= y

Figura 4: Elipse gerada pelos pontos de dpice das trajetorias

Ap6s o lancamento a componente vertical da velocidade, v (¢) = vo sin 6 — gt, vai desacelerando
linearmente até o projétil atingir o dpice de sua trajetéria em ¢ = 7, onde v, (7)) = 0, e volta a
acelerar até atingir novamente o eixo Ox, em ¢ = T, com velocidade escalar final, [V(T)| = v.

Fisicamente, quando o projétil atinge o 4pice de sua trajetéria, a componente vertical da ve-
locidade, que até entdo apontava “para cima’, se anula, para entdo mudar de sentido e o projétil
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iniciar sua trajetoria de queda. J4 a componente horizontal da velocidade € constante durante toda a
trajetdria do projétil.

b2 (vgcosd,0)
— O e

4a (0,vg sen@ ~ tlll .‘-'.

' (vgcos0,0) .
" (vgeos0,0)

Vo (0,vg senf — gt3)
.n -

b b\{*" X

2a a 1)

Figura 5: Direcao e sentido dos vetores velocidade ao longo da trajetéria do projétil

L .. —_ L .
A velocidade escalar média do projétil ao longo de sua trajetéria é v = —, onde T é o tempo de

voo e L é o comprimento (de arco) total da trajetoria do projétil entre os instantest =0et=T7. O
comprimento L pode ser calculado de (5) através da expressao

b
L= / \/1+(—2ax+b)2dx.
0

Fazendo u = —2ax + b,

1 [r° 1 [t
L:2— V1+u2du:—/ V1 +u?du.
a J_p a Jo

Com a mudanga de varidveis tan @ = u, uma vez que a = 3 g e b =tan0, tem-se

2v; cos2 6

1 r? 1

L = - / 3 da
aJy cos’a
2 )
Apéndice AV, . 1+siné
prrzen 0 [sm 0 + cos” 01n (—)] . (13)
g cos 6

Logo, a velocidade escalar média do projétil ao longo de sua trajetoria é

2 -
VZEZE[I_'_COS Hln(1+sm9)]’ QE(O,Z).

T 2 sin @ cos @ 2

Para os casos limite 8 =0 e 6 = g pode-se mostrar por L’Hospital que

. cos’d 1 +sinéf . cos’f 1 +sinf
lim — In =1, lim — In =0,
6—0 sin6 cos 6 0—% sinf cos 6
e concluir que
— _ A\ /s
Vv=vp, sef =0, e V:Eseazz.
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Para determinar o angulo de elevacdo para o qual o comprimento L = L(#) é maximo, basta
encontrar os pontos criticos de (13). Assim,

. I +sinf 2 cos I +sinf
0 = cos@—2cos@sinf@ln|———| +cos“ 0 -
cos 6 1+siné cos2 @
1+siné 1+siné
= 2cosf |1 —-sinfln _ oo = | =sinfln _ oY
cos 6 cosd

2
%
e verifica-se que 6 ~ 56,468 é o angulo 6timo e Ly = 1,2 9o comprimento maximo.

3 Parabola de Seguranca

Fixados a velocidade escalar inicial de lancamento vy e o angulo de elevacao 6, viu-se que o
projétil descreve no plano xy uma trajetéria parabdlica regida pela equagao:
8

2
—WX + tan Ox. (14)

y:

Mantendo-se a velocidade inicial vq fixada, porém, variando-se o dngulo de lancamento 6 €
(0, %) U (%, m), obtém-se uma familia de curvas parametrizadas por 6, e que descrevem no plano
xy, para cada valor de 8, um arco de pardbola com equacao (14).

y

A 4

Figura 6: Familia de trajetdrias parabdlicas

Essa familia de pardbolas, que tem em comum a mesma velocidade inicial de lancamento tan-
gencia uma parabola “envolvente”, unica para cada valor de vy, denominada parabola de seguranga
[8]. Tal expressao decorre do fato que a parabola de seguranca “separa” o plano xy em duas regioes
disjuntas, a saber:

R := O lugar geométrico dos pontos (x, y) que sao “atingidos” pelo projétil para algum angulo de
elevacdo 6 € [0, x];

R> := O lugar geométrico dos pontos (x, y) que nao sao “atingidos” pelo projétil qualquer que seja
o angulo de elevacao 6 € [0, x].

A regiao R; € comumente chamada de zona de risco, enquanto R, de zona de seguranca.

Para a determinacdo da expressao matematica da pardbola de seguranga, assuma que foram
dados: um ponto (xg, yg) no plano xy, e um angulo de elevagao 6 para o qual (xg, yg) pertence a
trajetdria do respectivo projétil. Segue de (14) que

8

2 8 2 2
Yo =— x5 +tan Oxg = ———= (1 + tan” 0)x; + tan 6x,
2V(2) cos29 ° 2v2 0

0
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Figura 7: Separacdo das zonas de risco e seguranca pela parabola de seguranca

€ assim,

2| =o0. (15)
8X0 8%
Resolvendo-se (15) para tan 6, determinam-se os possiveis valores de 6 para os quais (xg, yo)

pertence a trajetoria do projétil. Entretanto, considerando (xg, yo) existem trés possibilidades para

2v2 2vZyo
tan2 0 — —2 tan @ + (1 + 0

2

) 2V(2) 2v(2)yo
o comportamento das solucoes de (15). Seja A :=|—| —4|1+ , entao:
8Xo 8X;

A > 0. Neste caso a equagao (15) fornece dois angulos de elevagao distintos para os quais (xg, yo)
pertence a trajetdria dos respectivos projéteis;

A = 0. Neste caso a equacao (15) fornece apenas um angulo de elevagao para o qual (xg, yo) pertence
a trajetoria do projétil;

A < 0. Neste caso nao existe trajetoria possivel que contenha o ponto (x, yo)-

A<O

Figura 8: Parabola de seguranca
O caso A = 0 € de particular interesse. Ele fornece a trajetéria limite para que um alvo localizado

no ponto de coordenadas (x, y) seja atingido por algum projétil lancado com a velocidade escalar
inicialmente fixada vq. Portanto, para a determinacao de tais pontos, impde-se a condi¢ao

2
2v2 2v2
gx gx

x> +2Ry - R? =0, (16)

ou, de modo equivalente,
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2
v
onde R = -2 é 0 alcance maximo de qualquer projétil lancado da origem com velocidade escalar

inicial vyp. Ag equacao (16) fornece a expressao para a parabola de seguranga.

Para cada velocidade escalar inicial de lancamento existe uma, e somente uma pardbola de
seguranca associada a ela. Pardbolas de seguranca associadas a velocidades iniciais de langcamento
distintas nunca se encontram. Isso significa que para uma sucessdo de velocidades iniciais de
langamento v; < vp < --- < v, existirdo as respectivas pardbolas de seguranca Psy,, Psy, - -+, Psy,
que envolvem as respectivas zonas de risco Ry, C Ry, C --- C Ry, (vide Figura 9).

Seja P um ponto do plano xy, e considere a velocidade escalar inicial de lancamento, digamos
Vo, para a qual a respectiva parabola de seguranga Psy, passe por P. Em particular P € Ry, e existe
um angulo de elevagao (a ser determinado posteriormente) para o qual um projétil lancado com a
velocidade escalar inicial v “atinge” P.

Note que se v < vg, entdo P ¢ R, e nao existe angulo de elevagdo para o qual um projétil lancado
com velocidade escalar inicial v “atinja” P. Porém, se v > vq entdo P € R,, C R, e existe angulo de
elevagdo para o qual um projétil lancado com velocidade escalar inicial v “atinje” P (vide Figura 9).

Dessa discussao conclui-se que a velocidade escalar de lancamento minima para que um projétil
“atinja” um dado ponto P do plano xy, é aquela associada a pardbola de seguranca que passa pelo
ponto P.

Figura 9: Velocidade minima de lancamento

Considere agora o problema da determina¢ao do angulo de elevacao 6 para que o projétil langcado
com velocidade escalar inicial vy e angulo de elevagdo 6 “atinja” o ponto P € Psy,,.

Seja B o angulo de inclinacdo do segmento OP (vide Figura 10). Entdo P = (x,y) é tal que
y = tan x.

Figura 10: angulo de disparo 6timo
Substituindo em (16), tem-se

x> +2RtanBx —R* =0 = x:R(l_ﬂ).

cos 3
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Logo,
P V_% 1 —sing V_(z) 1 —sing an 8
g | cosB | g | cosp '
V% cos 8
De (15) segue que tanf = — = ——— = sinf = cos(d — B). Logo,
gx 1-sing
9:%—(9—,3)<=)9—ﬁ:g—9, (17)

ou seja, para que P € Psy, pertenga a trajetéria do projétil, é necessdrio e suficiente que v esteja
sobre a bissetriz do angulo formado pelo segmento OP e o eixo Oy.

4 Lancamento Obliquo generalizado

Fixado um angulo 8 com respeito ao eixo Ox, suponha que o langamento ocorra sobre um plano
de inclinagao tan .

<
>

Figura 11: Langamento obliquo generalizado
Considerando-se o novo sistema de coordenadas cartesianas Ox’y” obtido pela rotagao
x'| _|cosB sinB||x
y'|  |=sinB cospB||y|’

a forca peso que atua no projétil € expressa como

[ )

—sinf cosfB| |—-mg —mg cos 8

Logo, as equacdes do movimento para a trajetéria ¥ () = (x’(¢), y'(¢)) do projétil nesse novo sistema
de coordenadas sao derivadas da segunda Lei de Newton como em (1) e (2). Assim,

d2x/ ' dZy/
2 (1) = —gsinp, e (1) = —gcosp.
Logo,
¥ (t) = [vocosor — & s;nﬂtz, Vo sin 0t — Mtz . (18)
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O tempo de v6o do projétil é o tempo transcorrido desde o seu langamento até o seu retorno ao
eixo Ox” que, neste caso, € dado por

2
7 =Y ging. (19)
gcosf
Logo, o alcance do projétil é
2V(2) .
R =x"(T) = ———sinfcos(6 + p). (20)
gcos* 3

Para maximizar R’ = R’(6) basta determinar os pontos criticos de (20), assim

n/2-B

0 =cosfcos(B+6) —sin@sin(B+6) =cos’>(B+20) = 6= >

Logo, para que o alcance seja maximo, Vo deve estar sobre a bissetriz do angulo formado entre os
eixos Ox” e Oy. Note que esse € o caso no qual a trajetéria do projétil intercepta a respectiva parabola
de seguranca. Além disso,

2

\% _
R .« = —02(1 —sinB) = |OP|. (vide Figura 10)
gcos- 3

S Aplicacoes

Em todas as aplicagdes desta se¢do assumiremos que nao ha forgas resistivas de arrasto atuando
no projétil que sofre apenas efeito da acao uniforme da gravidade.

A. 1. Um projétil lancado com velocidade escalar inicial v( e angulo de elevacao 6 atinge sua pardbola
de seguranga no instante ¢ = ¢,. Mostre que os vetores velocidade Vo e V(7,) sdo ortogonais. Em
4 A ~ ﬂ- . « o o - . -
particular para o angulo de elevacao 6 = T os vetores velocidade inicial v( e velocidade final v(7')

sao perpendiculares.
Solucao:
Se F(tp) = (V() cos 6t,, v sin 0t), — %tf,) € Psy,, segue de (16) que
2v3

0

. ) \Y
—tlz,v(z)s1n29+—sm6’t,,——=0 = 1, 0
8

- gsinf’

- . 1 . - -
Logo v(t,) = vo (cos 6,sin 6 — — 9) e é facil ver que v - v(¢,) = 0.
si

T - . , . .
Se 8 = T a trajetdria e a pardbola de seguranca interceptam-se no ponto sobre o eixo Ox de

V2
maximo alcance dentre todos os langcamentos, a saber (R, 0) = (—0, 0) = (x(T),0).

g

[ ]
A. 2. Um projétil é lancado com velocidade escalar inicial vo. Qual é o dngulo de elevacdo 8 que
maximiza a area A sob a trajetéria ?

Solucao:
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Figura 12: Comparacdo de dreas sob a trajetoria

Por (5) podemos expressar A = A(#) como

b 4

a b3 2v
A=/ (—ax2+bx)dx:—:—0
0

62~ 32 sin’ @ cos 6. 21

2
Observe que também pode-se obter (21) da relacdo geométrica A = §RH ,onde R e H sdo,

respectivamente, o alcance e a maxima altura do projétil.
Para determinar o angulo de elevag¢ao 6timo determinam-se os pontos criticos de (21). Assim,

0= sin29(4cos29— 1),

L . m Vs
cuja unica solugo no intervalo (0, 5) €0 = 3
[
A. 3. (UNICAMP - 2002) Um projétil é lancado com velocidade escalar inicial vy e angulo de
elevacao 6. Dois artilheiros calculam a trajetdria do projétil: um deles, Simplicio, utilizou a no¢ao
de impetus; o outro, Salviati, as idéias de Galileu. Os dois artilheiros concordam apenas em uma
coisa: o alcance. Mostre que o alcance do projétil coincide nos dois casos. Calcule a maxima altura
alcancada pelo projétil segundo Simplicio e segundo Salviati.
Solucio:
Para ambos os casos tem-se: v, () = vocosf e v, (f) = vgsiné — g¢, com o tempo de subida do

projétil igual ao seu tempo de descida.
2v2

2
Portanto o tempo de voo do projétil € T = Yo sin @, e o alcance R = — sin § cos , comum a
8
ambos (vide (6) e (7)).

Figura 13: Simplicio X Salviati

2
A%
Porém, para Simplicio, a altura é Hg; = Rtan 6 = “Oin20, (vide Figura 13) enquanto que para
2

H .
Salviati a altura é Hg, = 2—0 sin® @ (vide (9)). Note ainda a relagao Si_ 4,
8 Sa
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A. 4. Uma circunferéncia de raio R gira com velocidade constante sobre um eixo horizontal. Do
ponto P (vide Figura 14) se desprende uma particula, que apds estar no ar, volta a cair sobre o mesmo
ponto da circunferéncia. Qual a velocidade da circunferéncia?

\
=

Figura 14: Trajetéria de uma particula em suspensao

Solucao:
Sejam v a velocidade escalar com que a circunferéncia estd se deslocando sobre o eixo Ox e 7 o
tempo de vo da particula. Da localizacdo de P (ponto de langamento) observa-se que vy(f) = v e

vy(t) =v—gt. Como 0 = Vy(g), segue que v = g7 Entao

2nnR naR
V= = g = Vv =+/gnnR,
T \
onde n € o nimero de revolugdes que a circunferéncia realiza no intervalo de tempo [0, T].
|

A. 5. (ITA - 2009) Dois projéteis sao lancados de um mesmo ponto ao mesmo tempo. O projétil
P, com velocidade escalar inicial v; e angulo de elevagao 61, o projétil P,, com velocidade escalar
inicial v, e angulo de elevacdo 6,. Calcule a distancia d entre os projéteis no instante em que o
primeiro alcanca o dpice de sua trajetoria.
Solucao:

Segue de (4) que a trajetdria do projétil P;, 7 = 1,2 é dada por

r; (1) = (Vi cos#;t,v;sinb;t — %tz) )

\% . . s . ., .
Sendo T = — sin@; o tempo para que P; atinja o dpice de sua trajetdria, segue que
8
d? IF1(Th) — T2(Th) |2

) 2 . 2
v sin 6 visiné . .
(—1 1) (vicos By — v; cos 92)2 + (¥) (vp sin @, — vy sin 91)2
8 8

. 2
)
(2100 (313t - ).
8

[
A. 6. Dois projéteis sao lancados de um mesmo ponto com a mesma velocidade escalar inicial e
seguem trajetorias descritas na Figura 15. Qual projétil tem o menor tempo de v6o?
Solucao:
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Figura 15: Comparagao de tempos de voo

Sendo vq a velocidade escalar inicial de langamento dos projéteis, o respectivo tempo de voo é

2
T = 20ing;,i = 1,2. Logo T» < Ti.
g

[
A.7. (ITA-2011) Um projétil de massa m é lancado com velocidade escalar inicial v e um angulo de
elevagdo 6. No dpice de sua trajetoria, o projétil € interceptado por um segundo projétil, de massa M
e velocidade escalar V, que havia sido langado verticalmente do eixo horizontal Ox. Considerando
que os dois projéteis “unem-se” apds o impacto e desprezando qualquer tipo de resisténcia aos
movimentos, determine a distancia d do ponto de queda dos projéties em relagdo ao ponto de
lancamento do segundo projétil.

H

. >
9

A 4

Figura 16: Choque entre projéteis

Solucgao:

Sem perda de generalidade pode-se assumir que % possui o sentido indicado na Figura 16. Caso
contrario, na sequéncia basta trocar V por —V.

Por hipotese o momento linear (P = mv) dos projéteis € conservado (antes e depois do choque),
logo, decompondo-se os movimentos nas dire¢oes dos eixos coordenados tem-se

mv cos 6
mvcos=(m+M)vy, = vy = ——,
m+M

onde v, é a componente horizontal da velocidade (do conjunto) dos projéteis apds a colisdo.

Similarmente,
MV

m+M’
Portanto o tempo 7, de queda (do conjunto) dos projéteis apOs a colisdo € obtido resolvendo-se a
equacao

MV=m+M)v, = v, =

0=H+vyt - %ﬁ. (22)
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2
De (9) sabemos que H = ;— sin? 8. Logo a tinica solugdo positiva para (22) é
8

MXI+\/( MV )2+V2sin29

f = m+ m+M
g =
8
Portanto
MV MV 2, 2.2
mvcos 0\ | menr T\ Grgpz) + v2sin” 6
d=vyt, =
m+ M g

[ ]
A. 8. (AFA - 2022) Um projétil € lancado com velocidade escalar inicial vo e um angulo de elevacao
6. No épice de sua trajetdria, o vetor posi¢do r(7°) faz com o eixo horizontal Ox um angulo «.

tan 6
Mostre que =2.
tan
y“ v
8 \a
X
Figura 17: Relacao entre angulos
Solucao:
De fato, sabendo-se que 7 = — sinf, tem-se por (4) que ¥(7) = 2 cos@sine, 2—0 sin 0
8 8 8
2 in2
Vg sin© 6
) 2 tan 6
Assim, tan @ = 3 & - = .
Vg cos fsinf 2
8

A. 9. (Escola Naval - 2014) Um projétil de massa m € lancado com velocidade escalar inicial vg
e angulo de elevagdo 6. No 4pice de sua trajetdria, o projétil separa-se em dois fragmentos iguais,
sendo que um deles (fragmento A) sofre apenas uma inversdao no seu vetor velocidade. Calcule a
distancia d, entre os os dois fragmentos quando o fragmento A atinge o solo.
Solucio:

Como o momento linear do projétil € conservado (antes e depois da separacao), decompondo-se
os movimento nas direcdes dos eixos coordenados tem-se

m m vVa + VR

mv, = EVA + EVB == Vv, = — (23)
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Figura 18: Fragmentacao de projétil

Vo . ‘e . L - S
Se 7 = ~2sin 6 denota o tempo para o projétil atingir o apice de sua trajetoria, e observando que
8

0
V4 = —V(Cos b, tem-se vq = —gTC?Se . Dai segue de (23) que
sin
cos cos 6 cos 6
2vy =287 — =—g7 +vp = vp=3gT

sin 6 sin 6 sinf

Como os tempos de subida e descida do projétil sao iguais, segue que

d=|vaT |+ |vaT| = 4gT?>

cos 6
sinf
[

A. 10. Um projétil € lancado com velocidade escalar inicial vy. Variando-se o angulo de elevacao
0, qual a altura H méaxima que o projétil pode atingir quando sua distancia horizontal é d unidades
do ponto de lancamento?
Solucgao:

Considere a reta x = d (vide Figura 19). O ponto (d, H) de maior ordenada que pode ser
atingido por uma trajetoria com velocidade inicial v( é aquele que pertence a pardbola de seguranca
determinada por vy.

Ps

X
Figura 19: Méaxima altura generalizada

Portanto segue de (16) que
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A. 11. Qual € a velocidade escalar inicial vop minima com que um projétil deve ser langado para que
ultrapasse um obsticulo de altura H distante d unidades do ponto de lancamento? Qual o respectivo
angulo 6 de elevacao?

Figura 20: Velocidade minima generalizada
Solucao:

A velocidade minima € a velocidade v( associada a pardbola de seguranca que passa pelo ponto
P =(d,H). De (16) tem-se

2v2 v
d*+ —LH-—3=0 = vj=gH+gVH*+d>.
8 8

— H
Observando que o angulo de inclinagdo de OP € 8 = arctan (E)’ tem-se por (17) que

0=—+

IR
YR

[
A. 12. Um projétil é langado com velocidade escalar inicial v e angulo de elevagdao 6 de um dos
vértices de um tridngulo com base no eixo horizontal Ox. Ele passa tangenciando um dos vértices e
aterrisa no terceiro vértice que esta na base horizontal (vide Figura 21). Se os angulos da base do
triangulo sao a e S, mostre que tan § = tan « + tan .

y

r

Figura 21: Trajetdria circunscrita a triangulo

Solucao:
YR

y y
Tem-se tana = = etan8 = —— — tana +tanff = ——.
X p R—x p x(R —x)
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Umavez que R = 2sin2 =— v2=—2"" ComoP = , ertence a trajetoria do
q 0 2sinfcosh (*.) p J

8
projétil, segue de (5) que
YR
x(R-x)

8

Y= _2V(2) cos2 6

x* +tan fx = x tan 6 (1 - %) = tanf =

[ ]
A. 13. Um alvo suspenso estd localizado no ponto P = (xq, yg) do plano xy cujo segmento O P
faz um angulo 6 com o eixo horizontal Ox. O alvo € solto no exato instante em que um projétil €
lancado da origem com velocidade escalar inicial v, angulo de elevagdo 6 e alcance R. Mostre que
se R > x( o projétil sempre atinge o alvo, independentemente da velocidade vy.

o’

Figura 22: Alvo em queda livre

Solucio:

Enquanto o alvo percorre sua trajetoria de queda livre descrita pela expressao P(t) = (xo, Yo — %tz) ,
o projétil descreve sua trajetdria F(r) dada em (4). Com isso a condi¢do de impacto ¥(¢,) = P(1,),
€ satisfeita para 7, = ? cos #, mostrando que o tempo para impacto € inversamente proporcional a

velocidade escalar inicial e que o impacto sempre ocorre se o alcance R do projétil superar x.
Pode-se observar ainda que a velocidade escalar inicial minima para que o projétil atinja o alvo

¢ dada pela condi¢ao
Vo 8%0
R=xy & —sin20=xy & vg= - .
g sin 26

Neste caso 0 impacto ocorre no exato instante em que o alvo atinge o eixo Ox.
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Apéndice A

/ O da / cos a
0 cosda o costa
cos @
= / da

(l—sm a
1o R
= - + d
4/ cosa 1+sma l—sina/] ¢
1 1 e
= _/ cosa 5+ COS_a 2] da+—/ &d&
4 (1+sin@)” (1-sina) 2.Jo (1_sjn2a)
sin a=u 1/5”19 1 J +1/9[ cosa  cosa ]d
= —_ u — o
4 (1+u)2 (1-u)? 4 Jo Ll+sina 1-sina
sin a=u 1 - 1 + 1 /sin9 1 + 1 d
a . Z u
4 1+sm9 1-sinf| 4 ), l+u 1-u
1 sin @ 1
= - — +—[ln(1+sin9 —ln(l—siné’)]
2[1—sin20] 4 :

—+_ —_—

2cos26 4 n 1 —sin®
sin 6 1. (1+sin6)?

2cos2h 4 (1 _ sin? 6’)
1] sin@ 1 1+siné

2 cosd

B sin 6 1 (1+sin9)

5~ +1In
cos- 6
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Apéndice B

Tabela 1: Lancamento de um projétil com velocidade escalar vy e angulo de elevagao 6

Posi¢ao horizontal
Veloc. horizontal

Tempo de voo
Alcance

Altura no apice
area sob trajet.

Comprim. trajet.

Posi. horiz. gener.
Vel. horiz. gener.

x(t) = xo + vo cos 6t
vy (1) = vocos 8

2
T_ﬂsiné

5

v
R=-"sin26

g2

A%
H=-2sin%0
2g

2v4

—(2) sin® @ cos @

3g

% sin 6 + cos? @ In ( Lisind

g cos 6
x'(1) = x{+vocos Ot — w#
vy () = vgcos 6 — g sin Bt

Posicao vertical
Veloc. vertical

Tempo até apice
Alcance maximo
Altura maxima
area maxima

Comprim. méx.

Posi. vert. gener.
Vel. vert. gener.

_ : )
y(t) = yo+Vvosinft — 5t
vy(t) = vosinf — gt

Tzﬁsine
g

v2
R:—O p/ 0=
8

T
jo="=
pro=s5

4 /e

0 —
2

1,2v

2
I_Imaxzz_0
4 _£
max — 3

, p/ 6 ~ 56,468°

L max ~

y' (1) = yy + vosin 6t — —gcgs'gtz

vy (t) = vosin6 — g cos Bt

2v \
Tempo voo gener. | 77 = % sing Tempo dpice gen | 7' = 0 sing
8 €08 gcosp
2v 201 si
Alcance gener. ! 2 cos? sinf cos(6 + B) | Alcance max gen | R’ = %, /6 = ﬂz_ﬁ
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