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Oscilagoes na area do quadrado

Oscillates in the area of the square

Resumo

Neste artigo, discutimos como o conhecimento do célculo dife-
rencial e integral pode auxiliar os professores na elaboragao de
atividades para o ensino bésico. Para isso, examinamos como
inferir aproximadamente a 4rea da regido no plano xy delimi-
tada pelo gréfico da fungaox € [0,1] — 1 + % sen(x4/n), com
n € N, além dos eixos x e y e daretax = 1. Utilizamos elemen-
tos da matematica elementar, conforme abordados no ensino
basico, para obter féormulas aproximadas. A justificativa da
eficiéncia de tais formulas, no entanto, € realizada por meio do
calculo diferencial e integral. Também mostramos como essa
andlise pode ser aplicada ao célculo aproximado de areas de
figuras planas obtidas pela variacdo dos lados de poligonos uti-
lizando fungdes trigonométricas. Para isso, definimos a nogao
de fun¢des com bom comportamento oscilatorio.

As figuras e animacoes foram produzidas com os pacotes
graficos IATEX animate, tikz, tkz-euclide e pgfplots.
Palavras-chave: Animate. Area. Oscilagio. Quadrado. Tikz.

Abstract
In this article, we discuss how knowledge of differential and
integral calculus can assist teachers in designing activities for
basic education. To this end, we examine how to approximately
infer the area of the region in the xy plane bounded by the graph
of the functionx € [0, 1] 1+% sin(x+/n), withn € N, as well
as by the axes x and y and the line x = 1. We utilize elements
of elementary mathematics, as addressed in basic education,
to obtain approximate formulas. However, the justification for
the efficiency of such formulas is provided through differential
and integral calculus. We also show how this analysis can be
applied to the approximate calculation of areas of planar figures
obtained by varying the sides of polygons using trigonometric
functions. To do this, we define the notion of functions with
good oscillatory behavior.
The figures and animations were produced using the I&TEX
graphic packages animate, tikz, tkz-euclide, and
pgfplots.
Keywords: Animate. Area. Oscillates. Square. Tikz.
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1 Introducao

O estudo de fungdes reais de uma varidvel real com comportamento oscilatdrio apresenta impor-
tantes aplicagdes em diversos ramos das ciéncias exatas e naturais, como Engenharias, Estatistica,
Financas, Fisica, Quimica, Matematica, entre outros. Segundo Lima [1], o desenvolvimento das
funcoes periddicas teve avangos significativos com a descoberta de Joseph Fourier em 1822 [2],
que demonstrou que toda fungdo periodica pode ser escrita como uma soma de funcdes do tipo
f(x) = bcos(ax) + b sen(ax), onde a e b sdo constantes. O estudo da Trigonometria, em particular
o estudo de funcdes dessa forma, compde atualmente parte do curriculo do Ensino Basico em Ma-
tematica. A Lei de Diretrizes e Bases da Educacgado Brasileira [3], no que se refere a Trigonometria,
destaca: “[...] resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fenomenos periddicos reais
(ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas representagoes
com as funcdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e
geometria.”

Na Geometria Euclidiana, um tépico fundamental € o estudo de areas de figuras planas, e
um ponto de partida pode ser o cdlculo da drea de um quadrado, método usado para obter as
férmulas para o célculo de areas de alguns quadrilateros, como o retangulo, paralelogramo, trapézio
e losango. Além disso, com o calculo da drea de quadrados, podemos obter algumas das formulas
mais conhecidas para o cdlculo de areas de figuras planas. Formalmente, é necessario o seguinte
postulado, conhecido como postulado de Euclides para dreas, veja [4] e [5].

Axioma da drea. Existe uma tnica fungao area a com a propriedade que a(Q) = 1 sempre que Q
¢ um quadrado com lados de comprimento 1.

As conexdes entre contelidos matemadticos auxiliam no processo de ensino/aprendizagem e
contribuem para a formagao do pensamento abstrato dos alunos. Relacionar o cédlculo de area de
figuras planas com a trigonometria proporciona ao aluno a ideia de que a geometria nao € somente
um conjunto de formulas estdticas previamente estabelecidas. Calcular, mesmo que de forma
aproximada, a drea de uma figura plana que difere das usuais apresentadas nos livros-texto permite
ao aluno compreender que a Matematica se encontra no centro do processo de criagdo. Além disso,
esse processo pode proporcionar ao aluno, através de investigacdo matematica, a obtencao de um
método para o calculo de area de uma figura plana diferente das usuais. Dito isto, nosso primeiro
objetivo neste artigo € estudar, do ponto de vista do Ensino Basico, dreas de figuras planas através
da variacao dos lados de poligonos usando fung¢des trigonométricas.

E importante esclarecer que as atividades envolvendo o cdlculo aproximado de dreas utilizam
conceitos de Matematica elementar, voltados ao nivel basico, para facilitar a compreensao dos
alunos. No entanto, algumas justificativas, especialmente aquelas relacionadas ao comportamento
das funcdes oscilatorias, requerem o uso de conceitos de calculo diferencial e integral. Esses
tépicos, mais avancados, sao destinados ao professor, para que ele compreenda e possa embasar
adequadamente as atividades aplicadas em sala de aula.

Nosso segundo objetivo € fornecer ao leitor recursos pedagdgicos para a elaboragao de atividades
voltadas ao Ensino Bésico. Para isto, utilizaremos uma linguagem computacional apropriada para a
diagramacao de textos de Matemdtica, a saber, o I£[[EX. Mais precisamente, utilizaremos o pacote
grafico TikZ, que permite a produgdo, edicdo e compartilhamento de desenhos graficos com alta
qualidade. Dessa forma, alertamos que nosso segundo objetivo € utilizar funcionalidades dos pacotes
grificos IATEX Animate e TikZ com a finalidade de produzir figuras e animacoes.

Abaixo, tabelamos, veja Tabela 1, a combinacao adequada entre leitores de texto PDF e sistemas
operacionais, a fim de termos um funcionamento adequado das animacdes presentes neste texto,
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veja também a Tabela 1 em [6].

Leitor/Sistemas | Linux | MacOS | Windows
Adobe A. Reader ok ok
KDE Okular ok ok
PDF-XChange ok
Foxit PDF Reader ok ok

Tabela 1: ok: reproduz a animagao

A estrutura deste artigo € organizada da seguinte forma. Na Secao 2, definimos o conceito
de oscilagao e discutimos a area de um quadrado como base para nossos estudos. Na Sec¢do 3,
analisamos os zeros da funcdo f, — 1. Na Secdo 4, apresentamos as principais conclusdes de nosso
estudo. Finalmente, no Apéndice, incluimos os cédigos em IKTEX utilizados para a geragao dos
gréficos, figuras e animagdes presentes neste texto.

Em todo o presente texto, ‘u.m’ denota ‘unidade de medida’ e ‘u.a’ denota ‘unidade de area’.

2 Oscilacao da area do quadrado

Consideramos um quadrado Q no plano xy cujos lados medem 1 unidade de medida (u.m.) e
denotamos sua area por @(Q). De acordo com o Axioma da area mencionado anteriormente, temos
que @(Q) = 1 unidade de area (u.a.). Além disso, consideramos a regido Q, no plano xy, definida
da seguinte forma:

1
0n={(x,y):0<x<1,0<y<1+-sen(xvVn)},
n

onde n € um nimero natural.
Abaixo, na Figura 1, ilustramos o quadrado Q; na Figura 2, apresentamos a regiao Q, para o
valor n = 30.

Figura 1: Quadradro de lado igual a 1 u.m

As figuras 3 e 4 abaixo sao animagdes que ilustram o comportamento oscilatorio da regidao Q,,.
Com a ajuda dessas animagoes, o leitor pode visualizar de maneira mais clara como pretendemos
comparar as quantidades a(Q) e a(Q,,) para valores de n suficientemente grandes.
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Figura 2: Oscilacdo da area do quadrado
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Figura 3: Oscilando a area do quadrado
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Figura 4: Grafico da funcio f,,(x) =1+ %sen(x\/ﬁ) comx € [—%, 101

o+——
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9*

Figura 6: Grafico da fungo f>(x) = 1+ % sen(xV2) com x € [0, 37]

o+
o 1 2 3 4 5 6 717 8 9*

Figura 7: Grafico da fun¢do f3(x) =1+ % sen(xV3) com x € [0, 37]
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Figura 8: Grafico da fungdo fy(x) =1+ }‘sen(Zx) comx € [0,3n]

Para cada n € N, consideramos a funcao f, : R — R dada por

fux) =1+ %sen(x\/ﬁ), x €R.

Intuitivamente, o grafico da funcio f;,, restrito ao intervalo [0, 1], se aproxima do lado superior
do quadrado [0, 1] x [0, 1]. A funcdo f, converge uniformemente para a fun¢ido f,, = 1 no intervalo
[0, 1] a medida que n tende ao infinito. Para mais detalhes sobre os modos de convergéncia de
sequéncias de funcdes reais de uma variavel real, consulte [7].

Dessa forma, o principal objetivo deste artigo € compreender que, quanto maior o valor de n,
menor € a quantidade |@(Q,) — @(Q)|. Em outras palavras, a medida que n aumenta, a area de Q,
se torna cada vez mais proxima da area de Q. Neste contexto, dizemos que a drea de Q, é uma
oscilacdo da drea do quadrado Q para todo inteiro positivo 7.

Com o auxilio do calculo integral de funcoes reais de uma varidvel real, podemos calcular a
area de Q,; no entanto, o bom comportamento oscilatério de f, nos permite aproximar a area de
0, sem a necessidade de utilizar o conceito de integral, mantendo-nos confortiveis no contexto da
Matematica elementar, tal como abordada no Ensino Basico.

Veremos na préxima se¢ao que o bom comportamento de f;, € fundamental para nossa discussao.
Observamos que f,(1) # 1, e assim |a(Q,) — a(Q)| # 0, para todo n € N. Esse fato pode ser
visualizado na Figura 4, assim como nas figuras 5, 6, 7 e 8. Note que, embora o gréfico de f; oscile,
ele nunca toca o ponto do plano cartesiano (1, 1) antes que o processo de “passagem ao limite”
seja concluido. Dessa forma, o problema a ser considerado neste artigo € encontrar uma férmula
aproximada para a(Q,,).

Definicao 1 Uma funcao f : R — R se chama periédica quando existe um niimero real T # 0
tal que f(x + T) = f(x) para todo x € R. O menor positivo T satisfazendo a igualdade acima é
chamado o periodo fundamental de f.

Por exemplo, sejam a, b,c € R\ {0} e considere a funcdo f,5. : R — R dada por f,p.(x) =
a + b sen(cx) para todo x € R. O periodo fundamental de f,;. € dado por T = %

Na expressao de f,5c, 0 parametro b fornece a amplitude do grafico de f em relacdo ao eixo
X, € 1ss0 estd associado com o tamanho da onda que representa geometricamente o grafico de f,p..
Além disso, quanto menor é o periodo 7" maior é o nimero de oscilagdes apresentadas pelo grafico
de f e, quanto menor € a amplitude b mais préximo da reta y = a o grafico de f esta.

Agora, parax € Ren € N, defina

fo(x) =1+ % sen(xvVn).
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Fixado n, temos a, = 1, b, = 1/n e ¢, = v/n e o periodo de f, é dado por

2n
T, =—— — 0 quando n — oo. (D
[V
Quanto a amplitude de f,, o parametro b, = - nos fornece a amplitude do gréfico, onde

1
b,=—-—0 quando n — oo.
n

Com isso, quando n — oo o grafico de f,, — 1 uniformemente sobre R. Desta forma, o gréfico de
fu oscila muito para valores grandes de n mas, por contra partida, a amplitude fica muito pequena,
veja novamente Figura 3.

Em contraste com f,,, para cada x € R e n € N, definamos a fungao

1
gn(x) = 1 + = sen(xn?).
n

Fixado n, temos a, = 1, b, = 1/nec, =n*eo periodo de g, é dado por

2
Ty, = _72r — 0 quando n — oo. 2)
n
Quanto a amplitude de g,, o parametro b, = ;- nos fornece a amplitude do grafico, onde
1

b, =—-——0 quando n — oo.
n
Com isso, quando n — oo o gréfico de g, — 1 uniformemente sobre R. Desta forma, o grafico de
gn oscila muito para valores grandes de n mas, por contra partida, a amplitude fica muito pequena.

Num primeiro momento poderiamos erroneamente pensar que f, € g, t€m o mesmo comporta-
mento. No entanto, na Figura 9 abaixo, apresentamos os graficos de f;, e g,.

AN

Figura 9: Gréficos de f, (azul) e g, (violeta)

y

Observando a Figura 9, vemos que o grafico de g, em violeta oscila bem mais rdpido que o
grafico de f,, em azul. Isto poderia ser analiticamente observado comparando as convergéncias (1)
e (2). Mas, a discrepancia na velocidade com que o periodo de g, converge a zero em relacdo ao
periodo de f, ndo parecia evidente até analizarmos seu graficos. A diferenca de comportamento
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de f, e g, pode ser analiticamente obeservada quando calculamos o comprimento dos graficos no
intervalo [0, 1].

Relembre que para uma fun¢do continuamente diferenciavel f : (0,1) — R, seu comprimento
de grafico € dado pela expressao

1
() = /0 VIt (P02 d. 3)

Aplicando (3) para f, e g,, obtemos

1
1
f(fn)Z/ \/1+;cosz(x\/ﬁ)dx—>1 quando n — oo
0

1
t(gn) = /0 V1 + n2cos?(xn?) dx — oo quando n — oo,

Definicao 2 Para cada n € N, seja f, : R — R uma funcao periédica com periodo fundamental
T, > 0. Diremos que a sequéncia de fungoes periodicas ( f,,), possui bom comportamento oscilatorio
quando f, converge uniformemente para uma constante fo, e lim,_ €(f,) < oo.

Concordando com a defini¢do acima, temos que f, possui bom comportamento oscilatério ao
passo que, g, nao possui bom comportamento oscilatério. Por esse motivo utilizamos f;, na definicao
do conjunto Q,,.

3 Nuamero de mudanca de sinal de uma funcao

No que segue, daremos enfoque no comportamento da fungdo f,,. Outra propriedade que nos da
informagdes no comportamento de uma fungdo € o nimero de raizes que ela possui.

Definicao 3 Seja X Cc R. Diremos que x € X é uma raiz de uma funcao f : X C R — R quando

f(x)=0.

Definicao 4 Dada uma funcdo f : (0,1) — R continua, definamos o niimero de mudanga de sinal
de f, e denotamos por v(f), como o nimero de componentes conexas do conjunto {x € (0,1) :
f(x) # 0} menos um. Alternativamente,

v(f) =sup{m >0: existe 0 < xg < x| <...<Xxy <1 tais que

Jxi) f(xim1) <0,i=1,...,m}.

Consideremos a func¢ado f,, — 1. Note que
1
—sen(xVn) =0 = sen(xVn) =0 = xVn=kn, keZ.
n

Portanto, as raizes de f,, — 1 sdo dadas pela seguinte expressao

km
Xk = —,
“T
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Ou seja, para quaisquer valores de n # 0 e k # 0, as raizes x; de f, — 1 sdo sempre irracionais.
Assim, a unica raiz interia de f, — 1 é xo = 0 e, consequentemente, x = 1 nao € raiz de f,, — 1,
justificando assim a afirmacdo feita na se¢do anterior de que |@(Q,) — @(Q)| # 0 para qualquer que
sejan € N. No entanto, |a(Q,) — a(Q)| — 0 quando n — oo.
Sobre a quantidade de raizes que existem no intervalo [0, 1], temos que, para qualque k € N,
devemos ter Vi
n

k—ﬂ<1<:>kﬂ'<\/;l<=k<

\/z

Portanto, v(f, — 1) < \/_, isto é, \/_ € um limitante superior para o nimero de mudanca de sinais de
fan—1.
kn (k+1)m
/\ | - \/lz Ve .| |

Figura 10: Raizes de f,, — 1

Na Tabela 2 abaixo, apresentamos algums valores segundo a variagao do parametro 7.

n ~ % v(fy, — 1) | Componentes | Nimero de Raizes
10 0,31 0 1 1
100 1 1 2 2
1000 3,18 3 4 4
10000 10,06 10 11 11
100000 | 31,83 31 32 32
1000000 | 100, 65 100 101 101
10000000 | 318,30 3000 301 301

Tabela 2: Quantidade de raizes de f, — 1 em [0, 1]

Quanto a distancia entre duas raizes de indices consecutivos de f,, — 1, perceba que

k
(k+1)———ﬂ—1—>0 quando n — oo.

Note que a distancia entre as raizes independe de k. Assim, vemos que as raizes estao igualmente
espagadas no intervalo [0, 1]. Esta propriedade sera fundamental para obtermos aproximacdes para
aareade Q,,.

|Xk+1 — xi| =

4 Aproximacoes geométricas
Nesta se¢d@o, encontraremos algumas férmulas para aproximar a(Q,). Observamos que

la(Qy) —a(Q)| # 0, nll_>n(}o l(Q,) — a(Q)| — 0.

Assim, temos um controle sobre a drea de Q, e, uma vez que ela se aproxima de Q, teremos
a estimativa superior de 1u.a. para nossas férmulas. De fato, sabemos do Calculo Diferencial e
Integral que

mas
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! 1 1 —cos(y/n
a(Q,) = / 1 + —sen(xVn) dx = 1= cos(yn) +1—1 quando n — oo.
0 n n\n
O grafico da funcdo [0, 7] 3 x > sen(x) ndo € a parte superior de uma circunferéncia e também,
nao € a parte superior de uma elipse. Entdo, qual figura plana melhor aproxima esta area. Aqui,
utilizaremos o retangulo e o tridngulo. Obviamente ouras figuras podem ser utilizadas.
1

Vimos na segéo anterior que a amplitude de f, — 1 € dada por b, = . Além disso, seu periodo

¢ dado por Ty, = % De posse destas informagdes, consideramos no plano xy os pontos A = (0, 0),
D = (%, 0) e o graficode f,, — 1 parax € [0, ln] conforme Figura 11 abaixo.

B E C
1
n
A F D
K :
.
vn

Figura 11: Aproximagdes geométricas

Além disso, consideramos o tridangulo ADE e os quadrilateros AFEB e FDCE de forma que
E € o ponto cuja ordenada é dada por MaXyelo, £ | {fn(x) — 1} e F é o pé da perpendicular baixada

pelo ponto E em relagdo ao segento AD. Como para x € [0, 7] temos que sen(x) = sen(m — x)
temos que o grafico de f,, — 1 € simétrico em relacdo ao segmento E F' e assim, podemos supor que
o tridngulo ADE € is6sceles de altura EF e base AD. Também, os quadrilateros AFEB e FDCE
sao de fato retangulos. Portanto,

" _ ¢ a(ADCB) = - &)

2n+\/n n\n’

Denotando por Q\LF a figura plana delimitada pelo grafico de f,, — 1 e o eixo das abiscissas, temos

a(ADE) =

a(Qx) = /W 1 sen(xyn) dx = 2 — 0 quando n — oo.
Vi 0 n n\/ﬁ
Para estimarmos «@(Q,) inicialmente, observamos que existem dois casos a considerar. O
primeiro é quando f;, — 1 possui um nimero par de raizes em (0, 1) e, o segundo quando possui um
nimero fmpar. E vilido a seguinte relacdo v(f, — 1) — 1 = k, veja, por exemplo as figuras 12 e 13.
Devido a simetria do gréfico de f,, e como vimos na sec¢ao anterior que a distincia entre as
raizes de f,, — 1 € constante independente de k, quando n € fixo, temos que a drea hachurada acima
representa o erro cometido, isto é, E,, = |a(Q,) — a(Q)|.

Teorema 5

7r ’
1+ ——, se k é par,

k
n ;7 n;r/ﬁ
an(Qn) ~ 1 + cos(km)—— + E (-1 = n L (&)
n\n = 2n+/n ] ——+ , sek éimpar,
nyn  2nvn
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Figura 12: v(f, - 1) =3ek =2

AN

N4

Figura 13: v(f, - 1) =4 e k =3,

T
k 1+ —, se k é par,
aa(Qn) ~ T+ cos(km) —— + Y (-1 S— =4 Y Ny ®)
nmn = 2n\n l_ﬁ+2n\/ﬁ’ se k é impar,
and aaq(Qn)
1+ (=1)k n 1+ (=1)k 2 &N, ., om S
~ 1+ |———)cos(k —+[1——]Cosk — + 1) —+ -1
(5 eosthm =+ 1 = (5= | costim— DV o R
1+L, se k é par,

7
1 ”)ﬁ + dl + d kéi "
- , sek éimpar.
nyn 2n\n 4nyn P

Considerando o tridngulo ADE, obtemos a seguinte formula por falta (5). Para o retangulo
ABCD, obtemos a seguinte formula por excesso (6). Além disso, podemos considerar o tridngulo
AFE juntamente com o retangulo F'DCE para obter a seguinte formula mista para aan(Q,) (7).

Na Tabela 3, apresentamos alguns valores para as formulas mencionadas acima.

n a(Qn) ap(Qn) an(Qn) @pra(Qn)
10 | 1,063239 | 1,099345 | 1,198691 | 1,099345
15 | 1,030024 | 0,972961 | 0,945922 | 0,986480
30 | 1,001872 | 1,019119 | 1,038238 | 1,019119
100 | 1,001839 | 1,003141 | 1,006283 | 1,003141

Tabela 3: Area de Q,, e suas aproximacdes

Analisando os dados, observamos que para os valores de n acima a férmula por falta apresenta
maior precisao em relacdo a férmula por excesso. A formula mista coincide com a férmula por falta
quando k € par e apresenta maior precisao do que as outras.
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Concluimos o texto destacando que, embora o uso de ferramentas do calculo tenha sido essencial
para garantir que Q, € uma aproximacao de Q, a férmula (4) utiliza como argumento somente o
calculo de areas de triangulos e retangulos. Mais precisamente, as férmulas no Teorema 5 foram
obtidas com o uso das formulas de dreas de figuras planas. Essa formula e sua obtengdo podem
ser discutidas no ambito do ensino bésico, enquanto os argumentos mais sofisticados envolvendo
calculo ficam sob o conhecimento do professor.

A Codigos BTEX

No que segue disponibilizamos os codigos I&TEX usados para gerar as animagoes.
Figura 3:

\begin{figure}['htp]
\centering
\begin{animateinline} [controls,poster=first] {7}
\multiframe{200}{n=1+2%}{
\def\m{1/\n}
\begin{tikzpicture}[scale=3]
\draw[smooth,variable=\x,domain=0:1] plot ({\x}, {1+\m*sin(sqrt(\n)*\x r)});
\draw[->] (-0.2,0) -- (1.5,0) node[right]{$x$};
\draw[->] (0,-0.2) -- (0,1.5) node[above]{$y$};
\draw[fill=cyan!40,opacity=0.5] (0,0)--(1,0)--(1,1)--(0,1) -- cycle;
\node at (0.5,0.5){$Q_n$};
\node at (1,-0.1){{\tiny 1}};
\node at (-0.1,1){{\tiny 1}};
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
\caption{Oscilando a area do quadrado}\label{FigA3}
\end{figure}

Figura 4:

\begin{figure}['htp]
\centering
\begin{animateinline} [controls,poster=first] {6}
\multiframe{200}{n=1+23}{
\def\m{1/\n}
\begin{tikzpicture}[scale=3]
\draw[smooth,variable=\x,domain=-0.7%pi:0.7%pi,color=violet]
plot ({\x},{l+\m*sin(sqrt(\n)*\x r)});
\draw[->] (-2.5,0) -- (2.5,0) node[right]{$x$};
\draw[->] (0,-0.2) -- (0,1.5) node[above]{$y$};
\draw[dotted] (1,0)--(1,1)--(0,1);
\filldraw(1l,1)circle(0.01);
\end{tikzpicture}}
\end{animateinline}
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\caption{Grafico da funcao $f_n(x)=1+\frac{l}{n}\sen(x\sqrt{n})$
com $x\in[-0,7\pi,0,7\pil$}\label{FFgbGtigA3}
\end{figure}
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