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Transformando frequéncias em melodias:
analise de ondas sonoras e da curva de Railsback

Transforming frequencies into melodies: analyzing sound
waves and the Railsback curve

Resumo

Este artigo explora os principios da acustica e da linguagem mu-
sical, com énfase na transformagao de frequéncias em melodias
no contexto do piano. O estudo destaca a andlise da curva de
ajuste Railsback, uma metodologia utilizada por técnicos para
otimizar a qualidade sonora ao ajustar desvios de afinagdo ca-
racteristicos em pianos. Investigamos também os principais
tipos de ondas aplicadas na sintese sonora, incluindo senoi-
dais, quadradas e triangulares, avaliando suas propriedades
de frequéncia e amplitude e o impacto que exercem sobre a
percep¢do auditiva. No ambiente MATLAB, implementamos
esses tipos de ondas e apresentamos uma anélise detalhada
de como os parametros influenciam o timbre e a qualidade
do som. Por fim, implementamos um algoritmo que ilustra
o uso da curva de Railsback para ajuste fino das frequéncias
das teclas, proporcionando uma afina¢do que se alinha com a
percepcao auditiva ideal e a harmonia acustica.
Palavras-chave: Railsback, Ondas senoidais, Ondas quadra-
das, Ondas triangulares, linguagem musical.

Abstract

This paper explores the principles of acoustics and musical
language, emphasizing the transformation of frequencies into
melodies in the context of the piano. The study highlights the
Railsback tuning curve analysis, a methodology technicians
use to optimize sound quality by adjusting characteristic pitch
deviations in pianos. We also investigate the main types of
waves applied in sound synthesis, including sinusoidal, square
and triangular waves, evaluating their frequency and amplitude
properties and their impact on auditory perception. In the
MATLAB environment, we implement these types of waves
and present a detailed analysis of how the parameters influence
timbre and sound quality. Finally, we implement an algorithm
that illustrates using the Railsback curve for fine-tuning key
frequencies, providing a tuning that aligns with ideal auditory
perception and acoustic harmony.

Keywords: Railsback, Sine waves, Square waves, Triangle
waves, musical language.
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1 Introducao

A miusica permeia a histéria das civilizagdes desde seus primérdios, com notas e sons vari-
ando significativamente entre diferentes instrumentos, uma vez que nao existiam regras e padroes
estabelecidos para sua producdao. Um marco fundamental nessa jornada € atribuido a lenda que
narra a observacao de Pitagoras, quando este passava por uma oficina de ferreiro e notou que as
distintas batidas dos martelos, resultantes de suas diferentes massas, criavam harmonias agradaveis
ao ouvido, revelando uma intrincada combinag¢do sonora.

Pitdgoras percebeu que os sons das notas estavam interligados com o peso do martelo e seu
comprimento. A batida que produzia o som da oitava tinha exatamente a metade do peso do martelo
cujo som era o mais grave, produzindo a nota tonica. O som da quinta acima era produzido por um
martelo que pesava dois tercos do peso do mais pesado, sendo considerado o som intermediario. O
som do intervalo de quarta vinha do martelo que pesava trés quartos do peso do mais pesado. Dessa
forma, Pitagoras deduziu que os sons harmonicos surgem a partir das razoes envolvendo o tamanho
do objeto que produz o som (Silva, 2016).

A ordem das notas musicais € estabelecida como: do, ré, mi, f4, sol, 14, si. A partir destas sete
notas fundamentais, e mais cinco auxiliares (os bemdis e sustenidos), sdo compostas as melodias
da musica ocidental. Um dos importantes contribuidores para a evolucao da notacao musical foi o
monge Guido d’Arezzo (995 — 1050). Ele desenvolveu a pauta musical tetragrama, composta por
trés ou quatro linhas, e introduziu as claves de f4 e d6. Essas claves foram criadas com o intuito
de registrar de forma mais precisa a altura dos sons, facilitando a criagao de novas composi¢cdes e
melodias da época (Souza, 2012).

A necessidade de representar os sons musicais de maneira organizada e 16gica, como evidenciado
pelo surgimento do primeiro método algoritmico baseado no alfabeto musical, encontra paralelo na
Curva de Railsback. Assim como Guido d’Arezzo trouxe uma abordagem mais eficaz para a notagcao
musical, a Curva de Railsback traz rigor quantitativo a andlise da acustica do piano, permitindo
ajustes precisos nas frequéncias das teclas (Railsback, 1938a).

Com a finalidade de experimentar a geracao de dudio de maneira interativa, este trabalho tem
por objetivo apresentar um algoritmo implementado no software MATLAB, baseado no alfabeto
musical e na Curva de Railsback. O trabalho é dividido em seis capitulos, incluindo esta introdu¢do
que apresenta uma visdo geral sobre o tema. No capitulo 2, sdo apresentadas frequéncias e notas
musicais para contextualizacdo da aplicacdo. O capitulo 3 apresenta a Curva de Railsback. No
capitulo 4, sao apresentadas diferentes fun¢des no formato de onda. Finalmente, no capitulo 5, sao
apresentados os resultados finais da implementacao de codigos no MATLAB relacionados a musica,
conclusdes do trabalho e propostas para trabalhos futuros.

2 Frequéncias e notas musicais

O som é qualquer alteragao na pressao do ar que pode ser detectada e processada por nossos
ouvidos (Costa, 2003). Para que o som seja percebido, € necessario que o ar se mova com energia
suficiente para vibrar nossos timpanos internos. Quanto maior a pressdao do ar, mais intensa é
a sonoridade resultante. Para que nossos ouvidos captem o som, ele deve estar contido em um
intervalo especifico de frequéncia; a maioria das pessoas consegue discernir sons no intervalo de
20 Hz (oscilagdes por segundo) até 15 mil Hz. A faixa audivel ndo inclui sons abaixo de 20 Hz ou
acima de 15 mil Hz. Um tom, por sua vez, € um som que se repete com uma frequéncia determinada
(Meirelles, 2021).
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Um tom € originado por uma tnica frequéncia ou um conjunto restrito de frequéncias correlacio-
nadas. Em contrapartida, uma mescla de centenas ou milhares de frequéncias diversas € denominada
ruido. Quando nos deparamos com o som de um rio fluindo, o vento suave agitando as folhas, o
ruido produzido ao rasgar papel ou até mesmo a interferéncia sonora da TV ao sintonizar um canal
inexistente, estamos, na realidade, escutando diversos tipos de ruido. A nota musical €, em sua
esséncia, um tom singular. No entanto, esse tom especifico €, na verdade, uma combinagdo de
diversos tons que, quando harmoniosamente combinados, proporcionam uma experiéncia agradavel
ao cérebro humano.

Em consonéncia com essas caracteristicas da percepcao sonora, € intrigante contemplar como a
musica transcende a combinagdo de notas e frequéncias. Ela assume o poder de evocar emogdes,
narrar histdrias e até mesmo conectar culturas e épocas distintas.

3 Curva de Railsback

Nesta secado, apresentamos uma compilacdo das frequéncias fundamentais em hertz (ciclos por
segundo) das teclas de um piano moderno padrdo de 88 teclas ou um piano estendido de 108
teclas, afinado segundo o temperamento igual de doze tons. Serd considerado também no arranjo
a 49? tecla, correspondente ao A4 (L4 central), sintonizada em uma frequéncia de 440 Hz. Cada
oitava desse sistema é composta por doze semitons, representando um aumento ou diminui¢ao da
frequéncia em relagao a oitava anterior. Por exemplo, a frequéncia do A4 é 440 Hz e o A5, uma oitava
acima, € 880 Hz. Essa progressao ascendente ou descendente ocorre via multiplicagao (ascendente)
ou divisao (descendente) do valor anterior pela décima segunda raiz de dois, aproximadamente
igual a 1,059463. Este conjunto de informagdes forma a base para a compreensdao da Curva de
Railsback, oferecendo visdes essenciais para a andlise e otimizagao das caracteristicas actsticas do
piano (Giordano, 2015; Railsback, 1938a; Railsback, 1938b).

Para obter a frequéncia de um semitom acima de A4, como o A#4, multiplicamos 440 pela
décima segunda raiz de dois. Para ir de A4 a B4 (um tom inteiro, ou dois semitons), multiplicamos
440 duas vezes pela décima segunda raiz de dois, ou simplesmente pela sexta raiz de dois, aproxi-
madamente igual a 1,122462. Esta relacdo de frequéncias apresentada nesta lista € idealizada para
um piano teoricamente perfeito. No entanto, em um piano real, a propor¢ao entre os semitons €
levemente expandida, especialmente nas extremidades agudas e graves, onde a rigidez das cordas
pode introduzir desvios harmonicos. Isso resulta em notas que soam ligeiramente mais agudas do
que o esperado. Para mitigar essa particularidade, as oitavas sdo ajustadas de forma sutilmente mais
ampla, adaptando-se as caracteristicas unicas e inarmoOnicas de cada instrumento. Esse ajuste em
relac@o ao temperamento igual € conhecido como a Curva de Railsback, uma corre¢ao que preserva
a coesdo tonal em pianos reais, compensando os desvios inerentes € mantendo a afinacao harmonica
adequada ao longo do teclado.

A seguinte funcao fornece a frequéncia ‘ideal’ tedrica f; da n-ésima tecla, como mostrado na
tabela:

filn) =a’ x 2" (Hz), (1)

onde a’ € a quadragésima nona tecla do piano, na frequéncia padrio idealizada da musica ocidental
a nota La acima do D¢ central € afinada a’ = A4 = 440(Hz). Por outro lado, a partir de uma
frequéncia no piano padrao ideal, ajustado em A4, € possivel determinar o nimero da tecla através
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da formula:
¥
440

A Curva de Railsback, por si s6, nao possui uma defini¢do matemadtica exata e unica, pois € uma
curva empirica baseada em medicoes praticas das frequéncias das notas de pianos bem afinados.
Ora L. Railsback a descreveu ap0s realizar a medida de frequéncias de varias notas em diferentes
afinadores em pianos de cauda e compara-las com as frequéncias ideais da afinacdo igualmente
temperada. Essas medi¢oes foram, entdo, plotadas em uma curva que mostra as diferencas entre
a frequéncia medida e a frequéncia tedrica ideal para cada nota, esta curva foi denominada como
Curva de Railsback, como descrito em Railsback (1938a, 1938b).

A Curva de Railsback relaciona cada nota n do piano a diferenca (A(n)) entre a medida real da
frequéncia (f,(n)) e a frequéncia ideal (f;(n)) da afinacdo em centésimos de semitom (cents). De
forma simplificada podemos representar esta relacao da seguinte forma:

fr(n))
fi(n)

Nao podemos definir explicitamente a fun¢ido A(n), entretanto podemos utilizar dados empiricos da
curva de Railsback, e interpolar os valores experimentais para gerar aproximacoes para os desvios
(A(n)) para todas as teclas do piano. Uma vez estimado A(n) podemos determinar a frequéncia
ajustada ( f,,) a partir da frequéncia ideal da seguinte maneira:

n= 1210g2( ) +49.

A(n) = 1200 x log, (

fu(n) = fi(n) x 2780 )

A curva de Railsback exibe maiores desvios nas extremidades do teclado, enquanto esses desvios
tendem a se aproximar de zero proximo ao centro, geralmente na tecla 49. Conforme descrito por
Giordano (2015) e Railsback (1938a, 1938b), os tons graves em um piano sao levemente ajustados
para frequéncias mais baixas, e os tons agudos, para frequéncias mais altas, em comparagdao com
a afinacdo temperada exata. Esse ajuste € essencial para alinhar a afinagcdo real do instrumento
com as percepc¢oes auditivas ideais, proporcionando uma sonoridade mais harmonica e equilibrada.
Selecionamos alguns valores de desvio em cents da curva de Railsback apresentada em Giordano
(2015), que sao apresentados na Tabela 1. Em uma aplicagao pratica, esses dados de ajuste devem
ser obtidos empiricamente durante o processo de afina¢ao do piano.

1
-36,5

Tecla

Desvio (Railsback) 351 0 (2,11 31,5

24 |49 | 64 | 88
Tabela 1: Tabela de desvios da curva de Railsback em cents.

Com base nesses dados, utilizamos interpolacao por spline ctibica (interpolag@o por spline ciibica
€ uma técnica matematica que cria uma funcao suave e continua ao ajustar polindmios cuibicos entre
pontos consecutivos de dados, garantindo que a curva interpolada tenha continuidade até a segunda
derivada em cada ponto) para estimar o comportamento completo da curva ao longo das teclas do
piano. A Figura 1 exibe o grafico dos desvios previstos pela curva de Railsback ao longo das 88
teclas, demonstrando visualmente como o ajuste varia em funcao da posicao das teclas. A partir dos
valores dos desvios da curva de Railsback, podemos calcular a frequéncia ajustada (2) com base na
frequéncia ideal. Esse ajuste € ilustrado no Algoritmo 4 da Secao 5.
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Figura 1: Desvio da curva de Railsback.

O Dr. Ora L. Railsback foi um distinto professor de fisica e chefe do Departamento de Fisica
da Northern Illinois University no periodo de 1925 a 1950 (Janata, 2011), que fez contribui¢des
significativas ao estudo da afinagdo de piano. Seu interesse em acustica o levou a pesquisar as
nuances da afinacdo, empregando ferramentas como o estroboscopio cromético um dispositivo que
ele inventou e patenteou em 1940 como StroboConn, que se tornou amplamente usado na fisica
musical (The Keep, 2024).

O trabalho do Dr. Ora L. Railsback, realizado na década de 1930, trouxe uma compreensao mais
detalhada das nuances de afinacdo em pianos ao introduzir a Curva de Railsback, revelando ajustes
especificos nas frequéncias das notas para compensar a afinacao temperada e otimizar a qualidade
sonora. Sua curvaindica que notas graves e agudas se beneficiam de ligeiros desvios, permitindo uma
ressonancia mais natural e equilibrada ao ouvido humano. Esse modelo de afinacao é amplamente
aplicado em pianos acusticos. Para uma compreensao mais aprofundada e metodologias especificas,
recomendamos consultar Carrion (2010), Giordano (2015), Railsback (1938a, 1938b) e Ramirez
(2019).

4 Tipos de ondas e seu contexto na misica e na matematica

A anélise das frequéncias e da afinagdo dos instrumentos musicais, como visto na Curva de
Railsback, nos leva a explorar a natureza das ondas sonoras que compdem essas frequéncias. As
ondas sonoras podem ser representadas de diversas formas, sendo as mais comuns as ondas senoi-
dais, quadradas e triangulares. Cada tipo de onda possui caracteristicas distintas que influenciam
diretamente a qualidade do som produzido e percebido.
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Figura 2: Gréfico da onda senoidal, com f =3, A = % e¢p=0.

4.1 Ondas senoidais

As ondas senoidais sao a forma mais pura de onda sonora, representando um unico tom com
uma frequéncia especifica. Matematicamente, uma onda senoidal € descrita pela fungdo seno,

y(t) = Asin(2nft + ¢), 3)

onde A é a amplitude, f € a frequéncia em hertz (Hz), t € o tempo e ¢ € a fase.

As ondas senoidais como a ilustrada na Figura 2 sao fundamentais na andlise harmdnica e na
decomposicao de sons complexos em suas componentes frequenciais. Embora raramente ouvidas
isoladamente na musica, elas sdo essenciais para sintetizar e entender sons mais complexos. Sua
forma pura e previsivel torna-as ideais para afinacdo de instrumentos musicais, geracao de sons
fundamentais em sintese sonora e modelagem de caracteristicas tonais em gravacoes de estudio
(Bleicher, 2002).

Além de seu papel na musica, as ondas senoidais sao cruciais em diversas dreas da ciéncia e
tecnologia, incluindo comunicacdo de sinais elétricos e andlise de fendmenos oscilatérios. Elas sdao
utilizadas em sistemas de transmissao de dados, como modulacao de frequéncia e modulacao em
amplitude, devido a sua capacidade de representar sinais eficientemente e sem distorcoes signifi-
cativas. A suavidade e previsibilidade das ondas senoidais permitem que engenheiros e cientistas
modelem com precisdo o comportamento de sistemas complexos e desenvolvam solugdes eficazes
para uma variedade de problemas, desde oscilagcdes em circuitos eletronicos até vibragdes mecanicas.
No contexto da Curva de Railsback, a andlise das ondas senoidais e suas frequéncias especificas €
essencial para a afinagdo precisa dos instrumentos musicais.

4.2 Ondas quadradas

Ondas quadradas sdo compostas por uma série de harmonicos impares, produzindo um som ca-
racteristico e mais “dspero”’em comparacdo com a pureza das ondas senoidais. Elas sio amplamente
utilizadas na sintese de sons eletronicos e em instrumentos digitais devido a sua estrutura harmoénica
rica. Matematicamente, uma onda quadrada alterna entre valores maximos e minimos, ideal para
aplicacOes musicais e tecnoldgicas.
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Matematicamente, uma onda quadrada pode ser descrita por uma série de Fourier (Boyce, 2010):

o0

4 1.
y(1) = A~ Z ~ sin(2mn 1), 4)

n=1,3,5,...

onde A é a amplitude, f € a frequéncia em hertz (Hz), ¢ € o tempo e ¢ € a fase.

Na musica, as ondas quadradas como ilustrada na Figura 3 sdo essenciais em sintetizadores
analdgicos e digitais, criando timbres variados, desde baixos profundos até efeitos sonoros etéreos.
Na musica eletronica, elas sao frequentemente usadas para gerar sons pulsantes e texturas complexas
que caracterizam muitas faixas contemporaneas.

Além da musica, as ondas quadradas sao aplicadas em tecnologias como modulacao por largura
de pulso em circuitos de controle de motores e iluminagdo LED, demonstrando sua versatilidade.
Em controladores MIDI, por exemplo, a onda quadrada pode ser usada para gerar envelopes de
amplitude que modelam a dindmica de instrumentos musicais em tempo real.

Embora as ondas quadradas oferecam uma variedade de possibilidades sonoras, seus timbres
asperos podem nao ser adequados para todos os contextos musicais, especialmente aqueles que
buscam uma reprodu¢ao mais fiel de sons naturais, como instrumentos tradicionais ou a voz humana.

4.3 Ondas triangulares

Ondas triangulares possuem um som mais suave que as ondas quadradas, mas ainda contém
multiplos harmdnicos, embora em menor quantidade. Elas sdo representadas por uma série de
harmonicos impares, com uma decaida mais rdpida na amplitude dos harmdnicos superiores. Esta
caracteristica torna as ondas triangulares uteis na criacao de sons ricos em harmonicos, mas sem a
aspereza das ondas quadradas.

Matematicamente, uma onda triangular pode ser descrita por uma série de Fourier (Boyce, 2010):

y(t):A% Z %sin&nnﬂ), (5)

n=i3s5,.
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onde A € a amplitude, f é a frequéncia e 7 € o tempo. A onda triangular se assemelha a uma forma
triangular como podemos observar na Figura 4, caracterizada por um aumento linear da amplitude
até um certo ponto, seguido por uma diminui¢do linear da amplitude de volta ao zero.

Na sintese sonora, as ondas triangulares sao geradas através da adicdo de varias harmonicas
de frequéncias impares. Elas produzem timbres mais suaves e arredondados em comparagcdo com
outras formas de onda, como a quadrada ou a dente de serra. Sao frequentemente usadas para criar
sons de instrumentos de sopro, como flautas e trompas, bem como para gerar efeitos de modulacao
suaves.

A modulagdo em frequéncia de uma onda triangular pode produzir tons complexos e harmonicos.
Além disso, a onda triangular € utilizada em diversas aplicagdes tecnoldgicas, incluindo modulagdo
em amplitude e sistemas de controle de sinais.

5 Analise de formas de onda e ajustes de afinacao com a curva
de Railsback

Nesta secao, exploramos os principais tipos de onda aplicados na sintese sonora: senoidal, qua-
drada e triangular. Para cada tipo de onda, examinamos suas propriedades de frequéncia e amplitude,
destacando o efeito de suas caracteristicas sobre o som resultante. Além disso, implementamos cada
uma dessas formas de onda no MATLAB, apresentando uma anélise detalhada de como os diferentes
parametros influenciam o timbre e a qualidade sonora. Também desenvolvemos uma composi¢ao
musical completa no MATLAB, baseada em um conjunto de notas musicais pré-definidas represen-
tadas por frequéncias especificas. Por fim, nesta composicao ilustramos o uso da curva de Railsback
para ajustar as frequéncias das notas, buscando uma afinagao que reflete a percepcao auditiva ideal.
Os algoritmos apresentados nesta secao estao disponiveis em Martinez (2024).
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5.1 Algoritmo 1: geracao de onda senoidal

No primeiro algoritmo, utilizamos a onda senoidal (3), caracterizada por sua simplicidade e
pureza. Esta forma de onda representa uma unica frequéncia fundamental sem a presenca de
harmonicas adicionais. Devido a essas caracteristicas, a onda senoidal € conhecida por produzir um
som suave e rico, ideal para a andlise de tons puros e harmonicos. Além disso, ela € amplamente
utilizada como referéncia em sistemas de dudio de alta qualidade.

Utilizagao da funcao seno do MATLAB para criar as ondas senoidais correspondentes as notas
musicais Aplicacdo das correcoes de frequéncia conforme a Curva de Railsback Fun¢do ‘Chave’. A
melodia gerada é reproduzida usando a func¢ao ‘som’, que utiliza uma taxa de amostragem de 44100
amostras por segundo para transformar as representacoes das notas musicais em som audivel.

A utilizagdo da onda senoidal pura como base para a sintese sonora permite a geracao de
sons claros e precisos, essenciais para a afinacdo e andlise acustica de instrumentos musicais. A
combinacdo com outras formas de onda, como a onda triangular, permite a criacdo de sons mais
complexos e ricos, adicionando harmdnicos ao som.

Segue a implementagao do cédigo em MATLAB:

Algoritmo 1: onda senoidal
function Algoritmo_Onda_Senoidal()
% Parametros:
fs = 44100; % E a taxa de amostragem, configurada para 44100 Hz.
t =0:1/fs:1; % Vetor de tempo definido para um segundo.
frequencias = [440, 493.88, 523.25];
% Frequéncias das notas escolhidas [A4, B4, C5], onde
% A4 - La na Quarta Oitava
% B4 - Si na Quarta Oitava.
% C5 - DO na Quinta Oitava
% Funcao Chave para gerar a onda senoidal pura
%696%676%%667676 7676667676766 6967676766676 767666 676760666 76767666 67676666 767696667676 %666 67676966 %6767
function y = Chave(frequencia, duracao, fs)
t = 0:1/fs:duracao;
y = sin(2*pi*frequencia®*t);
end
%696%676%%667676 7676667676766 6967676966676 %7666 67676066676 %6.%666 676766676 767696667676 %6666 %676 066 %6767
% Geracao das notas musicais

notal = Chave(frequencias(l), 2/3, fs);
nota2 = Chave(frequencias(2), 2/3, fs);
nota3 = Chave(frequencias(3), 2/3, fs);

% Combinacao das notas para formar uma melodia
melodia = [notal, nota2, nota3];

% Reproducao do som

sound(melodia, fs);

end

A Figura 5 apresenta o sinal da melodia obtida pelo Algoritmo 1, com taxa de amostragem ajustada
para fs = 1000Hz, essa frequéncia foi escolhida para facilitar a visualizacao das variagdes do sinal
ao longo do tempo. Observa-se que a variacao de frequéncia ocorre de acordo com as mudancas de
notas na melodia, evidenciando como o sinal senoidal ajusta sua frequéncia fundamental para cada
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Figura 5: Sinal obtido para o Algoritmo 1.

nota sem introduzir harmonicos adicionais. Note também que a amplitude € limitada entre [—1, 1],
conforme esperado para uma onda senoidal.

5.2 Algoritmo 2: geracao de onda quadrada

Para gerar uma onda quadrada, utilizamos a série de Fourier, onde somamos harmonicos impares
da onda senoidal (4). A onda quadrada € conhecida por sua estrutura rica em harmdnicos impares,
resultando em um som mais “aspero”’quando comparado a onda senoidal.

Algoritmo 2: onda quadrada

function Algoritmo_Onda_Quadrada()

% Parametros:

fs = 44100;: % E a taxa de amostragem, configurada para 44100 Hz.
t =0:1/fs:1; % Vetor de tempo definido para um segundo.
frequencias = [440, 493.88, 523.25];

% Frequéncias das notas escolhidas [A4, B4, C5], onde

% A4 - La na Quarta Oitava

% B4 - Si na Quarta Oitava.

% C5 - DO na Quinta Oitava

%%6%6%6969667676%696966%676 76966696766 %6966676. 766966667666 96696.76 %676 69696%6. 766666967666 96966.%6. 766666
% Funcao Chave para gerar a onda quadrada
function y = Chave(frequencia, duracao, fs)
t = 0:1/fs:duracao;
y = 0;
num_harmonicos = 10; % Numero de harménicos escolhidos para a aproximacao
for k = 1:2:num_harmonicos
y =y + (1/k)*sin(2*pi*k*frequencia*t);
end
y = (4/pi) * y; % Normalizacao (4/pi) garante que a amplitude da onda
quadrada esteja correta de acordo com (4).
end
%6%6%6%6966%67676%696066%676 769666967676 %696069676 7669606696766 266069676676 2606 969676 66606967676 %6960696%6. 7669666
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Figura 6: Sinal obtido para o Algoritmo 2.

% Geracao das notas musicais

notal = Chave(frequencias(l), 2/3, fs);
notaz2 Chave(frequencias(2), 2/3, £fs);
nota3 Chave(frequencias(3), 2/3, fs);

% Combinacdo das notas para formar uma melodia
melodia = [notal, nota2, nota3];

% Reproducdao do som
sound(melodia, fs);
end

A Figura 6 apresenta o sinal da melodia obtida pelo Algoritmo 2, com taxa de amostragem
ajustada para f's = 1000Hz, essa frequéncia foi escolhida para facilitar a visualizacdo das variagoes
do sinal ao longo do tempo. Além da variacao de frequéncia, que ocorre conforme as notas mudam,
observa-se uma variacao distinta na forma do sinal, caracterizada pela transi¢do abrupta entre altos
e baixos valores, tipica das ondas quadradas. Nota-se também que a amplitude do sinal ultrapassa o
intervalo [—1, 1], isto ocorre devido ao fendmeno conhecido como fendmeno de Gibbs uma vez que
utilizamos um nimero finito de harmonicos para representar a onda quadrada (4), para compreender
melhor o fendmeno de Gibbs recomendamos Figueiredo (2018). Para diminuir a interferéncia
deste fenomeno, pode-se aumentar o nimero de harmonicos. Ao ouvir a melodia do ALgoritmo 2,
percebemos um som mais amplo e “dspero”’em comparagao ao som gerado pelo Algoritmo 1.

5.3 Algoritmo 3: Geracao de Onda Triangular

A onda triangular (5) € caracterizada por uma forma de onda que se assemelha a um triangulo.
Ela é composta por harmonicos impares com uma amplitude que decresce mais rapidamente em
relacdo aos harmodnicos superiores, produzindo um som mais suave em comparacdo com a onda
quadrada.

Algoritmo 3: onda triangular
function Algoritmo_Onda_Triangular()
% Parametros:
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fs = 44100; % E a taxa de amostragem, configurada para 44100 Hz.
t =0:1/fs:1; % Vetor de tempo definido para um segundo.
fs = 44100; % Taxa de amostragem
t =0:1/fs:1; % Vetor de tempo
frequencias = [440, 493.88, 523.25];
% Frequéncias das notas escolhidas [A4, B4, C5], onde
% A4 - La na Quarta Oitava
% B4 - Si na Quarta Oitava.
% C5 - DO na Quinta Oitava
% Funcdo Chave para gerar a onda triangular
%6%6%6%6969667676%696066%676 7626669676626 96066767626 9606696.76 6966069676676 606 9696766 %6 606%6.76 6696066967666 66
function y = Chave(frequencia, duracao, fs)
t = 0:1/fs:duracao;
y = zeros(size(t));
num_harmonicos = 10; % Numero de harmonicos para a aproximacao
for k = 1:2:num_harmonicos
% Soma dos harmonicos impares
y=y + ((-1D)"(k-1)/2)/k"2) * sin(2*pi*k*frequencia®t);
end
y = (8/pi"2) * y; % Normalizacao (8/pi”“2) garante que a amplitude da onda
triangular esteja de acordo com (5).
end
%%6%6%6966%6%6%6%69606%69676%6%6266%67676 %9606 96767662606 96967676 %6966 9676766606 9696766 %666 96767669606 969676 %66 6%
% Geracao das notas musicais
notal = Chave(frequencias(l), 2/3, fs);
notaz2 Chave(frequencias(2), 2/3, £fs);
nota3s Chave(frequencias(3), 2/3, fs);

% Combinacao das notas para formar uma melodia
melodia = [notal, nota2, nota3];

% Reproducdao do som
sound(melodia, fs);
end

A Figura 7 apresenta o sinal da melodia obtida pelo Algoritmo 3, com taxa de amostragem ajustada
para fs = 1000Hz, essa frequéncia foi escolhida para facilitar a visualizacdo das variagdes do
sinal ao longo do tempo. Assim como nas figuras anteriores, observa-se a variacao de frequéncia a
medida que as notas mudam, porém, a onda triangular apresenta um comportamento distinto. Ela
possui transi¢oes mais suaves em comparacao com a onda quadrada, ja que seu formato é composto
por linhas inclinadas e nao transi¢des abruptas. Esse tipo de onda inclui uma menor quantidade
de harmonicos, concentrados principalmente nos harmdnicos impares, o que proporciona um som
mais suave e menos ‘dspero’ do que o som da onda quadrada, embora ainda mais rico em timbre do
que o sinal senoidal. Nota-se também que a onda triangular apresenta um sinal semelhante ao da
onda senoidal, porém com uma amplitude ligeiramente menor, o que se deve ao pequeno nimero de
harmonicos utilizados na sua composic¢ao.
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Figura 7: Sinal obtido para o Algoritmo 3.

5.4 Miusica completa no MATLAB

Nesta subsecao, apresentamos o Algoritmo 4, que utiliza a curva de Railsback para implementar
um cédigo capaz de reproduzir musicas com caracteristicas acusticas de um piano afinado, levando
em conta os ajustes necessarios conforme os desvios indicados pela curva. Para isso, empregamos os
valores da Tabela 1 com dados empiricos de desvios especificos da curva de Railsback (utilizamos
a toolbox ‘spline’ do MATLAB para interpolar os valores do desvio A(n), detalhes na function
‘delta’ do Algoritmo 4), possibilitando uma afinagdo mais precisa e realista.

Este algoritmo, baseia-se em um conjunto de notas musicais pré-definidas, representadas por
frequéncias especificas. Essas frequéncias sao utilizadas para criar sequéncias melddicas, permitindo
uma composi¢do personalizada e interativa.

O Algoritmo 4 permite que diferentes notas, oitavas, duracoes e modelos de onda sejam com-
binados para formar uma melodia sob medida. A melodia musical é construida combinando essas
notas em sequéncias através de linhas, onde cada linha apresenta uma séries de notas e intervalos
de siléncio. Embora o codigo padrao utilize ondas senoidais pela sua simplicidade e pureza, outras
formas de onda, como ondas quadradas e triangulares, podem ser exploradas para criar diferentes
texturas sonoras e enriquecer a composi¢cao musical. Para alterar a forma da onda é necessario
substituir a escolha da onda na function ‘Chave’ do Algoritmo 4. Através deste algoritmo, os
usudrios podem aprofundar seus conhecimentos em sintese sonora e acustica musical, enquanto
experimentam com diferentes combinacdes de notas e formas de onda. O Algoritmo 4 apresenta
previamente implementadas as musicas ‘Old McDonald’s’ (Kenney, 2006) e ‘Twinkle, twinkle little
Star’ (Alvim, 2018).

Algoritmo 4
function Algoritmo_4_musica()
fs = 44100; % E a taxa de amostragem, configurada para 44100 Hz.
%
% Caso deseje alterar alguma oitava deve escolher aqui
escolhal=input(’Deseja alterar alguma oitava? \n Digite 1 para sim
e 0 para nao=>\n’);
if escolhal==
d®_escolha input("alterar nota do, digite um valor de 0 a 4=>\n");
re_escolha = input("alterar nota re, digite um valor de ® a 4=>\n");
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mi_escolha = input("alterar nota mi, digite um valor de 0 a 4=>\n");
fa_escolha = input("alterar nota fa, digite um valor de 0 a 4=>\n");
so_escolha = input("alterar nota sol, digite um valor de 0 a 4=>\n");
la_escolha = input("alterar nota la, digite um valor de 0 a 4=>\n");
si_escolha = input("alterar nota si, digite um valor de 0 a 4=>\n");
else
d0_escolha = 0
re_escolha = 0
mi_escolha = 0
fa_escolha = 0;
so_escolha = 0
la_escolha = 0
si_escolha = 0
end
% colcheia como 0,5 seg
d® = Chave(52 + dO_escolha*12, 8, fs); % do
re = Chave(54 + re_escolha*12, 8, fs); % re
mi = Chave(56 + mi_escolha*12, 8, fs); % mi
fa = Chave(57 + fa_escolha*12, 8, fs); % fa
so = Chave(59 + so_escolha*12, 8, fs); % so
la = Chave(61 + la_escolha*12, 8, fs); % la
si = Chave(63 + si_escolha*12, 8, fs); % si
% seminima como 1 segundo
do_4 Chave (52 d®_escolha*12, 4, fs); % do
re_4 = Chave(54 re_escolha*12, 4, fs); % re
mi_4 = Chave(56 mi_escolha*12, 4, fs); % mi
4
4
4

NO v b W N

fa_4 = Chave(57 fa_escolha*12, 4, fs); % fa
so_escolha*12, 4, fs); % so
la_4 = Chave(b6l la_escolha*12, 4, £fs); % la
si_4 = Chave(63 si_escolha®*12, 4, fs); % si

musica=input(’escolha, 1 para 0ld McDonald e 2 para Twinkle,
Twinkle Little Star=>\n’);

so_4 = Chave(59

+ + + + + + + =
NO v b W N =

if musica==
linha® = [so so so re mi mi re_4];
linhal = [si si la 1la so_4];
linha2 = [so so so re mi mi re_4];
linha3 = [si si la 1la so_4];
linha4 = [so so re so so so];
linha5 = [si si la 1la so_4];
linha6 = [so so so re mi mi re_4];
linha7 = [si si la 1la so_4];
elseif musica==2
linha® = [dO® dO® so so la la so_4];

linhal = [fa fa mi mi re re do_4];
linha2 = [so so fa fa mi mi re_4];
linha3 = [so so fa fa mi mi re_4];
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linha4 = [d® d® so so la la so_4];
linha5 = [fa fa mi mi re re do_4];
linha6 = [];
linha?7 = [];

end
melodia_linha® = [linha0];
melodia=[1linha® linhal linha2 linha3 linha4 linha5 linha6 linha7];
escolha=input(’Para ouvir a musica toda, digite 1, senao digite 0=>");
if escolha==0
sound(melodia_linha®, fs,24) ;%toca somente a primeira linha®
elseif escolha==
sound(melodia, fs,24) ;%toca toda melodia
end
% audiowrite(’Soml.wav’,som,fs,’BitsPerSample’,32);
% permite gravar o som ouvido
%%6%6969667676%6%69606%67676%6969696%6.76 6269669676766 9696696766666 96767666 6696.76 %6696 669676 %6 %6966
function onda = Chave(p, n, fs)
t = 0:1/fs:4/n;
f_i= 440%2"((p-49)/12); % Frequéncia padrao idealizada eq. (1)
fa=1fi*(2"(delta(n)/1200)); % Frequéncia ajustada eq. (2)
onda = (sin(2*pi*f_a*t)); % Senoidal
end
%%6%69606%6%6%6%6%606%6%6%676%69606%6%6 76769606 9676762626 966%6.%6 7669606 967676762666 %6766 %6966 969676626696 %6%
function Delta_n=delta(n)
% Tabela de desvios da curva de Railsback (em cents)
teclas = [1 24 49 64 88]; % Teclas de referéncia
Delta_n_empirico = [-36.5 -3.5 0 2.1 31.5];
Delta_n = spline(teclas, Delta_n_empirico, n); % Interpolando
obtem-se Delta(n) para todas as teclas.
end
end

Nas Figuras 8 e 9, apresentamos o sinal gerado para as musicas Old McDonald’s e Twinkle,
Twinkle, Little Star, respectivamente,sem alteracoes nas oitavas e com a taxa de amostragem ajustada
para fs = 300Hz. Embora essa frequéncia de amostragem esteja bem abaixo do necessario para
reproducao audivel que, segundo o teorema de Nyquist (Nyquist, 1928), deve ser no minimo o dobro
da frequéncia maxima do sinal audivel ela foi escolhida aqui para facilitar a visualizacao das varia¢oes
do sinal ao longo do tempo. O valor recomendado para reproducao de dudio € fs = 44100H z, ideal
para captar a gama completa de frequéncias que o ouvido humano pode perceber.

Observa-se nas Figuras 8 e 9, que a amplitude maxima é mantida dentro do intervalo [-1, 1],
devido ao uso da onda senoidal como base. Em ambas as figuras, as mudancas nas frequéncias sao
claramente visiveis a medida que as notas musicais se alteram ao longo de cada melodia, refletindo
as variacOes caracteristicas de cada musica.

Ap6s a apresentacao do Algoritmo 4, € importante esclarecer que o uso da curva de Railsback para
ajustar a frequéncia foi feito de maneira ilustrativa, com o intuito de exemplificar sua aplicabilidade
na afinacdo de pianos. Na pratica, um afinador de piano poderia coletar valores de desvio para
algumas teclas especificas de um piano real de forma empirica e, em seguida, utilizar técnicas de
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Figura 8: Sinal obtido para o Algoritmo 4 sem alterac@o de oitava para a musica Old McDoanld’s.

Sinal da musica: Twinkle, twinkle little star
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Figura 9: Sinal obtido para o Algoritmo 4 sem alterac@o de oitava para a musica Twinkle, twinkle

little Star.
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interpolacdo para estimar os desvios das demais teclas. Com esses valores interpolados, a frequéncia
ajustada para cada tecla pode ser calculada por meio da férmula da frequéncia ajustada (2), auxiliando
o afinador a alinhar as frequéncias reais com as percep¢oes auditivas ideais. Esse método permite
que a afinagdo seja ajustada de acordo com as caracteristicas acusticas do instrumento, possibilitando
uma afinacdo precisa e harmoniosa, respeitando os principios da curva de Railsback.

6 Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos aplicacoes da funcdo seno e da expansao em série de Fourier na
combinacao de notas e ritmos musicais. Os c6digos desenvolvidos oferecem uma introducao pratica
e interativa a criacao musical e a sintese sonora, tornando-se ferramentas valiosas tanto para alunos
iniciantes em matematica quanto para entusiastas da musica interessados em explorar a geragdao de
dudio. A flexibilidade e a simplicidade do MATLAB proporcionam uma compreensao pratica dos
conceitos fundamentais de frequéncia, oitava e duragao das notas musicais.

A curva de Railsback desempenha um importante papel ao destacar as nuances de afinagdao em
pianos, evidenciando as variacoes reais das frequéncias das notas em compara¢ao com a afinagdo
temperada ideal. Ao incorporarmos essa curva no desenvolvimento dos algoritmos obtemos uma
reproducdo mais precisa e realista do som do piano. Além disso, a representacdo dos sinais pela
série de Fourier € fundamental para a andlise e sintese de dudio, permitindo a decomposicao de
formas de onda complexas em somas de func¢des senoidais.
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