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1 Introducao

Para a Educagao Basica, o célculo de drea de um tridngulo A BC € considerado uma das atividades
mais elementares da Geometria Plana. No entanto, esses inequivocos cdlculos geométricos e
suas relagdes serviram de base na resolucao elegante de cldssicos problemas de transformacgdes
geométricas, a exemplo do problema de obtengao do tridngulo de perimetro minimo conhecido por
Triangulo de Schwartz (Andreescu, Mushkarov e Stoyanov, 2005, p. 3). Nesse viés, o objetivo
desse trabalho € encontrar a disposi¢ao do Quadrilatero Reentrante AD BC de area minima e definido
pelos mesmos vértices do triangulo ABC e o ponto D situado em seu incirculo, conforme ilustra a

Figura

Figura 1: Quadrildtero Reentrante Dindmico
disponivel em https://www.geogebra.org/geometry/n7qqéwrh
Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra

Se considerar ABC um triangulo qualquer, a resolu¢ao do problema acima visa a generalizacao
dos resultados da Secao 5 que foram apresentados por Silva, Firmiano e Santos (2024) durante o VII
ERMAC na UNESP de Bauru-SP. Outras contribui¢des para a Geometria Plana, das quais podem
ser discutidas durante a Educagdo Bésica, também serdo apontadas nesse trabalho. Tais como:

* obtengao geométrica dos interceptos MNP do triangulo ABC com o seu incirculo antes da
constru¢do geométrica do Incentro;

* apresentacao de trés novas formulas para o célculo de drea de tridngulo;

* versdao do Teorema abcd (Silva, Firmiano e Santos, 2024, p. 264) para triangulos quaisquer.

A motivagao para enunciar o teorema no tltimo item foi devida a um questionamento relacionado
a conhecida Desigualdade Triangular, ou seja, num tridangulo A BC qualquer de lados a, b e c, segue
que a + b > ¢, logo, como identificar no triangulo a quantia « > 0 tal que:

a+b=c+« (D

Os demais resultados foram obtidos a partir da maneira mais simples de se calcular a area de
b-h

um tridngulo ABC, de base b e altura h dada pela conhecida expressao Sx = 5 Aplicando

essa expressao em dois triangulos, ACD e ABC de respectivas alturas x e y, que particionam o
quadrilatero convexo ABCD da Figura 2, Morgado, Wagner e Jorge (2002, p. 192), apds proje¢do
das alturas sobre a diagonal D B, enunciam a seguinte férmula de area:

1 )
SaBcp = P4 sin(a) )
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sendo p a medida da diagonal AC, g a medida da diagonal BD e a o 4ngulo formado por essa
diagonais.

Figura 2: Area do Quadrilatero Convexo
Fonte: Adaptado de (Morgado et al., 2002)

Assim, se na Figura 2| deslocar o vértice B sobre o segmento BD até o ponto E da interseccao
das diagonais, € obtido da equacdo (2) mais uma férmula para a area de triangulo ao considerar a
medida da ceviana g = DE:

1 .
Shxcn = SPa sin(a) 3)

2 Pipa, deltoide e o incirculo

Para calcular o valor da area minima do Quadrilatero Reentrante da Figuram, inicialmente, con-
sideremos uma Pipa ou Deltoide como sendo um quadrildtero com dois pares de lados consecutivos
congruentes. O Incirculo € a circunferéncia inscrita no triangulo ABC de raio r e centrada no
Incentro I, ponto notdvel definido pelo encontro das bissetrizes internas (Lopez Linares, Santos e
Jesus, 2022a).

A partir dessas definicdes e considerando os pontos de tangéncia M, N e P em destaques na
Figura[3] € possivel particionar o Triangulo ABC em trés Deltoides: CNIP; BMIN e AMIP.

Figura 3: Particao do Tridngulo ABC em Deltoides
disponivel em https://www.geogebra.org/geometry/yrpbhjwm
Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra

Para isto, estabeleca as seguintes medidas entre vértices e pontos de tangéncia:

m=CP=CN;n=BN=BMep=AM = AP 4)
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m-r n-r -
ASSim,SAABC:SCNIP+SBMIN+SAMIP:2' > +2- 2 +2~p2 :(m+n+p)~rse
apresenta como sendo mais uma férmula para obter a drea do triangulo ABC.
Observe agora que existe uma equivaléncia entre a soma das areas dos Deltoides BMIN e AMIP
e a area da Pipa AIBI’ sendo I’ o ponto obtido da reflexdo do Incentro / sobre o ponto M. Assim,
aplicando para Sp;p, a férmula (2), segue que a érea do tridngulo ABC sera:

1 )
Saape =Scnip + Semin + Samip = Scyip + Saipr =m -1 + 3¢ (2r) -sin(7/2) = (m +c)r (5)

SPipu

Com isso, em reposta ao questionamento na Introducéo, a equagéo (9) permite a demonstragao
da seguinte versao do Teorema abcd para tridngulos quaisquer:

Teorema 1 Considere a, b e c medidas dos lados do triangulo ABC e m, n e p dados na equagao

H), entao

a+b=c+2m
a+c=b+2n
b+c=a+2p

Dem.

. . , a+b+c ,
De fato, na Geometria Plana tem-se a formula de area Sa ,,. = — " sendo r o raio do

incirculo de ABC (Lopez Linares, Santos e Jesus, 2022c, p. 55). Logo, combinando-a com @),
segue que

SAABC=%-rz(m+c)-r:>a+b+c:2m+2c:a+b:c+2m
Asigualdades a + c = b +2ne b + ¢ = a + 2p seguem de formas andlogas para
Saape =(n+b)-r=(p+a)-r (6)
]

A equacio (3) permite ainda a demonstragdo do seguinte Teorema de Minimizacio de Area.

Teorema 2 O Quadrilatero Reentrante AD BC da Figura|l|possuira area minima quando o vértice
D no incirculo coincidir com M’, o Antipodal do ponto tangente MEI O valor dessa area minima é
equivalente a area do Deltoide CNIP.

Dem.

De fato, ADBC ¢ uma figura plana que pode ser obtida da extra¢ao no tridngulo ABC de um
outro tridngulo DBA de base ¢ = AB e altura h cuja extremidade D estd no incirculo. Assim, a 4rea
minima de ADBC ocorre quando DBA atingir sua drea maxima, ou seja, quando s for maximo.
Uma vez que o méaximo da altura £ ocorre quando D estd na posi¢ao diametralmente oposta ao ponto
tangente M, segue que /4, = 2r, assim, da equagdo (5):

c-2r
SADBCpin = SAapc — SADBAmax =(m+c)-r- 3 =m-r =Scnip
Ou seja, a area minima de AD BC € equivalente a area do Deltoide CNIP. O

I ponto sobre o Incirculo que estd diametralmente oposto a ele.
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3 Uma construcao geométrica dos pontos tangentes M, N e P

Da equacdo (@) é possivel relacionar as medidas a, b e ¢ dos lados do tridngulo ABC por
a=m+n

b =m + p , assim, somando essas trés equacoes nao € complicado obter a igualdade:

c=n+p

a+b+c

m+n+p= >

(N

Ou seja, a soma m + n + p das medidas dos segmentos definidos pelos pontos tangentes M, N e
P representa o semiperimetro # do triangulo ABC e ainda fornece uma interessante versao para a
conhecida formula de Heron, a saber:

Sasse =NPP —a)(P -b)(P —c)=\(m+n+p)-p-n-m (8)
A proposta nesta se¢ao € construir sobre cada lado do triangulo ABC segmentos de medidas:
e b—c — — b bt

)
relacionadas no Teorema 1 e sem a necessidade prévia do tracado do incirculo, conforme ilustra a
Figura @ abaixo. E importante notar que M, N e P € a tnica tripla de pontos que satisfazem (4] ou
() e pertencem ao incirculo do tridngulo ABC.

Figura 4: Construcao dos pontos tangentes M, N e P
disponivel em https://www.geogebra.org/geometry/gp5rwsuj
Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra

Nessa construcao, @, S € v sao os angulos internos do triangulo ABC, assim, determine:
* A’ arotagdo no sentido horério do vértice A centrada no vértice C sob um angulo y;
» A” arotacdo no sentido anti-horéario do vértice A centrada no vértice B sob um angulo £;

* B’ arotacdo no sentido hordrio do vértice B centrada no vértice A sob um angulo «;
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* B” arotagdo no sentido anti-horério do vértice B centrada no vértice C sob um angulo ;
» (’ arotacdo no sentido anti-hordrio do vértice C centrada no vértice A sob um angulo « e
« C” arotagdo no sentido hordrio do vértice C centrada no vértice B sob um angulo £.

Apbs essas rotagdes, os pontos A’ e A” serdo colineares com os vértices B e C; os pontos B’ e
B” serdo colineares com os vértices A e C e os pontos C’ e C” serdo colineares com os vértices A e
B. Logo, basta tomar os pontos M, N e P por:

M = Ponto Medio de C' e C”
N = Ponto Medio de A’ e A” (10)
P = Ponto Medio de B’ e B”

Uma justificativa para a constru¢do:

Na figura {4 I os segmentos de comprimento b = CA’ e de comprimento ¢ = BA” foram
sobrepostos ao lado de medida a = BC, logo, a = b + ¢ — A’A”. Pelo Teorema 1, b + ¢ = a + 2p
logo,a =a+2p - A’A” = A’A” =2p = NA’ = pe A”N = p. O queresulta CN = CA’ - NA’ =
b—-p=meBN=BA” —-A"N=c—-p=n.

E ainda, os segmentos de comprimento b = AC’ e de comprimento a = CB” foram sobrepostos
ao lado de medida b = AC. Neste caso, c = a—-C'C”" +b = a+ b — C'C”. Pelo Teorema 1,
a+b=c+2m,logo,c=c+2m—W:>W:2mﬁW:mem:m. O que resulta
AM =AC'-MC'=b-m=peBM=BA-AM =c—-p =n.

Finalmente, os segmentos de comprimento ¢ = AB’ e de comprimento ¢ = BC” foram sobre-
postos ao lado de medida ¢ = AB. Neste caso, B’B” = B’A+ CB” — CA = ¢ + a — b. Pelo Teorema
l,a+c=b+2n,logo, BB" =b+2n—-b = BB’ =2n= PB’ =ne PB” = n. O que resulta
AP=AB -PB =c-n=peCP=CB”"-PB"=a—-n=m.

Portanto, tem-se as seguintes medidas de segmento:

CP=CN=m; BN=BM=n e AM=AP=p

conforme as igualdades estabelecidas em () e (9).

Uma demonstragdo matematica de que a constru¢ao geométrica dos pontos M, N e P da Figura
satisfazendo as igualdades das equagdes (9)), resulte nos pontos tangentes do tridngulo ABC com o
seu incirculo é uma tarefa possivel de ser realizada, mas foge da abordagem adotada nesse trabalho.

O

4 Uma aplicacao dos resultados acima

Na figura[5] D € um ponto que percorre o incirculo do tridngulo de vértices A, B e C. Os pontos
M, N e P sdo de tangéncia. Considere que o Quadrilatero Reentrante AC D B possui drea minima
Sacps,,, = 6, € que o lado CB possui medida a = 20 e sobre o lado CA p = 2. Nessas condicdes:

1.) Determine o raio r do incirculo centrado em /.

2.) Calcule a area maxima Sacpg,,,, do Quadrilatero Reentrante ACDB.

3.) Encontre as medidas b = m + p e ¢ = n + p do triangulo ABC.
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Figura 5: Uma Aplicacdo dos Resultados
disponivel em https://www.geogebra.org/classic/xwgd2vq9
Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra

Solucgao:

1.) De forma andloga ao que foi apresentado no Teorema 2, a drea minima do Quadrilatero
Reentrante ACD B ¢ obtida quando a posi¢ao do ponto D coincide o ponto N’ Antipodal do ponto
tangente N, e ainda, o valor € equivalente ao da drea do Deltoide AMIP. Ou seja,

SACDB,y, =SamMiP=p T =>p-r=6=>r=3

2.) O Quadrilatero Reentrante ACD B atinge sua drea maxima quando a posi¢ao do ponto D
coincide o ponto tangente N. Nessa forma degenerada, aplicando a equagdo (6), temos:

SACDB,y = Shppe = (@+p)-r=22-3=066

3.) Para as medidas b e c, encontramos m e n aplicando a formula (8) e o fato que a = m + n.
Assim,

SAABC:\/(m+n+p)-p-n-m:>
66=+v(20+2)-2-n-m=
66° 22.3%2.11°

. [ — ] :9'11:99

T g 211
m+n=20 - m=9 n=11 luch ML m=11 n=9
wem =99 b=11 c=13 ou suas solugdes simétricas b=13 c=11 "

5 Resultados particulares para o triangulo retingulo

Nessa secao, considere ABC um triangulo retangulo em C e circunscrito em uma circunferéncia
de didmetro d = 2r. Assim, o Deltoide CNIP da Figura 3¢ degenerado em um quadrado de lado
r, conforme Figura @ ou seja Scyrp = r2 serd o valor da drea minima do Quadrilatero Reentrante
ADBC, quando o vértice D percorrer o incirculo. De fato, na equagio (5) tome m = CP = r, logo,

c-d
2 2
SADBCmin = SAape — Sanps = (r+c)r — - =r°4+cr—-cr=r

E ainda, podemos enunciar o seguinte Teorema abcd para Triangulos Retangulos.
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Teorema 3 Em todo triangulo retangulo (a, b, c) de hipotenusa c e incirculo de diametro d = 2r é
valida a relagao
a+b=c+d

Dem.
a+b+c
Defato, Sa ., = (r+c)r = — = 2r+2c¢ = a+b+c = a+b = 2c—c+2r = a+b = c+d
O
9
\\ M
b \ N
P r N 7
-, ! - Sey
n N
c N a B

Figura 6: Equivaléncia de Areas: Sappc = r2
disponivel em https://www.geogebra.org/geometry/vgfmcmyv
Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra

6 Quadrilateros reentrantes e elipses

Na demonstra¢ao do Teorema 2, o vértice D = (xp, yp) percorre o incirculo até atingir uma
posicdo especifica M’, que minimizara a area do Quadrilatero Reentrante ADBC. Esse processo
dindmico, inspira a necessidade de compreensdo do comportamento da drea Spppc nas demais
posicoes do vértice D. Para isso, as ferramentas do GeoGebra sao muito uteis para definir um ponto
Q1 = (xp, Sappc) no sistema de coordenadas centrado no incentro do tridngulo de ABC. Abusando
da ferramenta dinamica, definiu-se também os pontos Q> = (xp,Sacpp) € Q3 = (xp,Sapcs),
sendo ACDB e ADCB dois outros Quadrildteros Reentantes que compartilham os vértices ABC do
tridngulo, conforme ilustra a Figura[7]

Figura 7: Quadrilateros Reentrantes ADBC, ADCB e ACD B nas posi¢des de drea minima

Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra

Sobre o incirculo da Figura [7] cinco pontos sdo selecionados: os tangentes M, N e P, e 0s
antipodais M’ e P’. Sobre esses, conforme o vértice D percorre o incirculo, a aplicagcdo da ferramenta
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GeoGebra conhecida por Conica por Cinco Pontos equaciona e traca o Lugar Geométrico de todos
os demais pontos Q1, Q> e Q3.
Para um tridingulo ABC especifico, da figura[8] é possivel obter as respectivas Conicas:

01 : —58,02x% + 38, 68xy — 12,89y — 194, 29x + 129, 53y = 285,8 (11)

0, : —18,68x> — 17,19xy — 5,73y> + 92, 75x + 61, 83y = 158,99 (12)

0, x2 . (y—4,58)% _
1,36 8,52
Evidentemente, os parametros das equagdes acima sao sensiveis aos valores dos lados a, b e c.

Essas equacdes foram obtidas para as seguintes coordenadas dos vértices A(1, 1), B(3,4) e C(6,1).
Para esse tridngulo, a Figura[§]ilustra o lugar geométrico eliptico das coordenadas Q1, Q> e Q3.

1 (13)

”

a8
6
\:58-0X¢ |+ 38.68x y - 12.80y" - 194.20x + 120.53y = 285.8
4
2
a' ]

s

-18.62x7 - 17.19x y - 5.73y? + 92.75x + 61.83y = 158.99
1.36 + (y - 4.58)%/ 8.52 = 1

K

]

& 0

Nt

|/
()
[4%)
o
o
[=2]
-~
oo
©

Figura 8: Trajetdrias elipticas definidas pelos valores de dreas dos Quadrilatero Reentrantes
disponivel em https://www.geogebra.org/classic/ctp4sh93
Fonte: Elaborada pelos autores no GeoGebra

Verifique na Figura [8| que translagdes foram realizadas para o incentro assumir a origem do
sistema de coordenadas. E que a coordenada Q| assume o minimo da elipse (T1)) na posi¢do em que
o vértice D sobrepoe M’. Os valores de maximo em cada elipse sdo coincidentes pois, quando o
vértice D sobrepde um ponto tangente, o Reentrante assume o valor da area total do tridangulo ABC.

A translacio do sistema de coordenadas para o incentro faz com que o didmetro NN’ sobreponha
o eixo y. Isto explica a forma reduzida da equacdo da elipse (I3). De forma geral, no sistema de
coordenadas adotado, a elipse Q3 associada as areas dos Deltoides ACD B possuird eixo menor de
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medida r e eixo maior de medida %(Smax = Smin) = > = 7 ou seja, a equacao reduzida:
2
o et
=t — =1 14
Qs r2 a’-r2/4 14

A identifica¢do dos parametros das elipses (11) e (12)) relacionados aos elementos do tridngulo
ABC fogem ao escopo desse trabalho. No entanto, a identificacdo do angulo de inclinacdo das
elipses Q1 € 0> € uma tarefa desafiadora e ficard para trabalhos futuros.

Consideracoes Finais

A solugdo do citado problema de Fagnano de 1775, para inscrever um tridngulo de perimetro
minimo em um dado tridngulo acutingulo, € dada pelo triangulo pedal do ortocentro (o chamado
triangulo ortico). Segundo Coxeter (1989), desde as primordiais tradugdes dos cldssicos trabalhos
de Archimedes, Apollonius e Pappus, muitos outros teoremas de mesmo espirito foram descobertos
e estudados detalhadamente durante o século XIX.

As equagdes (3], (5) e (8], reveladas nesse artigo, sugerem mais trés maneiras de se calcular a
area do triangulo ABC que poderiam ser apresentadas, discutidas e relacionadas a outros conceitos
geométricos na Educagdo Bésica.

Na Figura 3] os deltoides, CNIP, BMIN e AMIP, que particionam o tridngulo ABC, sdo todos
pipas retas, ou seja, compartilham as propriedades dos quadrilateros bicéntricos (Lopez Linares,
Santos e Jesus, 2022b, p. 89). E ainda, como cada Deltoide possui Equivaléncia de Areas com a drea
minima dos respectivos Quadrilateros Reentrantes AM’BC, AP’"CB e ACN’B da Figura [/, sendo
M’, N’ e P’ antipodais de M, N e P, a soma dessas dreas minimas equivale a drea do triangulo ABC.
Ainda na Figura[/| quando o vértice D sobrepde cada ponto tangente M, N ou P, os Quadrilateros
Reentrantes sao degenerados no tridngulo ABC ou em triangulo unido a um segmento.

O uso de recursos da matemética dinamica, o software GeoGebra, permitiu a revelacdo das
trajetorias elipticas, suas respectivas equagdes e principalmente, a imediata resposta dos conceitos
aqui discutidos, quando a disposi¢ao dos vértices ABC ou os tipos de tridngulos sdao modificados.
No app disponivel pelo link na Figura |8 outras trajetorias elipticas Q4, Qs € Q¢ foram reveladas
considerando, na Figura [/| as areas dos tridngulos ADB, ADC e CDB que seguem inseridos no
triangulo ABC e sao complementares aos respectivos Quadrildteros Reentrantes.

Por fim, nos dias atuais, o avango de resultados promissores em determinados ramos da Geometria
Plana € possibilitado quando ha clara identificacao de que conceitos considerados basicos configuram
a esséncia e as particularidades do tema em estudo.
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