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1 Introducao

Obter informacodes das raizes de uma equagao do tipo

1+-~~+a1x+a0:0 (D

anx + ap_1x"
em funcdo dos coeficientes a;, ¢ um problema que aparece em muitos contextos da matematica.
Em algumas situacdes existe o interesse no valor numérico das solugdes de (1), em outras, estamos
interessados em descrever o comportamento qualitativo dessas solu¢des. O objetivo do estudo
apresentado neste trabalho € contribuir para o avanco da teoria qualitativa de campos vetoriais em
R3, mais especificadamente, descrever a natureza de pontos de equilibrio hiperbélicos. Para isto,
como constatamos no Teorema de Hartman-Grobman (ver [1]) e no Teorema da Variedade Estavel
e Instavel (ver [2]), se faz necessdrio descrever o comportamento qualitativo e/ou quantitativo das
solucdes de (1). No contexto deste trabalho fixamos n = 3.

Um campo vetorial linear G em R3 é dado por

X aip app apz X
vy |=| ax axn ax ||y |, (2)
Z asy azx ass Z

ondea;; € Rparatodoi, j = 1,2, 3. Denote por A amatriz associadaa G. O polindmio caracteristico
de A € dado por

p(D) = =2 +1r(A)A% = s(A)A + det(A), (3)
onde
tr(A) = ap +axn+as,
s(4) = | an a12‘+ an ax | |an as
azr ax asy ass asp ass

a dpz2 a3
az; dzp aj
aszyp dszz ass

det(A)

Denotemos os autovalores de A por A1,42,43 € Roudjp =axifed3,coma,B,A3 €ER, B#0
e i = —1. Pelo Teorema da Forma Canonica de Jordan (ver [3]), temos as seguintes possibilidades
de forma candnica real para A:

/11 0 0 /11 1 0 /11 1 0 a —,8 0
0 /12 0 , 0 /11 0 , 0 /11 1 , ﬁ a 0
0 0 A3 0 0 a3 0 0 A4 0 0 43

Seja U ¢ R3 um aberto e F : U — R um campo vetorial de classe C¥, k > 1. Um ponto p € U
¢ um ponto de equilibrio de F se F(p) = 0. Além disso, p é um ponto de equilibrio hiperbolico
de F se a matriz jacobiana de F em p, denotada por J(F)(p), tem todos os seus autovalores com
parte real nao-nula. Dizemos que p € um ponto de equilibrio degenerado de F se a matriz jacobiana
J(F)(p) possui pelo menos um autovalor igual a zero, caso contrario ele é dito ser ndo-degenerado.

Como J(F)(p) determina um sistema linear para aplicar o Teorema de Hartman-Grobman e o
Teorema da Variedade Estavel e Instavel, no caso n = 3, é suficiente descrevermos a natureza da
origem para o campo G, dado em (2), em fun¢@o dos coeficientes a;;. Para isso, precisamos estudar

SILVA, L. L. da; TONON, D. J. Estrutura topolégica do retrato de fase para campos vetoriais lineares em R e aplicacdes. C.Q.D. — Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 26, 26007, 2025.
DOI:10.21167/cqdv26e26007  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd



" of
=
=)

as raizes do polindmio caracteristico (3), mais precisamente determinar seu tipo e o sinal da parte
real. A Tabela 1 apresenta as possiveis classificacdes da estrutura topoldgica préximo a origem do
campo de vetores G.

Tabela 1: Classificagdo do tipo topoldgico da origem para o campo vetorial G

Classificagdo Autovalores de A

Atrator (estavel) Mp=azif(@<0)edz3 <0oud;, A, A3 <0

Ponto de Sela Mp=azif,a<0(>0)eds>0(<0)ou
A, A2 <0(>0)ed3>0(<0)

Repulsor (instavel) Ap=axif(@>0)eds>00uld;,A3,43 >0

Degenerado A1=0,4,=00ud3=0

Nao-hiperbélico e ndo-degenerado | 412 = i (@ =0)ed3 #0

Fonte: elaborado pelos préprios autores

Como pode ser visto em [4], existe uma andlise algébrica que nos permite determinar quais sao
os possiveis tipos de raizes que um polindmio cubico pode ter em funcdao dos seus coeficientes.
Também em [4], encontramos a expressao algébrica das raizes de um polindmio cubico. No entanto,
esses resultados ndo permitem responder de forma prética e objetiva qual € o sinal da parte real
dessas raizes, o que, por sua vez, possui grande importancia na aplicacdo do Teorema de Hartman-
Grobman e do Teorema da Variedade Estavel e Instavel, com o intuito de estudar a dindmica na
vizinhanca de pontos de equilibrio hiperbdlicos. Diante deste cendrio, esse trabalho apresenta outra
abordagem para caracterizar os tipos de raizes de um polindmio cubico, a qual também nos permite
dizer quando as raizes possuem parte real positiva, negativa ou nula.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: Na Secdo 2 apresentamos os principais resulta-
dos, os Teoremas A e B. Na Sec¢ao 3, aplicamos os resultados obtidos para estudar a dinamica local
proxima aos pontos de equilibrio dos sistemas de Rossler e Lorenz, apresentando a decomposicao
do espacgo de parametros em regides com distintas dinamicas. Na Secao 4, desenvolvemos a teoria
basica e conceitos preliminares para a demonstragao dos Teoremas A e B, que € apresentada na
Secao 5. Por fim, na Secao 6, fazemos algumas consideracgdes finais.

2 Resultados Principais

Considere o polindomio
p(x) =x>+cx’> +bx +a, 4)
com coeficientes em R cujas raizes sdo ry,r2,r3 € C. Denotemos por A = c% — 3b, F(c,b,a) =
[9(bc -3a) - 2c3]2 —4A3, x| = %Z exy = #Z. O seguinte teorema fornece a caracteriza¢ao
das possiveis raizes de p(x), assim como os possiveis sinais da parte real de suas raizes em fungao
dos parametros a, b e c.

Teorema A Considere p(x) dado em (4). As afirmacoes apresentadas nas Tabelas 2 e 3 sdo
verdadeiras.
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Tabela 2: Classificacdo dos tipos de raizes de um polindmio cubico.

Espaco de parametros (¢, b, a) € R?

Raizes de p

A<0 rseERerp=azif,coma,feRef+#0
c\3 c
ca 3 ri rp r3 3

C3
A=0 ¢(—)
ca 3

rmeERerp=azxif,coma,feRef+#0

A>0eF(c,b,a) <0

rl,rz,r3€Rer,~¢rj,Vi¢j

A>0eF(c,b,a)=0

ri,ra,r3 € Rcomry=rp,=x1ery#xy,0ur], =ry =Xxper3 +Xxp

A>0eF(c,b,a)>0

rmeERerp=azif,comae,feRe[+#0

Fonte: elaborada pelos préprios autores

Tabela 3: Sinal da parte real das raizes de p em fun¢@o dos parametros ¢, b,a € R.

F(c,b,a) <0 F(c,b,a) >0

c| b |a Sinal c b |a|a-bc Sinal

R|IR_|-1]r1<0,rm<0ers>0| R |R_| - X a<0erz>0
R| - |0]|ri<0,rm=0ers>0| R |R_ |+ X a>0er3<0
R|IR_|+|ri<0,rp>0er;>0 - + - - a<0er3>0
-1 0 |0l r>0erp,=r3=0 - + | - 0 a=0er;>0
-+ | -|r>0rn>0er;>0 + | - + a>0er3>0
-1+ 0| r>0,rp,>0er3;=0| - + |0 X a>0er3=0
-+ |+ r1<0,rp>0er;>0 | R_| + |+ X a>0er3<0
+|1 0 |0|ri<0erp=r3=0 0 + |0 X a=r3=0

+ | + | -|ri<0,rm<0ers>0 | Ry | + | - X a<0er;>0
+| + |0|r<0,rn<0er;=0| + + |0 X a<0er3=0
+ | + |+ |r<0,rmn<lers<0| + + |+ - a<0er3<0
0] 0 |0O|r=rn=r3=0 + + |+ 0 a=0er3<0
X | X | X X + + |+ a>0er3<0

Fonte: elaborada pelos préprios autores

Observacao 1 Os simbolos -, 0 e + indicam que o pardmetro correspondente (ou a — bc) pode ser,
respectivamente, negativo, nulo ou positivo. O simbolo x significa que ndo é necessario especificar.
R_, Ry e R* denotam conjuntos no sentido usual: R_ = {x e R; x <0}, Ry = {x e R; x >0} e
R* = {x € R; x # 0}. A mesma notacdo se aplica as tabelas seguintes.

3
Observacao 2 Se (c,b,a) € R3 ¢é tal que A < Oou, A=0ea # (%) , entdo F(c,b,a) > 0.

3
SeA=0ea = (%) entdo F(c,b,a) = 0. Desta forma, podemos estender a funcao F em todo

espaco de parametros de modo a classificar todos os tipos de raizes de p. Nesse sentido, a fungao
F corresponde ao discriminante para classificar as raizes de um polinomio cubico qualquer.

Observacao 3 Na regido do espaco de parametros onde b < 0, a conclusdao que obtemos é que o
sinal da parte real das raizes de p nao depende da escolha do parametro c (ver Tabela 3). Em todos
os casos, o sinal de uma raiz real de p é totalmente determinado pelo sinal de a; enfatizamos este
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fato nos casos em que F(c,b,a) > 0. Observamos que os octantes ¢ >0, b >0ea > 0 ou, ¢ <0,
b > 0ea <0, sdo aqueles que apresentam maior dificuldade para determinar o sinal da parte real
das raizes, ja que precisamos recorrer ao sinal de a — be (ver Tabela 3). E importante notar que
algumas regioes dos planos a = 0, b = 0 ou ¢ = 0 ndo foram consideradas na Tabela 3; isto ocorre
porque nessas regioes a restri¢cdo sob F ndo é satisfeita; por exemplo, quandoc =0, b >0ea € R,
temos que F(c, b, a) > 0 entdo nao faz sentido considerar essa regido do espaco de parametros sob
a hipétese de F(c,b,a) < 0.

Teorema B Considere o campo vetorial linear
X = AX 5)

dado em (2), com polinémio caracteristico p(1) = =A> + 11> —sA + d, onde T = tr(A)L s=s(A)e
d = det(A) como em (3). A Tabela 4 apresenta os possiveis casos de estabilidade de 0 = (0,0, 0)
para (5) em fungao dos parametros t,s,d € R.

Tabela 4: Classificacdo de 0 para o campo vetorial linear (5) em funcao dos pardmetros 7, s, d € R.

Classifica¢ao T s d |d-st | N_| Ny
Ponto de sela R |R_| + X 2 1
Ponto de sela R |R_| - X 1 2
Ponto de sela R_| + | + X 2 1
Ponto de sela Ry | + - X 1 2
Atrator R_| + - + 3 0
Ponto de sela R_ | + - - 1 2
Ponto de sela Ry | + + + 2 1
Repulsor Ry | + | + 0 3
Degenerado R|R|O X X X
Nao-hiperbdlico e ndo-degenerado | R* | + | R* 0 X X

Fonte: elaborada pelos préprios autores

Observacao 4 Na tabela acima, N_ denota o niimero de raizes com parte real negativa e Ny o
nuimero de raizes com parte real positiva.

As Figuras 1 e 2 ilustram os dados da Tabela 4. Nao consideramos o tipo das raizes nas
ilustracoes, sendo essa informacao dada pela Tabela 2. Os Teoremas A e B sdo provados na Secao
5.
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Figura 1: Tlustracdo geométrica dos dados da Tabela 4 - caso d > 0.
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Fonte: elaborada pelos préprios autores

Figura 2: Tlustragdo geométrica dos dados da Tabela 4 - caso d < 0.
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Fonte: elaborada pelos préprios autores
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3 Aplicacoes
Nesta secao, serdo apresentados alguns exemplos que ilustram a aplicacdo do Teorema B.

Exemplo 1 Considere o Sistema de Rossler (ver [5]):

X=-y-—2z
y=x, (6)
z=ay(l-y)-pz,

onde a, B € R.

Denote por F o campo vetorial associado ao sistema (6). Vamos estudar a natureza dos pontos de
equilibrio de F'. No caso em que @ = 8 = 0, F possui uma reta de pontos de equilibrio. Assim, ndo
consideramos este caso na andlise. Nos demais casos, os pontos de equilibrio de F sao: g; = (0,0, 0)

sca#z0ouB#0eqy = (0, 'l%, _[Z—_a) se « # 0 e B € R. A matriz Jacobiana do sistema ¢ dada
por:

0 -1 -1
J(F)‘ -1 o o | (7)
1 0 a—-2ay -B

com g € R3. Avaliando J(F) no ponto de equilibrio ¢, obtemos

0 -1 -1
J(F)‘ -1 0 o | ®)
q1 O a _ﬁ

onde @ # 0 ou 8 # 0. O polindmio caracteristico de (8) é dado por p; (1) = —2> = B2 -1 — (B+a).
Além disso,
i) =0 & pi(A) =L+ +1+(B+a)=0.

Vamos estudar o comportamento das raizes de p a partir dos dados da Tabela 4. Considerando a
notacao utilizada nessa tabela, identificamos os seguintes parametros: 7 = —8,s = led = —(f+a).
A partir dos dados da Tabela 4, obtemos quatro regides no espaco de parametros de F' onde ha
distincao na natureza de g, mais a reta vermelha r; dada por « = —f e a reta laranja r, dada por
a = 0. A Figura 3 ilustra as retas e as quatro regioes do espago de parametros de F'. A seguir fazemos
uma breve descricdo de cada regiao e das retas do espaco de parametros de F' considerando os da
dos da Tabela 4: A reta r; corresponde aos pontos do espaco de parametros que satisfazem d = 0,
ou seja, nesses pontos g € degenerado; a reta r, corresponde aos pontos do espaco de parametros
que satisfazem d — st = —a = 0 e também cumpre as demais condi¢des para que em seus pontos ¢
seja nao-hiperbdlico e nao-degenerado; na regidao A; constatamos que ¢; € um ponto de sela com
N_ =1e N, = 2; naregido A, verificamos que ¢g; € repulsor; na regido A3 constatamos que g €
um ponto de selacom N_ =2 e N, = 1; naregido A4 verificamos que g € atrator.
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Fonte: elaborada pelos préprios autores

Avaliando J(F) em g = g, obtemos a seguinte matriz Jacobiana:
0 -1 -1
J(F)| =1 0 0 |, 9

2 \0 -a-28 -B

onde @ # 0 e 8 € R. O polindmio caracteristico de (9) é dado por jr(1) = =23 = A2 =1+ (B + ).
Além disso,
(D) =0 & pr(A) =L +BP+1-(B+a)=0.

Agora, estudamos o comportamento das raizes de p; a partir dos dados da Tabela 4. Utilizando a
mesma notacao, temosque 7 = -3, s = 1 e d = S+ . Assim como para g, obtemos quatro regioes
no espacgo de parametros de F' em que hd distin¢do na natureza de g,, mais a reta vermelha r; dada
por @ = —f3 e areta laranja r, dada por @ = —2(. A Figura 4, ilustra as retas e as quatro regides do
espaco de parametros de F. A seguir, descrevemos cada regido e as retas do espaco de parametros
de F considerando os dados da Tabela 4: a reta r; corresponde aos pontos do espaco de parametros
que satisfazem d = 0, ou seja, nesses pontos g, € degenerado; a reta rp corresponde aos pontos do
espaco de parametros que satisfazem d — st = @ + 28 = 0 e também cumpre as demais condi¢Oes
para que em seus pontos g, seja nao-hiperbodlico e ndo-degenerado; na regido A| constatamos que
g2 € um ponto de sela com N_ =2 e N, = 1; naregidao A, verificamos que g, € repulsor; na regiao
Az constatamos que g, € um ponto de selacom N_ = 1 e N; = 2; naregiao A4 verificamos que ¢,
é atrator. Para finalizar, observamos que o ponto ¢» no existe nos pontos (3, 0) € R?, do espaco de
parametros de F.
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Fonte: elaborada pelos préprios autores

Exemplo 2 Considere o Sistema de Lorenz (ver [6]):

X =ay-ax,
y=p6x—-y—-xz (10)
Z=xy—#0z,

onde a, B e 0 sdo constantes reais positivas.

Denote por F o campo vetorial associado ao sistema (10). Os pontos de equilibrio de F
sio: g1 = (0,0,0), paratodo @ > 0,8 >0e 8 > 0e, g2 = (\/0(B-1),/0(B-1),8-1) ¢
qs = (—\/H(ﬂ -1), —\/0(,8 -1),8-1),sea>0,8>1¢e6>0. Amatriz Jacobiana de F é:

—a a 0
JR)| = B-z -1 x|, (11)
1 y x -0

com g € R3. Avaliando J(F) em ¢ = ¢, obtemos
- a 0

={ B -1 0 |, (12)
0 0O 0 -6

J(F)

ondea > 0,8 > 0ef > 0. O polindmio caracteristico de (12) é dado por p;(1) = (0+)[af—(a+

) } ~(1+a)e\(Ira 532 (-D)
A)(1 + 2)]. As raizes de p; sao A1, = (I+a)+ (1;0[) Ha(pD) A3 =—60. Notequese 0 < B < 1,
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entdo ¢ € um atrator; se 8 > 1, entdo g; é um ponto de selacom N_ =2 e N, = 1. Avaliando J(F)
em g = g», obtemos

- a 0

= 1 -1 -\JoB-1) |, (13)
o\ Ve-1n Veg-1) -6

J(F)

onde @ > 0,8 > 1¢e 6 > 0. O polindmio caracteristico de (13) é dado por p»(1) = 2> — (a + 0 +
A2 - 0(a + B)A —2a6(B - 1). Além disso,

D) =0 & pr() =2+ (@+0+ DA% +60(a+pB)A+2a0(B—-1) =0.

Vamos estudar o comportamento das raizes de p» a partir dos dados da Tabela 4. Considerando a
notacdo utilizada na Tabela 4, identificamos que 7 = —(a¢+ 0+ 1), s = 0(a+B)ed = -2a60(B-1).
Note que, independentemente da escolha feita para os parametros do campo, temos 7 < 0, s > 0 e
d < 0. Pela Tabela 4, verificamos que:

* ¢» € um atrator se

d-—st=-2a0B-1)+0(a+B)(a+0+1)>0 & 2a(B-1)-(a+B)(a+6+1)<0;

* g> é nao-hiperbdlico e ndo-degenerado se

20(B-1) - (a+B)(a+6+1)=0;

* gopépontode selacom N, =2e N_ = 1se

2(B-1)—(a+B)(a+6+1)>0.

Note que g3 possui a mesma natureza de g», visto que seus polindmios caracteristicos sao iguais.

4 Preliminares

Nesta secao, sao apresentados resultados essenciais para a demonstragao dos Teoremas A e B.

Teorema 1 Considere o polinémio p(x) = apx™ + ap_1xX""' + - - - + a1 x + ag com coeficientes em R.
O polindmio p tem exatamente n raizes r; € C, j = 1,...,n, e pode ser escrito na forma fatorada
como p(x) =a,(x—rp)(x —ry—1)...(x =r2)(x —ry).

Proposiciio 1 Considere o polinomio p(x) = ayx" + ap_1xX" "' + - -+ ayx + ag, com coeficientes em
R. Ser =a +ip (com B # 0) é uma raiz de p, entdor = a — i também é raiz de p.

O Teorema 1 e a Proposi¢ao 1 podem ser encontrados em [4].

Definicao 1 Considere o polinomio p(x) = a,x" + A1 X"V + -+ arx + ag, com coeficientes em
R. Dizemos que r € C é raiz de p com multiplicidade m se podemos escrever p(x) = (x —r)"q(x),
onde q é um polinomio de grau n — m e satisfaz q(r) # 0.

SILVA, L. L. da; TONON, D. J. Estrutura topolégica do retrato de fase para campos vetoriais lineares em R e aplicacdes. C.Q.D. — Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 26, 26007, 2025.
DOI:10.21167/cqdv26e26007  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

10



e\
Te\
A

Proposicdo 2 Considere o polinomio p(x) = a,x" + a,_1x" "' +-- -+ a1x + ag, com coeficientes em

R. Temos que r é raiz de p com multiplicidade m > 2 se, e somente se, r é raiz de p e raiz de p’
com multiplicidade m — 1.

Demonstracdo. Se r € raiz de p com multiplicidade m > 2, do Teorema 1, segue que p(x) =

(x =r)™q(x), onde g € um polindmio de grau n — m e g(r) # 0. Derivando p, obtemos

p'(x) = (x = )" [mg(x) + (x = r)g’ (0)]. (14)

De (14), decorre que r € raiz de p’ com multiplicidade m — 1. Reciprocamente, supomos que r € raiz
de p e raiz de p’ com multiplicidade m — 1. Temos que p(x) = (x—r)q(x) e p’(x) = (x—r)" v (x),
com v(r) # 0. Note que p’(x) = g1(x) + (x — r)q}(x), logo

g1(x) + (x —=r)q}(x) = (x - " (%), (15)

para todo x € C. Tomando x = r, de (15), segue que ¢;(r) = 0. Entdo podemos escrever
p(x) = (x — r)*q2(x). Derivando p novamente, obtemos p’(x) = (x — r)[2¢2(x) + (x — r)qs(x)].
Assim,

(=) [2q2(0)+(x=r)g5(0)] = (x=r)""v(x) & (x=r)[2g2(x)+(x=r) g5 (x)=(x=r)"v(x)] = 0,

para todo x € C. Entao

2g2(x) + (x = r)g5(x) — (x — r)m_zv(x) =0, (16)

para todo x € C. Tomando x = r, de (16), segue que ¢g>(r) = 0. Entao podemos escrever
p(x) = (x = 1r)q3(x). Repetindo esses argumentos mais m — 3 vezes, vamos concluir que p(x) =
(x =7)"qm(x), e por isso (como em (16))

m@m(x) + (x = r)q,, (x) = v(x) =0, (17

para todo x € C. Tomando x = r, de (17), segue que mq,,(r) = v(r) # 0, logo g,,(r) # 0 e portanto
r é raiz de p com multiplicidade m. O

Corolario 1 Considere o polindémio p(x) = x> + cx? + bx + a, com coeficientes em R. Temos que
. N c c\d oL :
r é raiz de p com multiplicidade 3 se, e somente se, b = 3 ea= (g) . Além disso, a raiz com

multiplicidade 3 é dada por r = —%.

Demonstracdo. Pela Proposicao 2, r é raiz de p com multiplicidade 3 se, e somente se, p(r) =0er
¢ raiz de p’ com multiplicidade 2. Mas, ainda pela Proposicao 2, r é raiz de p’ com multiplicidade
2 se, e somente se, p’(r) = 0 e r € raiz de p” com multiplicidade 1. Portanto, r € raiz de p com
multiplicidade 3 se, e somente se, p(r) = p’(r) = p”(r) = 0. Temos que p’(x) = 3x> +2cx + b e
p”(x) = 6x + 2c. Logo,

p’(r)=0 S r= —2§,
’ — — C

pr=0 e b=5

p(r)=0 e a=(5).

O
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Proposiciio 3 Seja f : (a,b) — R de classe C*, k > 1. Se f’(x) > 0 para todo x € (a,b) entio
f € crescente e portanto bijetiva na sua imagem. Se f’(x) < 0 para todo x € (a,b) entdo f é
decrescente e portanto bijetiva na sua imagem.

A Proposicao 3 é uma consequéncia imediata do Teorema do Valor Médio, que pode ser encon-
trado em [7].

Proposiciio 4 Considere os polindmios p(x) = apx" + ap_1x" ' + -+« + a;x + ag e h(x,y) =
apy" + ap 1Y + ap0y" a2 + - 4+ ayyx™! + agx™ com coeficientes em C. Temos que r € C é

raiz de p se, e somente se, h se anula nos pontos da reta y = rx, para todo x € C.

Demonstragdo. Temos que

h(x,rx) = apxr" + ap 1 X" + apo X' 4 -+ aixX'r + apx”
= XA + ap17" + apor™ 4 -+ ar + ag)
_ n
= x'p(r).
Logo, p(r) = 0 se, e somente se, /(x, rx) = 0 para todo x € C. O

Corolario 2 Considere o polindmio p(x) = ayx" + an_1x"' + -+ + a1x + ag, com coeficientes em

C. Ser € C,r £ 0, é raiz de p, entdo — é raiz do polindmio q(x) = apx™ +a1x" '+ - -+ a,_1x + ay,.
r

Demonstracdo. Da proposi¢ao anterior sabemos que h(x,rx) = x"p(r) para todo x € C. Entao,
t

podemos tomar x = —, com ¢ € C, logo
r

t " 1 1 1 1 1
h(;,t) = r—np(r) :t”(an+an_1 -;+an_2-r—2+---+a1 -rn—_l+a0-r—n) :[nC](;),

para todo t € C. Portanto, q(%) =0. O
Corolario 3 Considere o polinomio

p(x) =x>+cx’> +bx +a, (18)
com coeficientes em R. Se a = cb entdo as raizes de p sdorip = +V-ber; =—c.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 4, segue que r € C € raiz de p se, e somente se, h(x,y) =
v + cy?x + byx? + ax® se anula nos pontos da reta y = rx, qualquer que seja x € C. Temos que
h(x,y) = (M . v,u), onde

a b X x2
M—(Cl), (3] e () (19)
Pela hipdtese, segue que det(M) = a — bc = 0. Dessa forma, temos que 0 € autovalor de M e o
auto-espaco associado € dado pela equacdo cx +y = 0, que nos levaa y = —cx. Assim, constatamos
que h(x,—cx) = 0 para todo x € C e portanto —c é raiz de p. Usando o operador adjunto de M,
temos ainda que

h(x,)’) = <V’MT : u> = (f(x’y)’g(x’y)>
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De maneira similar ao que foi feito anteriormente, temos que det (M T) = 0, entao 0 é autovalor de
MT e o auto-espaco associado é dado por y = —bx. Observamos que g nio é linear, mas constatamos
que seus zeros sdo obtidos a partir do auto-espaco de 0 associado a M’ . De fato, para cada x € C
devemos ter y? = —bx?, logo y = =V—bx. Assim, temos que h(x, +V—-bx) = O paratodox € C e
portanto 1 = +V—b sdo raizes de p.- ]

Salientamos que existem vérias formas de se provar o Coroldrio 3. A demonstracao apresentada
neste trabalho elucida a origem da hipdtese a = bc, no cotexto em que investigamos as solucoes
explicitas das raizes de p por um determinado ponto de vista algébrico.

S Demonstracao dos Teoremas A e B

5.1 Demonstracao do Teorema A

Temos que:
p(X)=0 © f(x):=x"+cx’>+bx=-a.

Assim, obter as raizes de p é equivalente a determinar para quais valores x € C, aequacio f(x) = —a

¢ satisfeita. Para essa equivaléncia, damos uma atenc¢ao especial aos valores de x € R que satisfazem

f(x) = —a. Temos que f’(x) = 3x% + 2cx + b. Note que f’(x) = 0 se, e somente se, x = =¥ =3b ‘352_31’.

Denote por A = ¢ — 3b. Vamos dividir a anélise em casos:

I -Caso A <0.

Se A < 0, entdo f’(x) > O para todo x € R. Assim, pela Proposicdo 3, decorre que
f : R — R € bijetiva, entdo existe um tnico nimero real r3 tal que f(r3) = —a. Afirmamos
que r3 € raiz de p com multiplicidade 1. De fato, se r3 for raiz de p com multiplicidade
2, entdo p deve ter duas raizes reais distintas e portanto deve existir u € R (u # r3) tal que
f(u) = —a, o que ndo pode ocorrer, pois f € estritamente crescente. Por outro lado, se r3 for
raiz de p com multiplicidade 3, entao pelo Corolario 1, deveriamos ter

02
b:? o A=c*-3b=0,

o que contradiz a hipdtese de A < 0. Portanto, as raizes de p sdo r3 e rip = a + i3, com

a,BeR,B+0.
IT -CasoA=0.
Se A = 0, entdo f’ tem uma tUnica raiz x = “Ce f'(x) > 0 para todo x # ~<. Note que

x € ponto critico de f e também ponto de inflexdo, pois f”(x) = 0 e f” muda de sinal em Xx.
Pela Proposicao 3, segue que f : R — R € bijetiva. Portanto, existe um tnico nimero real r3
que satisfaz f(r3) = —a. Neste caso, e com base no que foi discutido no caso anterior, r3 tem

multiplicidade 1 ou 3. Como foi mostrado no item anterior, a condi¢cao A = 0 € equivalente
2

¢ P c .~ L. ~ . .
ab=—,porém b = 7 ¢uma condi¢do necessdria mas nao suficiente para garantir que r3

tem multiplicidade 3. Pelo Corolério 1, temos que r3 € raiz de p com multiplicidade 3 se, e

3
C . C
somente se, A = 0ea = (g) . Sabemos ainda que, neste caso, r; = r, = r3 = -3 Nos

c\3 o o
casos em que a # (5) , segue que r3 tem multiplicidade 1 e as demais raizes de p, rj € r2,

sdodadas porrip =a +if3, B # 0.

SILVA, L. L. da; TONON, D. J. Estrutura topolégica do retrato de fase para campos vetoriais lineares em R e aplicacdes. C.Q.D. — Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 26, 26007, 2025.
DOI:10.21167/cqdv26e26007  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

13



" of
=
=)

I - Caso A > 0.

Se A > 0, entdo f” tem duas raizes reais distintas

—C—\/Z —C+\/Z
T € XZ:T’

X1 =

(20)

com x| < Xxj.

Como f’ é uma pardbola, notamos que f’(x) > 0 paratodox < xjoux > x;e f'(x) <0
desde que x; < x < x3. Assim, podemos concluir que x; € ponto de maximo local e x; é
ponto de minimo local para f. Além disso, observamos que a funcao f restrita nos conjuntos
Iy = (—oo,x1), I, = [x1,x2] e I3 = (x7, o) € bijetiva na sua imagem correspondente, ou seja,
fi + I; > f(I;) dada por f;(x) = f(x) é bijetiva para todo i = 1,2, 3. Temos que:

3 3\ _ 303 -
Flx) = 2(c +c;7) 9bc e Flx) = 2(c 2)7) 9bc’

onde w = VA. Note que f(x1) > f(x2). Temos que f(I}) = (—oo, f(x1)), f() =
[f(x2), f(x1)] e f(I3) = (f(x2),00). Vamos analisar as possiveis relacdes de ordem en-

tre —a, f(x1) e f(x2):
III; - Caso f(x2) < —a < f(xy).

Temos que:
9bc - 27
fx) <-a< f(x) & %—& <w’
9bc — 27 ?
o (T) of
9bc — 27 ?
s %—C3) ~—w%<0

& F(c,b,a) = [9(bc - 3a) - 2¢°]* - 4A% < 0.

Neste caso, observamos que —a € f(I;) N f ()N f(I3). Logo, existem Gnicosr| € I}, r; € I
e ry € I3 tais que f(ry) = f(r2) = f(r3) = —a. Portanto, neste caso, p tem trés raizes reais
distintas: rq, rp e r3.

IIl; - Caso f(x1) = —aou f(x3) = —a.

Note que:
f(x;)==a ou f(x3) =-a & F(c,b,a)=0.

Neste caso, se f(x]) = —a, entdo r; = x| € raiz de p. Sabendo que f'(r;) = p’(r;) =0e
observando que r; € raiz de p’ com multiplicidade 1 (pois r; # ;) , segue da Proposicao 2 que
r1 € raiz de p com multiplicidade 2. Entdo r; = r, = x| e, pela Proposicao 1, necessariamente
r3 é uma raiz real. Portanto, neste caso p tem trés raizes reais ry, rp e r3,comr; =rp = x1 € I
ers € I3. Se f(x2) = —a, as conclusdes sao similares: obtemos r; =ry; =x; € [ ers € I;.
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I3 - Caso f(x1) < —aou f(xp) > —a.

Note que:
f(x;) <—=a ou f(x3)>-a & F(c,b,a)>0.

Se f(x1) < —a, entdo —a € f(I3) e —a ¢ f(I}) U f(I), logo existe um unico r3 € I3 tal
que f(r3) = —a. Note que r3 ndo pode ser uma raiz de p com multiplicidade 3, pois estamos
no caso A > 0. Além disso, r3 também nao pode ser raiz de p com multiplicidade 2, pois
se fosse, teriamos p’(r3) = f'(r3) = 0, logo r3 = x; ou r3 = x, 0 que contradiz a hipdtese.
Portanto, as raizes de p sdorzerjp = @ £if, B # 0. Se f(x2) > —a, entdo —a € f(I;)
e —a ¢ f(Ip) U f(I3), logo existe um unico r3 € [ tal que f(r3) = —a. Como na situa¢io
anterior, concluimos que r3 € raiz de p com multiplicidade 1, e sendo a tnica raiz real, segue
que r1 € rp sao necessariamente nao reais. Portanto, as raizes de p sdio r3 e rip = @ +if,

B #0.

Com isso, finalizamos a classificagao das possiveis raizes de um polindmio cubico qualquer em
funcao dos seus parametros, conforme compilado na Tabela 2 e na Observagdo 2. O préximo passo
¢ analisar o sinal da parte real das raizes de p em cada uma das situacoes apresentadas na Tabela 2.
Faremos entdo uma andlise de casos:

A -Caso F(c,b,a) <0.

Da Observacgao 2 segue que A > 0. Note que x| - xo = g. Logo,

x1-x<0 © b<0 © x31<0<x,

x1:x=0 o b=0 <& [ possuiduas raizes distintas x =0ex =x # 0
e

x1°x2>0 © b>0 © x1<0exy;<0o0u x1>0ex,>0.

Considerando o caso b > 0, observamos que

VA = V2 = 3b < |c|,

entdo, de (20), segue que
c<0 © x1>0ex2>0

c>0 © x1<0exy<0.

Neste caso, como foi discutido anteriormente no caso IlI;, sabemos que p possui trés raizes
reais distintas ry,rp e r3 tais que r| € I} = (—oo,x1),rp € I = [x1,x2] e r3 € I3 = (xp, ).
Segue do Teorema 1, que p pode ser escrito como p(x) = (x —r))(x —r)(x —r3) =
x3 = (r1 + 12 +13)x? + (1371 + 372 + r11r2)x — r1rar3. Dessa forma, obtemos que a = —r7273.

Passamos entdo para uma analise de subcasos:

Ay -Subcasoc e R,b<0ea<0.

Como b < 0, entdo x; < 0 < xp, logo r; < 0er3 > 0. Por outro lado, r, € [x1,x2], entdo
pode ser negativo, positivo ou zero. Mas neste caso

a<0 & -—-rirnr<o,

logo r, < 0. Portantor; < 0,7, <0erz > 0.
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Ar

Ajz

Ay

As

Ag

B

B,

Bs

By

Bs

-SubcasoceR,b<0ea >0.

Analogamente ao que foi feito no subcaso A, vamos concluir que r; < 0,7, > 0er3 > 0.

-Subcasoc <0,b>0ea <0.

Como b > 0, entdao x1x; > 0, e como ¢ < 0, segue que x; > 0ex, > 0. Assim, rp > 0e
r3 > 0. Sabendo que a = —rrr3, segue que r| > 0.
-Subcasoc <0,b>0ea>0.

Analogo ao subcaso Az. Obtemos r; < 0,7, >0erz; > 0.

-Subcasoc>0,b>0ea <0.

Como b > 0, entdao xjxp > 0, e como ¢ > 0, segue que x| < 0exp < 0. Assim, r; <0Oe
rp < 0. Sabendo que a = —rryr3, segue que r3 > 0.
-Subcasoc>0,b>0ea > 0.

Andlogo ao subcaso As. Obtemos r; < 0,7, <0erz <O.

- Caso F(c,b,a) = 0.

Segue da Observacao 2 segue que A > 0 ou A = 0. Neste caso € nos casos seguintes,
diferentemente do caso A, para a finalidade da analise nao precisamos identificar em qual dos
conjuntos I, I e I3 estdo as raizes de p. No caso A > 0, como podemos verificar na Tabela 2,
p possui duas raizes reais r; = r, = r e r3, onde r = x; our = xp. Pelo Teorema 1, podemos
escrever p(x) = (x —r)%(x —r3) = x> — (r3 + 2r)x? + (r? + 2rr3)x — r3r2. Entdo, observamos
que a = —r3r> e b = r? + 2rr3. Faremos uma andlise de subcasos para A > 0:
-SubcasoceR,b<0ea<0.

Como a < 0, segue que r3 > 0. Sabendo que r3 > 0 e b < 0, concluimos que r < 0.

-SubcasoceR,b<0ea>0.

Como a > 0, segue que r3 < 0. Sabendo que r3 < 0e b < 0, concluimos que r > 0.

-Subcasoc <0,b>0ea<0.

Como a < 0, segue que r3 > 0. Sabemos que r = x| ou r = x», onde

—c—Vc2-3b —c+ V2 -3b
XM= e T

Como c <0e b > 0, segue que x; > 0 e x; > 0. Portanto r > 0.

-Subcasoc <0,b>0ea > 0.

Andlogo ao subcaso B3. Vamos concluir que 3 < 0, x; > 0 e xo > 0, portanto r > 0.

-Subcasoc >0,b>0ea <0.

Andlogo ao subcaso B3. Vamos concluir que r3 > 0, x; < 0 e x, < 0, portanto r < 0.
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-Subcasoc>0,b>0ea > 0.

Andlogo ao subcaso B3. Vamos concluir que 3 < 0, x; < 0 e x, < 0, portanto r < 0.
3
Para A = 0, sabendo que F(c, b,a) =0, segue que a = (%) . Da Tabela 2, verificamos que

. . . . 7 C
p tem somente uma raiz real » com multiplicidade 3. Sabemos também que r = 3 Portanto,
r>0sec<0e,r<0sec>0.

- Caso F(c,b,a) > 0.

Neste caso, pela Tabela 2 e a Observacao 2, segue que p possuiraizesr3 € Rerj; = a £if,
B # 0. Entdo podemos escrever p como

px)=(x-r)(x—a-if)(x—a+if) = x3—(r3+2a/)x2+ (a2+ﬁ2+2ar3)x—r3(a2+ﬁ2).

Observamos que ¢ = —(r3 + 2@), b = & + 2+ 2ar3 e a = —r3(a? + ). Faremos uma
andlise de subcasos:
-SubcasoceR,b<0ea<0.

Como a < 0 e b < 0, respectivamente, concluimos que r3 > 0e @ < 0.

-Subcasoc e R,b<0ea>0.

Como a > 0 e b < 0, respectivamente, concluimos que r3 < 0 e a > 0.

-Subcaso b >0ec,a € R.

Este subcaso é diferente dos demais, pois ndo conseguimos resolvé-lo apenas usando os
dados da Tabela 2 e o Teorema 1. Note que se a < 0, entdorz > 0;sea > 0,r3 <0esea =0,
r3 = 0. Para determinarmos o sinal de «, que corresponde as raizes r; e r,, vamos recorrer
ao Corolario 3. A familia de polindomios p satisfazendo a = bc possui uma propriedade de
destaque: todo polindmio cibico com raizes nao reais e parte real nula pertence a esta familia.
Mais especificadamente, esses polindmios sdo caracterizados por a = bc, com b > 0. Esta
propriedade nos motiva a definir uma funcdo auxiliar & : R> — R, dada por

&(e,b,a) =a - be. (21)

Como estamos no caso F(c,b,a) > 0, podemos escrever &(c, b,a) = 2a[(a + r3)? + B2].
Logo,
&(e,b,a) >0 & a>0 © a>bc

&(e,b,a)=0 & a=0 © a=bc

((e,b,a) <0 & a<0 © a<be.

Com isto, obtemos uma caracterizacdo completa do sinal de @ na regido do espago de
parametros onde b > 0. Observamos ainda, que se ¢ < 0,6 > 0 e a > 0 entdo @ > 0.
Esec>0,b>0ea <0entaoa < 0.

Nos casos a seguir analisamos o que ocorre em cada um dos planos coordenados do espaco
de parametros de p.

SILVA, L. L. da; TONON, D. J. Estrutura topolégica do retrato de fase para campos vetoriais lineares em R e aplicacdes. C.Q.D. — Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 26, 26007, 2025.
DOI:10.21167/cqdv26e26007  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

17



e\
Te\
A

D -Casob=0ea,c eR.

Neste caso vamos analisar todas as possiveis configuracdes para nosso problema no plano b =
0 do espago de pardmetros. Temos que F(c,0,a) = (27a +2c¢3)> = (2¢3)? = 27a(27a + 4c3).
Entao, F(c,0,a) <0 se

43
2Ta<0 e 2la+43>0 o a<Oea>—% = ¢>0
ou
3 4¢3
27a >0 e 27a+4¢c” <0 © a>Oea<—E = ¢<0;
4¢3
F(c,0,a) =0 =0 =——
(c,0,a) se a ou a 77
e F(c,0,a) >0se
a>0 e ¢>0,
a<0 e ¢x<0,
3 4¢3
27a <0 e 27a+4¢c”’ <0 © a<Oea<—? = ¢c>0
ou
3 4¢3
27a >0 e 27a+4¢c” >0 © a>0ea>—7 = c¢<0.

Faremos uma anélise de subcasos no plano b = 0:

D; -Subcasoa <0,c>0¢e F(c,0,a) <Ooua>0,c<0e F(c,0,a) <O0.

c .
Sea < 0ec >0 vamos ter que x; = -3 <0expy=0. Assim, r; < 0er3 > 0. Por outro
lado, 7, =0our; <0. Comoa <0ea = —ryrr3, segue que rp < 0. Sea > 0e ¢ < 0 vamos
2c .
terque x; = 0ex; = 3 > 0. Assim, r; < 0erz > 0. Por outro lado, r, = 0 ou r, > 0.
Como a > 0e a = —riryr3, segue que r > 0.
. 4¢3
D; -Subcasoce Rea=0ouceR ea= o7
SeceReb =a=0,escrevemos p como p(x) = x>+ cx?, logor; =r =0er3 = —c.

Entaosec > 0,73 <0;sec<0,r3>0;sec=0,r3 =0.

3

c )
SeceRea= 7 entdo F(c,0,a) = 0, pela Tabela 2 segue que r = x| ou r = x, é raiz

2
de p com multiplicidade 2. Se ¢ < 0,entao x; = 0e x; = —?C > 0, logo r = x (pois a # 0);

- . . 2c
como a > 0, entdo r3 < 0 (pois a = —rar?). Analogamente, se ¢ > 0, entdo x| = 3 <0e

x3 =0, logo r = x1; como a < 0, entdo r3 > 0.

D3 -Subcasoc e R,a <0¢ F(c,0,a) >0ouceR,a>0e F(c,0,a) > 0.

Como F(c,0,a) > 0, pela Tabela 2 e a Observagao 2, verificamos que r3 € Reryy = a+if3,
B # 0. Entdo podemos recorrer a funcdo & dada em (21). Temos que £(c,0,a) = a =
2a[(a + r3)* + B%]. Como consequéncia da analise apresentada no subcaso Cs, segue que

a<0 = r3>0e a<0
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a>0 = r3<0e a>0.

E -Casoa=0ec,b eR.
Restringindo F nos pontos do plano a = 0, obtemos F(c, b,0) = 27b2(4b - cz). Entao,
2

F(c,b,O)<Oseb<OeceRou,b>Oeb<CZ. Além disso, F(c,b,0) =0se b =0ou

c2 c?
b:ZeF(c,b,O)>Oseb>Z.

Faremos uma anélise de subcasos no plano a = 0:
E; -Subcasoc e Re b < 0.
Andlogo ao subcaso Aj. Concluimos que r; < 0,7, =0er; > 0.

2
E, —Subcasoc<0,b>Oeb<%.

Andlogo ao subcaso Az. Concluimos que r; = 0 e rp,r3 > 0.

2
Es -Subcasoc>0,b>Oeb<cZ.

Analogo ao subcaso As. Concluimos que ri,r, <0erz =0.

E4 - Subcasoc e Re b =0.

Este subcaso foi analisado em D».

2
Es -Subcasoc e R*e b = CZ

2
SeceReb = CZ entdo F(c,b,0) = 0, pela Tabela 2, segue que r = x; our = x3 é

. e N c c
raiz de p com multiplicidade 2. Se ¢ < 0, entdo x| = oY >0exp = ) > 0, logo r > 0;
) N c
como a = 0, entdo r3 = 0 (pois a = —r3r?). Analogamente, se ¢ > 0, entdo x; = ) <0e
c
Xy = oy <0, logor < 0; como a =0, entdo r3 = 0.

2
E¢ - Subcasoc e Re b > CZ

Este subcaso foi analisado implicitamente em Cs.

F -Casoc=0eb,a €R.
Restringindo F nos pontos do plano ¢ = 0, obtemos F(0, b, a) = 729a* + 108h>.

Faremos uma anélise de subcasos no plano ¢ = 0:

F; - Subcasob >0ea €R.

Este subcaso € analisado implicitamente em Cs, visto que F (0, b, a) > 0.

F, - Subcasob <0ea €R.

Este subcaso foi analisado implicitamente em Aj, A, B, By, C; e Cy; com excecdo do
casoc =0, b <0ea =0, que € analisado implicitamente em E;.

SILVA, L. L. da; TONON, D. J. Estrutura topolégica do retrato de fase para campos vetoriais lineares em R e aplicacdes. C.Q.D. — Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 26, 26007, 2025.
DOI:10.21167/cqdv26e26007  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

19



" of
=
=)

F3z -Subcasob =0¢ea € R.

Este subcaso foi analisado implicitamente em Dj3.

A Tabela 3 e a Observacgao 3 apresentam os resultados obtidos na andlise dos casos A, B, C, D,
EeF. O

5.2 Demonstracao do Teorema B

A seguir, enunciamos e provamos uma proposicao fundamental para a demonstracdao do Teorema
B, que é apresentada logo a seguir.

Proposiciio 5 Considere o polinémio p(x) = x> +cx?+bx +a, com coeficientes emR e F(c, b, a) =
[9(bc —3a) - 203] g 4A3, onde A = c?> = 3b. Seja (c,b,a) € R um ponto do espaco de pardametros
dep. Sec<0,b>0ea—-bc<0ouc>0,b>0ea—-bc>0entio F(c,b,a) > 0.

Demonstracdo. Podemos reescrever F como F (c, b, a) = 729a> —486abc+108(ac? +b3) —27b%c>.
No primeiro caso temos ¢ <0, b > 0ea — bc < 0. Assim,

a<bc<0 = ax<0.

Logo,
0<-bc<-a & (bc)<d?
& —27(bc)® > -27a*
& F(e,b,a) > a(702a — 486bc) + 108(ac® + b?).

Note que 702a < 702bc < 486bc, pois be < 0. Logo,

702a — 486bc <0 & a(702a —486bc) > 0,

108(ac® + b3) > 0. Portanto, F(c, b, a) > a(702a — 486bc) + 108(ac> + b?) > 0.
O outro caso € totalmente analogo. O

pois a < 0. Além disso, como a < 0, c < 0e b > 0 segue que ac® > 0e b’ > 0. Assim,

Demonstragao do Teorema B.

Temos que:
pD=0 & P-1t2+s1-d=0.

Considerando a notac¢ao utilizada no Teorema A, identificamos que ¢ = —7,b = sea = —d. A partir
das Tabelas 1 e 3, faremos uma anélise de casos para determinar a natureza de O para (5):

X| -CasoceR,b<0ea#0.

Pela Tabela 3, independentemente do valor de F(c, b, a), segue que 0¢é ponto de sela.

Xy -Casoc>0,b>0ea<0.

Pela Tabela 3, independentemente do valor de F(c, b, a), segue que 0¢é ponto de sela.
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X3 -Casoc<0,b>0ea>0.

Pela Tabela 3, independentemente do valor de F(c, b, a), segue que 0é ponto de sela.

X4 -Casoc>0,b>0ea>0.

Pela Proposicao 5, se a — bc > 0, entdo F(c, b,a) > 0. Assim, pela Tabela 3, concluimos
que 0 é ponto de §ela. Por outro lado se a — bc < 0, independentemente do valor de F(c, b, a),
concluimos que 0 € atrator.

X5 -Casoc<0,b>0ea<0.

Pgla Proposi¢do 5, se a — bc < 0, entdo F(c, b,a) > 0. Assim, pela Tabela 3, concluimos
que 0 é ponto de §ela. Por outro lado se a — bc > 0, independentemente do valor de F(c, b, a),
concluimos que 0 € repulsor.

Xg -CasoceR,beRea=0.

Como a = 0, entdo zero € raiz de p e portanto 0 é degenerado.

X7 -Casoc e R*,b>0,aeR*ea—-bc=0.

Pelo Coroldrio 3, as raizes de p sdo: r3 = —c # O erjp = +iVb. Portanto, 0é
nao-degenerado e nao-hiperbdlico.

A Tabela 4 fornece as possiveis classificagoes de 0 para a equagao (5) em fung¢ao de 7, s,d € R.
Além disso, utilizando os dados da Tabela 3, identificamos o nimero de raizes com parte real
negativa e o nimero de raizes com parte real positiva. O

6 Consideracoes finais

Os resultados apresentados neste trabalho contribuem para o estudo de bifurcacdes de campos
vetoriais em R3. As Tabelas 2 e 4 fornecem uma descri¢io completa do diagrama de bifurcagdes
para campos vetoriais lineares no R, Além disso, as aplicacdes mostram como é possivel utilizar
os dados da Tabela 4 para estudar a natureza dos pontos de equilibrio de campos vetoriais definidos
a partir de um ou mais parametros, em funcao dos seus parametros.

Como motivagao para trabalhos futuros, incentivamos um estudo andlogo para campos vetoriais
em R* e talvez uma generalizaciio ainda maior, para o caso n-dimensional. Salientamos que uma
tentativa de generalizacio dos resultados obtidos para R* foi considerada. No entanto, a anélise ndo
pode ser reproduzida de forma imediatamente andloga, visto que seria necessario um conhecimento
completo e claro sobre o comportamento das raizes de um polindmio ciibico qualquer. Nesse sentido,
seria fundamental uma boa expressdo algébrica para as raizes de um polindmio cuibico genérico,
assim como temos para as raizes de polinomios quadraticos.
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