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Estudo da dinamica populacional de
crescimento bacteriano em laboratoério através
de equacoes diferenciais intervalares

Study of Bacterial Growth Population Dynamics in
Laboratory Using Interval Differential Equations

Resumo

Este trabalho se dedicou a estudar a dinamica populacional do
crescimento de Escherichia coli em laboratorio utilizando as
Equacgoes Diferenciais Intervalares (EDIs). Mais precisamente,
os modelos de Malthus e Verhulst foram considerados para des-
crever a dinamica de crescimento populacional, considerando
parametros coletados em laboratério. Tais parametros, assim
como relatado no artigo, possuem uma caracteristica de valor
intervalar. Com o apoio de métodos analiticos € numéricos de
Euler e Runge-Kutta de quarta ordem modificados para o con-
texto da teoria intervalar, foram produzidas solu¢des numéricas
intervalares para estudar tais modelos. O trabalho ilustrou que
as EDIs, em particular o modelo de Verhulst, representam com
fidelidade os dados bioldgicos devido as incertezas intrinsecas
do sistema.

Palavras-chave: Equacgdes Diferenciais Intervalares. Modelo
de Malthus. Modelo de Verhulst. Escherichia coli. Método de
Euler. Método de Runge-Kautta.

Abstract

This work focused on studying the population dynamics of
Escherichia coli growth in a laboratory setting using Inter-
val Differential Equations (IDEs). Specifically, the Malthus
and Verhulst models were considered to describe population
growth dynamics, using parameters collected from laboratory
experiments. These parameters, as reported in the article, have
an interval-valued characteristic. Supported by analytical and
numerical methods—Euler and fourth-order Runge-Kutta, mo-
dified for the interval theory context—interval numerical solu-
tions were produced to study these models. The work demons-
trated that IDEs, particularly the Verhulst model, faithfully
represent biological data due to the intrinsic uncertainties of
the system.

Keywords: Interval Differential Equations. Malthus Model.
Verhulst Model. Escherichia coli. Euler Method. Runge-Kutta
Method.
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1 Introducao

Em estudo de laboratério € comum o uso de alguns modelos vivos de referéncia, dependendo
do objetivo da pesquisa. A referéncia utilizada deve ainda ser capaz de representar, de maneira
satisfatdria, o processo pratico e ter precisao suficiente para ser utilizada [1]. Isso implica nao
apenas em favorecer a reprodutibilidade do experimento, mas também que os organismos utilizados
devem, preferencialmente, ter facil manutencao laboratorial e baixo custo, [2].

Um dos modelos mais utilizados nas dreas correlatas a biotecnologia e satde sdao as bactérias,
em especial a Escherichia coli, justamente por apresentarem as caracteristicas determinadas acima,
além de sua capacidade de produzir substancias e moléculas de interesse em diversas pesquisas
cientificas, [3, 4]. Logo, o entendimento da dinamica populacional do crescimento dessas bactérias
pode contribuir para o avanco de pesquisas, como otimizagao de processos biotecnologicos e auxiliar
no desenvolvimento de medicamentos e tratamentos.

Para estudar essa dinamica populacional, € comum o uso de modelagem matemética, que €
um processo dinamico utilizado para a obtencao e validacao de modelos matematicos, sendo “uma
forma de abstracdo e generalizacdo com a finalidade de previsao de tendéncias”, [5].

Uma forma de realizar a modelagem para o estudo dessa dinamica € por Equagdes Diferenciais
Ordinarias (EDOs). Por exemplo, os modelos populacionais propostos por Malthus e de Verhulst,
[6]. Esses modelos tém a capacidade de descrever e prever o comportamento de sistemas bioldgicos,
incluindo o de crescimento bacteriano, [7-11], sob certas hipéteses. No entanto, essas EDOs nao
apresentam a capacidade de trabalhar com incertezas nos dados ou pardmetros do modelo, ou seja,
dados experimentais limitados ou com erros de medigao.

Nesse contexto, surgem as Equacoes Diferenciais Intervalares (EDIs), generalizagoes de EDOs
que permitem incorporar intervalos de incerteza nos dados ou nos parametros do modelo, [12].
A abordagem por EDIs traz maior realismo a modelagem do sistema, uma vez que incorpora as
incertezas do experimento, abrangendo uma faixa de dados resultante de fenomenos e situacoes que
afetaram o sistema. No caso do crescimento das bactérias em laboratdrio, esses fendmenos sao de
dispersdo no meio e a mudanga de temperatura na incubadora de crescimento™.

Nem sempre € possivel utilizar métodos analiticos para resolver as EDOs e EDIs associadas aos
modelos propostos. Neste caso, métodos numéricos como os de Euler e Runge-Kutta podem ser
utilizados para tratar as EDOs cléssicas. Ja no caso das EDIs, extensoes de métodos numéricos
classicos sao considerados para analisar a evolucao da dinamica intervalar.

Apesar de serem modelos efetivos e extensamente utilizados em pesquisas com populacoes, se faz
necessario se atentar a alguns cuidados, pois a dificuldade maior em aplicar matematica as situacoes
bioldgicas estd no fato de que tais fendmenos t€m um comportamento bem mais complexo que os
da Fisica: suas varidveis t€m um comportamento fortemente aleatério e muitas vezes sensiveis as
pequenas perturbacdes, [5]. Sendo assim, através dessa metodologia, busca-se minimizar possiveis
falhas experimentais que prejudiquem os resultados.

Nessa perspectiva, este trabalho busca contribuir nos seguintes pontos:

* Estudar os modelos populacionais de Malthus e Verhulst, a partir de dados reais da populacao
da bactéria Escherichia coli obtidos em laboratorio;

* Modelar os dados coletados do experimento de crescimento bacteriano; e

*A incubadora de crescimento é um equipamento utilizado para manter condi¢gdes ambientais controladas, como
temperatura e umidade, essenciais para o desenvolvimento das bactérias em estudos laboratoriais.
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* Produzir as simulagdes das EDOs e EDIs dos modelos de Malthus e Verhulst, utilizando
os métodos numéricos Euler e Runge-Kutta para as EDOs e Euler Intervalar e Runge-Kutta
Intervalar para as EDIs, partindo de diferentes valores iniciais e taxas para compara-los com
os dados coletados, definindo a melhor estratégia para modelar o crescimento bacteriano.

2 Metodologia Experimental

Inicialmente, prepararam-se os meios Luria Bertani (LB)* sélido e liquido para a producdo de
placas sélidas e para crescimento em amostras liquidas. Na cabine de seguranga biolégica’ modelo
AC2-288 da empresa ESCO, inoculou-se as placas* para a producio de placas-mae®. As bactérias
utilizadas foram Escherichia coli DH5-alpha, sem plasmideos patogénicos, conservadas em meio
LB com glicerol no freezer a - 80°C fornecidas pelo Laboratério Nacional de Biociéncias - LNBio
do Centro Nacional de Pesquisa em Energia e Materiais - CNPEM.

Antes de utilizar os equipamentos, como estufal e agitador orbitall, foi avaliado se havia
contaminacio microbiolégica**. Dessa maneira, produziram-se 2 meios de controle’ sélidos em
falcons**, que foram deixados expostos ao ar de cada equipamento.

Ap6s 24 horas, constatou-se que nao havia crescimento de microorganismos nos meios de
controle, permitindo a continuidade do experimento. Visando aferir a viabilidade das E. coli que
estavam conservadas no freezer a - 80°C, incubou-se®® as em placas Petri com meio LB s6lido na
Mini Incubator & Labroller Combo da empresa Labnet International, Inc, a 35°C. Apds 24h foi
verificado o crescimento delas na placa, o que indicou que era possivel prosseguir com a preparagao
dos pré-inéculosl,

Em um eppendorf™*, adicionou-se 1,5 mL de meio LB liquido e 1 coldnia obtida em placa-mae.

*O meio Luria Bertani (LB) é um meio de cultura amplamente utilizado para o crescimento de bactérias, es-
pecialmente Escherichia coli. E composto por ingredientes como triptona, extrato de levedura e cloreto de sédio,
proporcionando um ambiente nutritivo para o desenvolvimento bacteriano.

TA cabine de seguranca biolégica modelo AC2-2S8 é um equipamento projetado para manipulagio segura de
micro-organismos, garantindo a protecdo do operador e do ambiente externo.

*Inoculou-se as placas refere-se ao processo de introdugdo de bactérias no meio de cultura para promover o
crescimento bacteriano.

$Placas-mie refere-se as placas com meio de cultura com bactérias crescidas, que serdo utilizadas como reserva de
micro-organismos para o experimento e suas futuras replicatas.

{Estufa é um equipamento utilizado para controlar a temperatura e, as vezes, a umidade, proporcionando um
ambiente ideal para o crescimento de culturas biolégicas.

| Agitador orbital é um dispositivo que mistura liquidos em recipientes através de movimentos circulares, garantindo
homogeneizagdo sem contaminagdo. Esse pode ter as mesmas caracteristicas da estufa quando seu uso € visado para o
crescimento de bactérias em meios liquidos.

*“*Contaminacao microbioldgica refere-se a presenca indesejada de outros microrganismos que podem interferir
nos resultados experimentais.

" Meios de controle sio amostras utilizadas para verificar a presenca de contaminago ou para estabelecer pardmetros
de comparagdo no experimento.

#Falcons sido tubos com fundo conico de plastico que normalmente sio utilizados para preparo de amostras,
solubilizacdo e armazenamento de amostras/solucdes, centrifugacdo e até mesmo para reacoes quimicas.

$3Incubou-se refere-se ao processo de manter as culturas bacterianas em condigdes controladas de temperatura e
ambiente para promover seu crescimento, em uma estufa, incubadora ou agitador orbital.

1iPré-inéculos sdo culturas bacterianas iniciais preparadas para serem usadas como inoculantes (micro-organismos
a serem introduzidos em um meio de cultura para iniciar o crescimento/experimento) em experimentos subsequentes,
garantindo a consisténcia e viabilidade das culturas.

“*Eppendorf é uma marca registrada amplamente utilizada para referir-se a tubos microcentrifugos de plastico,

utilizados para manipulacdo e armazenamento de pequenas amostras de liquidos em laboratérios bioldgicos.
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Repetiu-se esse processo 10 vezes, obtendo 10 pré-indculos que foram incubados no shaker* modelo
IBS-NR-19-8 da empresa ESCO a 37°C e 200 rotagdes por minuto (rpm) por 24 horas.

O crescimento da densidade populacional das bactérias nos pré-indculos foi avaliado por medida
de Densidade Optica (DO)" a 600 nm, uma vez que a turbidez da amostra é proporcional 4 quantidade
de células presentes no substrato e se comporta como a populacio bacteriana, [13].

Com uma pipeta monocanal® autoclavavel, dispensou-se 200 uL de cada pré-inéculo em uma
placa de pocos®, além de 200 uL de referéncia do meio puro. Constatado o crescimento, foi possivel
comecar a etapa de medigao.

Em um falcon de 50 mL, colocaram-se 13,5 mL de meio LB liquido e 1,5 mL do pré-in6culo,
resultando em 15 mL totais. Repetiu-se esse processo 10 vezes, obtendo 10 falcons que foram
colocados no shaker a 37°C e 400 rpm, e se tiraram medidas de DO de hora em hora por 10 horas
em triplicata, de maneira a obter 30 medidas por hora. Os valores foram reservados para posterior
andlise.

3 Metodologia Teérica

Ap0s coletados os dados do experimento, sao realizadas as primeiras simulagdes em software
livre Jupyter Notebook em linguagem de programacao Python dos modelos populacionais de Malthus
e de Verhulst.

3.1 Modelo de Malthus

Esse é o modelo de crescimento populacional mais conhecido e foi proposto pelo economista
Thomas Malthus em 1798. Tal modelo indica um cendrio onde a taxa de crescimento de uma
determinada populagio é proporcional 2 populagio total naquele instante de tempo, [14]. E possivel
representar essa proposta pela Equacao (1);

dpP

. 1
o =P (1)

em que:
» r € a taxa de crescimento populacional; e
* P ¢ o tamanho da populagao.

Esse modelo costuma ser utilizado para descrever o crescimento de pequenas populacdes em
curtos intervalos de tempo, como € o caso do experimento realizado.

*Shaker, ou agitador orbital, ¢ um equipamento de laboratdrio utilizado para agitar misturas liquidas de forma
controlada, promovendo a homogeneiza¢do e aumentando a taxa de crescimento de microrganismos em meios de
cultura.

"Densidade Optica (DO) é uma medida da turbidez ou claridade de uma solucio, obtida pela absor¢do de luz a um
comprimento de onda especifico (neste caso, 600 nm). Quanto maior a DO, maior a concentracio de células presentes
na amostra, refletindo diretamente o crescimento da populacao bacteriana.

fPipeta monocanal é um dispositivo de laboratério utilizado para dispensar volumes precisos de liquidos em uma
Unica canaleta, garantindo a precisao e repetibilidade nas medi¢des e manipulagdes de amostras.

SPlaca de pocos é um recipiente de muiltiplos pequenos compartimentos utilizados para realizar experimentos
simultaneos em condi¢des controladas, permitindo a realizacdo de testes paralelos e analises comparativas de diferentes
amostras.
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A solugdo da EDO (1) pode ser obtida pelo método da separacdo de varidveis, e é dada por:
P(1) = Poe”, 2
em que:
* P(t) é o tamanho da populag¢ao no tempo;

* Py € o tamanho da populagao no tempo inicial, ou, = 0.

3.2 Modelo de Verhulst

J4 o modelo de Verhulst, ou também chamado de modelo logistico, foi proposto a partir do
pressuposto que uma populacdo cresceria até o limite maximo de suporte do ambiente, ou seja,
tendendo a uma estabilizacao, [15]. O modelo de Verhulst é dado por:

dpP P
Z:VP(I—E), (3)

em que:
* K é a capacidade suporte do ambiente.
Também por meio do método de separacdo de varidveis, pode se obter a seguinte solugao:
K

K-Po\ _rt
1+ (_Po )e

P(1) = “4)

Tais EDOs s@o boas bases para analisar o experimento, contudo, ndo incorporam as incertezas
intrinsecas de um experimento biolégico, o que implica na necessidade de utilizar as EDIs advindas
da teoria intervalar.

3.3 Teoria Intervalar

A teoria intervalar pode ser entendida como uma abordagem de generaliza¢do dos conceitos
tradicionais [12, 16], utilizando-se de intervalos em vez de nimeros reais ou pontos Unicos em
uma linha. Essa abordagem permite a captura de incerteza e variabilidade inerentes dos fendmenos
naturais estudados e dos processos de medicao realizados por humanos, sendo uma teoria funda-
mental nas dreas de estudo como a andlise de erro, controle de qualidade e modelagem de sistemas
dindmicos, afinal, nessas areas as medidas exatas sdo praticamente impossiveis de realizar, [12, 16].

Portanto, a teoria intervalar permite uma modelagem mais precisa da realidade do experimento
proposto, e as EDOs devem ser transformadas em EDIs para incorporar toda a incerteza ao modelo.

3.4 Modelos Intervalares

Além de utilizar as Equagdes (2) e (4), que representam as solucdes gerais das EDOs dos
modelos propostos, serdao utilizadas as EDIs desses modelos, visando incorporar as incertezas que
sdo intrinsecas a natureza do experimento, para, no fim, propor uma comparagao entre elas.

O modelo de Malthus com parametro intervalar pode ser descrito pela Equacao (5), enquanto o
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de Verhulst € descrito pela Equacao (6):

dP

E = [rmin, rmax]P (5
dP P
E = [rmina rmax] P (1 - E) (6)

em que:
* rmin € 0 valor minimo do intervalo; e
* rmax € 0 valor maximo do intervalo.

Daqui em diante, a notag@o P serd utilizada para denotar uma func¢do intervalar. Isto €, para cada
t no dominio real, a fun¢do P assume os valores intervalares P(t) = [P;(¢), P»(t)], sendo que P;(t)
¢ uma funcdo real, parai = 1, 2, de tal modo que P(t) < P,(t), para todo t € R.

A equacgdo de Malthus intervalar dada acima pode ser resolvida analiticamente considerando a
gH-derivada. Tal abordagem consiste em resolver um sistema de equagdes diferenciais associado
ao problema intervalar. Assim, a solucdo é obtida por meio da resolucdo do seguinte sistema de
equacoes diferenciais cldssicas:

dP

d—; = rminP1 )
© AP

d—: = Fmax P2, (8)

cujas solugdes sido dadas respectivamente por Py (1) = Poe'™in’ e Py(t) = Ppe' ™!,
Para a equagdo de Verhulst com parametro intervalar, obtemos os dois sistemas associados:

dpP P
— = TP (1 - fl) ©)
) d
P )
As solugdes para cada equacao diferencial associada é dada, respectivamente por,
KC
P = e e
© KC
Py(t) = —m,
2( ) C + e 'max!
em que C = Klj‘},o.

As solugdes analiticas, associadas as equagoes diferenciais classicas apresentadas acima, podem
ser obtidas pelo método de separacdo de varidveis. Assim, a solucdo analitica intervalar para os
modelos de Malthus e Verhulst sao dadas por:

P(1) = [min{P; (1), P2(£)}, max{P (¢), P»(t)}], VteR.
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Por outro lado, pode-se também explorar 0 mesmo problema do ponto de vista numérico [17],
isto €, por meio de métodos numéricos como o método de Euler Intervalar, descrito pelas equacoes
(11) e (12), e o método de Runge-Kutta Intervalar, descritos pelas Equacdes (13) e (14).

M0 = P+ At f(ti, Py, Finin) (11)
Pin.l,_alX:Pi"'At'f(ti,Piarmax) (12)

em que:

. Plf.‘jrl{l € o valor minimo estimado da populagao no instante #;;1;

* P € 0 valor mdximo estimado da populagdo no instante 7;41;

* P; ¢ o valor da populacao dependente de P no instante #;;

* At é o intervalo de tempo;

* f(t;, P;,rmin) € a funcdo que descreve a taxa de variacdo da populacdo no instante ¢; levando
em consideracao a ry;y; €

* f(t;, P;, rmax) € a fungdo que descreve a taxa de variagdo da populac¢@o no instante ¢; levando
em consideracao a ryx.

, N . . . ,
= pnt 4 g(krlnln + 265" + 265 + kM),

KM = B f(t, PP, Pin),

min

. o
min __ . . ” min 1 )
kz =h-f tl+27Pl' + ) > Vmin | » (13)
h min
kmin =h- f t; + _’Pmin + Z—,Vmin s
3 27! 2
K= Je f (8 + by PP+ K, i)
1
A = PP (R 2R 2K+ K,
kllnax =h- f(t, leax, Fmax)»
h Jmax
k3 =h-f (t,- + E,P?’a" + 12 ,rmax), (14)

h max
kgnax =h- f (ll' + E,P;nax + ZT,rmaX) ,

KD = B f (8 + PP+ KD, gy ).

em que:
e P € 0 valor minimo estimado da populag@o no instante 7;;

¢ P" € 0 valor maximo estimado da populagao no instante 7;;
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. k‘l“m, krzmn, kgmnekzmn sdo os coeficientes intermediarios calculados, considerando os valores
minimos dos parametros; e

. krlna", k‘zna", kgnaxekfa" sdo os coeficientes intermediarios calculados, considerando os valores
maximos dos parametros.

Por fim, considerando a potencial existéncia de solucdes para as EDOs e EDIs de Malthus e
Verhulst através de abordagens analiticas e numéricas, foi definido utilizar a abordagem numérica.
Pois as EDIs de Malthus e Verhulst introduzem incertezas nos parametros, o que resulta em um
sistema de equacoes diferenciais que até possuem solugao analitica, mas ela ndo é simples, ainda mais
na presenca de intervalos que dificultam a obtencao de solu¢des fechadas, especialmente quando se
considera a interacao entre os intervalos de parametros e as varidveis do sistema.

Além disso, considerando o contexto de modelagem de crescimento bacteriano, onde as incer-
tezas sdo algo intrinseco do modelo, a abordagem numérica permite incorporar essas incertezas de
forma mais natural, afinal, essa abordagem apresenta maior flexibilidade, robustez e capacidade de
lidar com a complexidade das incertezas do modelo, garantindo que o modelo matematico reflita de
maneira mais fiel a realidade observada.

3.5 Definicao dos parametros

Pararealizar as simulagcdes e modelagens das EDOs e EDIs € necessario definir alguns parametros-
base, como DO inicial média, maxima e minima e taxa de crescimento média, maxima e minima.
Para definir os 3 valores de DO foram analisados os dados iniciais coletados, em que 0,152, 0,165
e 0,187 eram respectivamente os valores da DO inicial minima, média e mixima, logo, utilizou-se
o valor da DO inicial média nas EDOs e os valores da DO inicial minima e maxima na obtencao de
valores intervalares nas EDIs.

A taxa de crescimento foi determinada de tal forma que os dados obtidos experimentalmente e
o modelo logistico estivessem condizentes, levando em consideracdo que os tempos minimo, médio
e maximo de dobra da populacao das bactérias utilizadas sao 20, 40 e 60 minutos, respectivamente.
Considerou-se ainda que o meio e 0 método de crescimento tinham mais que as condi¢coes minimas
para o bom desenvolvimento. Obteve-se, por meio da andlise da natureza do experimento e dos
dados, os valores de taxa de crescimento 0,19, 0,29 e 0,39, sendo eles o minimo, o médio € o
maximo, respectivamente.

4 Resultados

Ap6s as medicoes realizadas no periodo de 10 horas, obteve-se os dados organizados na Figura
1 no primeiro grafico, ja os valores de DO maxima, média e minima podem ser visualizados na
mesma figura. E possivel perceber uma tendéncia a crescimento progressivo com apenas uma queda
expressiva em algumas das medidas na sétima hora, mas recuperagao na hora seguinte.
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Figura 1: Primeiro grifico: Evolug¢do da Densidade Optica do meio de crescimento bacteriano. Segundo

gréafico: Estatisticas do crescimento bacteriano (Média, Mdximo e Minimo). Fonte: Autoria prépria.

Conjugando os valores estatisticos com os modelos de EDO de Malthus e Verhulst, calculados
a partir das Equagdes (3.2) e (3.4), obtivemos a Figura 2. A partir dela € possivel perceber que
o modelo malthusiano se diferencia das medi¢Oes obtidas experimentalmente a partir das 6 horas,
chegando, ao fim das 10 horas, a um valor quase 6 vezes maior. Ja o modelo de Verhulst, por outro
lado, tem valores mais préximos, com uma diferenca de menos de 0,5 vezes entre o valor final do
modelo e o valor maximo dos dados coletados.
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Figura 2: Comparagdo entre as EDOs de Malthus (Primeiro grafico) e Verhulst (Segundo grafico) para DO
inicial de 0,165 e tempo maximo de 10h. Fonte: Autoria prépria.

Com o objetivo de estabelecer EDIs admissiveis para andlise contra os dados obtidos, determinou-
se a variacao de dois parametros: a DO inicial e a taxa de crescimento (Figura 3 e 4). A Figura 3
apresenta a EDI malthusiana resolvida numericamente por Euler e Runge-Kutta de quarta ordem.
H4 uma diferenca de 3 pontos entre o valor maximo obtido por cada método numérico. Ainda assim,
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diferenca entre os valores de mdximo e minimo do intervalo no instante de 10 horas é maior que
4 de D.O. para ambas, indicando uma regidao abrangente e fora do que é esperado para a medida
de D.O. de crescimento bacteriano. Esse tipo de experimento ndo deve superar o valor de 1: todo
valor acima de 1 se tornard um valor irreal, uma vez que a faixa linear de medi¢do confidvel da
maioria dos espectrofotometros € de até aproximadamente 1. Além disso, pode-se ressaltar que
amostras altamente saturadas resultam em uma alta dispersao de luz, o que gera leituras imprecisas
de absorbancia uma vez que a luz nao seré absorvida de forma linear pelo espectrofotometro, [18].

Modelo de Malthus: Modelo de Malthus:
Método de Euler Método de Runge-Kutta de 42 Ordem
=== Min Euler —==- Min RK4
—— Max Euler —— Max RK4

8 84
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Q Q
T 44 T 44
1] 1]
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Q 1]
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21 21
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Figura 3: Resolu¢des numéricas da EDI de Malthus com variagdo na DO inicial e na taxa de crescimento

para t,,4x de 10h, sendo o gréfico da esquerda por Euler e da direita por Runge-Kutta de quarta ordem. Fonte:
Autoria prépria.

Ja na EDI de Verhulst (Figura 4), hd uma diferenca no comportamento do limite superior e
inferior: enquanto o primeiro parece estar atingindo a estabiliza¢do apds 10h, o segundo nao saiu
da fase logaritmica. Apesar do comportamento diferente, a diferenca entre os limites ndo é muito
grande, com uma diferenca de menos de 0,5 pontos entre os valores maximos dos limites superior e
inferior finais. A partir do grafico pode-se apontar, ainda, que os valores obtidos nesse recorte pelos
métodos numéricos ndo estao muito distantes entre si.
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Figura 4: Resolugdes numéricas da EDI de Verhulst com variagdo na DO inicial e na taxa de crescimento

para t,,,,, de 10h, sendo o grafico da esquerda por Euler e da direita por Runge-Kutta de quarta ordem. Fonte:
Autoria prépria.

Comparando agora os dados da Figura 1 com o modelo da Figura 3, é possivel observar na Figura
5 que o intervalo da EDI malthusiana € incompativel com os valores obtidos experimentalmente,
uma vez que o valor mdximo final € significativamente maior ao experimental, e o intervalo nao
comporta os dados reais com veracidade.
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Modelo de Malthus: Método de Euler
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Figura 5: Modelo intervalar de Malthus resolvido numericamente comparado aos dados obtidos no experi-
mento, sendo o primeiro grafico por Euler e o segundo por Runge-Kutta de quarta ordem. Fonte: Autoria
proépria.
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Ja o modelo de Verhulst intervalar apresentado abaixo (Figura 6) apresenta um intervalo mais
aproximado ao que seria esperado a partir dos dados experimentais, uma vez que o limite inferior é
menor que a média dos valores e o limite superior € menos de 0,3 vezes maior que o valor maximo
obtido. Percebe-se que o intervalo compreende, de fato, a maior parte dos valores experimentais,
sendo as excecoes os valores fora do padrao ocorridos as 7h.

Além disso, pode-se indicar que o modelo resolvido por Euler resulta em um limite inferior
um pouco menor que o modelo resolvido por Runge-Kutta de quarta ordem gracas a sua menor
propagacao de erro perante o0 método de Runge-Kutta. Isso ocorre na teoria intervalar, gracas a
propagacdo de incerteza embutida nas operagoes aritméticas. Isto é a soma (ou qualquer outro
operador aritmético) entre dois intervalos sempre produz um intervalo de dindmetro (incerteza)
maior. Nesse sentido, como o método de Runge-Kutta efetua mais operagdes do que o método de
Euler, em uma mesma iteracao, obtemos o comportamento mencionado acima.
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Modelo de Verhulst: Método de Euler

Min Euler
Max Euler
1A
1B
1C
2A
2B
2C
3A
3B
3C
4A
4B
4c
5A
5B

— 5C

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

6A
6B
6C
A
B
iC
8A
8B
8C
9A
9B
9C
10A
10B
10C

0.4

Densidade Optica (D.0.)

0.3 \/

0.2

0 2 4 6 8 10
Tempo (horas)

Modelo de Verhulst: Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

--- Min RK4
0.9 —— Max RK4
— 1A
— 1B

08 — 1C

o

~

|
¥

o
o

|
3

o
tn
¥

Densidade Optica (D.O.)
-
3 S

o
w
- =
[ ==]

0.2

0 2 4 6 8 10 —

Tempo (horas) - ig:

— 10C

Figura 6: Modelo intervalar de Verhulst resolvido numericamente comparado aos dados obtidos no experi-
mento, sendo o grafico da esquerda por Euler e da direita por Runge-Kutta de quarta ordem. Fonte: Autoria
proépria.
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5 Discussao

A partir dos resultados anteriores, é perceptivel que a modelagem por EDOs nio representa
adequadamente os dados de crescimento bacteriano. Apesar da EDO de Verhulst (Figura 2) se apro-
ximar razoavelmente do que foi observado, os valores modelados ndo representam satisfatoriamente
nem o comportamento maximo, nem o minimo, nem o médio, sendo necessario, entdo, passar ao
modelo intervalar.

Dentre as duas EDIs analisadas, a malthusiana (Figura 3) tem um intervalo que apresenta uma
amplitude completamente fora do comportamento esperado para a densidade Optica observada
experimentalmente, que nao deve ultrapassar 1. Além disso, € possivel perceber ao comparar
os valores obtidos entre Euler e Runge-Kutta de quarta ordem que as resolu¢des numéricas se
diferenciam bastante no limite superior. Isso ocorre principalmente pela propagacao maior de erros
em métodos com mais contas por passo, uma vez que o erro global é proporcional a ele de maneiras
diferentes: para Euler, o erro € linearmente proporcional, enquanto Runge-Kutta de quarta ordem
apresenta erro proporcional ao passo elevado a quatro, [19]. Assim, para a proposta do trabalho, o
método de Euler apresenta uma solucao mais aproximada.

Ao analisar as solugdes encontradas para a EDI de Verhulst, percebe-se que ha proximidade
entre os valores resolvidos numericamente. Ainda assim, levando em consideragdao o exposto
anteriormente, preferencialmente se deve utilizar Euler, por propagar menos erros. Esse fato € ainda
corroborado por essa solugdao abarcar melhor os valores de crescimento inferiores.

6 Conclusoes

Neste trabalho, realizou-se o crescimento de bactérias E. coli em laboratorio para a obtengao
de dados de crescimento reais. Comparou-se os dados aos modelos de dinamica populacional de
Malthus e Verhulst, primeiro pelas EDOs associadas e depois pelas EDIs, resolvidas pelos métodos
numéricos intervalares de Euler e Runge-Kutta de quarta ordem.

Foi possivel observar que as EDOs nao conseguem representar bem o comportamento do cres-
cimento bacteriano, que ocorre em um intervalo definido por variacdes relacionadas a incertezas
inerentes a fendmenos bioldgicos. A comparagdo entre as EDIs de Malthus e Verhulst com os dados
reais permitiu observar que a dinamica populacional que melhor captura o crescimento bacteriano é
a descrita por Verhulst, e que a natureza caracteristica de incerteza do experimento torna necessario
utilizar um método numérico que propague a menor quantidade possivel de erro, ou seja, dentre os
dois métodos utilizados a resolucao pelo método de Euler se mostra mais apropriada e resulta em
uma aproximacao mais fiel a realidade.

Por fim, foi possivel validar a modelagem dos dados do experimento pela modelagem ma-
tematica associada as equacoes dos modelos populacionais, sendo elas EDOs ou suas respectivas
generalizacoes, as EDIs, e seus respectivos métodos de resolu¢ao. Mostrou-se que a utilizagao dessas
duas poderosas ferramentas depende das caracteristicas do experimento estudado, afinal, as duas se
apresentam como importantes instrumentos para estudar problemas que necessitem de modelagem,
sucedendo em melhores resultados. Também ¢€ factivel afirmar que as EDOs sao melhores para
resolver problemas deterministicos, como a modelagem de sistemas fisicos, ja as EDIs sao melhores
para resolver problemas com incertezas intrinsecas, como a modelagem de sistemas biolégicos.
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7 Consideracoes Finais

Uma questao que pode surgir € o motivo de tamanha proximidade dos valores experimentais do
limite inferior da solugdo intervalar, principalmente a partir da sétima hora. Durante a realizag¢ao do
experimento, problemas técnicos no equipamento levaram a uma pausa na rotacao de alguns minutos
e a necessidade de mové-lo. Sabe-se que as bactérias sdo sensiveis a mudangas em seu ambiente, o
que pode ter influenciado em sua capacidade de replicacdo e diminuido sua taxa de crescimento.

Além disso, a quantidade de rotacdes por minuto era inferior a ideal, o que torna improvével
a aderéncia a uma taxa de crescimento maxima pelas bactérias nos falcons. Em uma reproducado
desse experimento, seria recomendavel a manutencao da estabilidade das condi¢des de crescimento.
A adesdo ao limite superior do intervalo modelo poderia ser verificada ainda a partir da melhoria
dessas condi¢oes, permitindo uma analise mais abrangente.

A implementacao do modelo, com os métodos numéricos aplicados e os dados, se encontra
disponivel no repositério do GitHub dos Autores [20].
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