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A sequéncia de Pell no anel tricomplexo

The Pell sequence in the tricomplex ring

Resumo

Neste estudo definimos e investigamos uma nova sequéncia do
tipo Pell, perpetrada por uma recorréncia linear de segunda
ordem a qual especifica a sequéncia de Horadam. Aqui, apre-
sentamos, estudamos e analisamos resultados referentes a esta
nova familia de sequéncias de Pell. O principal objetivo deste
artigo € exibir uma conexao entre os nimeros Tricomplexos de
Pell e os ndmeros do tipo Pell.
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Abstract

In this study we investigate a Pell-type sequence, perpetrated
by a second-order linear recurrence which specifies the Ho-
radam sequence. Here, we present, study and analyze results
concerning this new family of Pell sequences. The main aim of
this article is to show a connection between Pell’s tricomplex
numbers and Pell-type numbers.
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1 Introducao

John Pell (1611-1685) foi um matematico inglés que fez contribui¢Oes significativas para a
matematica, em especial no estudo das equacdes diofantinas da forma x> — ny? = (x1)". De acordo
com Koshy (2014) tal equacdo esta associada ao conjunto de nimeros {0, 1,2,5,12,29,70, ...}, a
qual pode ser definida pela relagao de recorréncia P, = 2P, + P,_;. Esta sequéncia é conhecida
como a sequéncia dos nimeros de Pell, ou simplesmente, sequéncia de Pell.

Para todo nimero inteiro nao negativo n a sequéncia de Pell {P,},>o € definida como P, =
P,+ P, paran > 0, com valores iniciais Po = 0e P; = 1, é asequéncia AO0I1356 em OEIS (Sloane,
2024). Alterando os valores iniciais da recorréncia de Pell, obtemos outras sequéncias numéricas.
Por exemplo, seja Q, o n-ésimo termo de uma sequénciacom Qo= 1,01 =1¢€ Qui2 =20,+1 + Oy
paran > 0. A sequéncia resultante € dada pelos elementos 1,1,3,7,17,41,99, .. ., e ¢ denominada
como a sequéncia de Pell-Lucas, a sequéncia A0O0/356 em OEIS (Sloane, 2024). Note que tanto
P,, quanto Q, satisfazem a mesma relacdo de recorréncia. De acordo com Bicknell (1975), tanto
os numeros de Pell quanto os de Pell-Lucas possuem propriedades similares as das sequéncias de
Fibonacci e Fibonacci—Lucas, porém sao menos difundidas e exploradas.

Neste artigo, introduzimos uma nova familia de sequéncias associadas a Sequéncia de Pell; a
qual nomeamos de sequéncia Tricomplexa de Pell. Diferentemente de outras variacoes, esta nova
extensao depende de dois vetores reais com trés coordenadas usados em uma relag@o de recorréncia
vetorial linear.

Este artigo explora a relacdo entre os nimeros Tricomplexos de Pell e os nimeros do tipo
Pell (nimeros de Pell ou Pell-Lucas) e estd estruturado da seguinte forma. Na Secéo [2] faremos
uma introdu¢do ao anel tricomplexo T e uma retomada da sequéncia de Pell, com resultados
relevantes para o desenvolvimento do trabalho. Na Secao |3| definimos uma extensao do conceito
de nimeros do tipo Pell, apresentando a sequéncia Tricomplexa de Pell, denotada por T P,, no anel
(T,+,x). Além de estabelecermos uma relacdo de recorréncia homogénea, exibimos a férmula
do tipo Binet e as fun¢des geradora ordindria e exponencial para TP;. Na Secao 4| exploraremos
varias identidades classicas para os nimeros Tricomplexos de Pell, como Tagiuri-Vajda, d’Ocagene,
Catalan e consequéncias. Finalmente, na Secdo [5 analisamos algumas somas parciais de termos
envolvendo os ndmeros Tricomplexos de Pell.

2 Antecedentes e resultados preliminares

Esta secao contém duas subse¢oes bastante distintas, na primeira faremos uma pequena introdugao
ao anel tricomplexo T para estruturar o anel numérico que realizamos nossa investigacao; estudos
mais detalhados podem ser encontrados nas referéncias indicadas. Neste mesmo interim, na subse¢ao
posterior, retomamos a sequéncia de Pell e listamos alguns resultados que faremos uso no desenvol-
vimento deste.

2.1 O anel tricomplexo

Ao longo do tempo, muitos pesquisadores se interessaram pelo estudo de anéi andlogos ao anel
dos nimeros inteiros, nos quais possam também ser desenvolvidos conceitos aritméticos. Dentre
eles, destacamos o anel dos inteiros gaussianos, cujo estudo tem origem nas investigacoes de Gauss

! Conjunto ndo vazio com duas operacdes bindrias sujeito as leis basicas da aritmética.
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sobre reciprocidade ctibica e biquadratica. O que torna esse anel interessante € o fato de que muitos
resultados da aritmética em niimeros inteiros gaussianos sao andlogos aos resultados da aritmética
em nudmeros inteiros e, além disso, pode ser representado geometricamente como pontos discretos
no plano cartesiano. Detalhes adicionais podem ser consultados em Merzbach e Boyer (2011),
Domingues e Iezzi (2003), Milies (2004), entre outros.

Neste contexto, recentemente Olariu (2000, 2002) apresentou um anel imerso no espaco eucli-
diano tridimensional R e denominou de anel tricomplexo, como sendo uma extensio do conjunto
dos nimeros complexos. Posteriormente Mondal e Pramanik (2015) definiram uma funcao relaci-
onada ao sistema de niimeros tricomplexos para determinar o grau de semelhancga entre conjuntos
neutrosoficos aproximados. E exibem um exemplo numérico que demonstra a aplicabilidade da
abordagem proposta. Em lingua portuguesa, Deus, J. Ottoni e A. Ottoni (2024) fazem um estudo da
estrutura algébrica do anel dos nimeros tricomplexos T, qual seja: o conjunto de triplas ordenadas
de nimeros reais (x, y, z), com as operagoes de adi¢ao (+) e multiplicacdo (Xx) definidas por:

(x1,¥1,21) + (X2, y2,22) = (x1 +x2, Y1 + Y2, 21 + 22), (1)

(X1,¥1,21) X (x2,¥2,22) = (X1X2 + Y122 + 21Y2, 2122 + X1 Y2 + Y1X2, Y1Y2 + X122 + 21X2), (2)

em que (x;, y;,2;) € R3, parai =1,2¢ 3.

Como sabemos, os nimeros complexos C tém uma parte real e uma parte imagindria, visto que
a € C é um elemento da forma @ = x + yi, sendo i a unidade imagindria satisfazendo a condicao
que i> = —1. E mais, existe um isomorfismo entre os complexos C e e o plano bidimensional
R? = R x R?, de forma que @ = x + yi pode ser identificado com o par ordenado (x,y) € R?,
como pode ser consultado em Merzbach e Boyer (2011) ou Domingues e lezzi (2003), e em outras
referéncias.

Um ndmero tricomplexo pode ser entendido como uma extensao dos complexos, e € um elemento
de um sistema numérico que estende os nimeros complexos de forma que os nimeros tricomplexos
tém duas partes imagindrias e uma parte real. Olariu (2000, 2002) introduziu o conceito de nimeros
tricomplexos que € expresso na forma (a, b, ¢) = a + bi + cj, sendo a, b, e ¢ sdo nimeros reais e i e
J s@o unidades imagindarias. De acordo com a regra de multiplicacao para as unidades tricomplexas
1,i e j dada pela Tabela

Tabela 2.1: A tabela de multiplicacdo das
unidades imaginarias do tricomplex

Fonte: elaborada pelo autor.

De acordo com a Equagdo (I]) a adi¢do de dois nimeros tricomplexos (x1,y1,21) € (X2, ¥2,22)
¢ o nimero tricomplexo (x| + x2,y1 + ¥2,21 + z2). E, segue da Equagdo (2)), a multiplicagdo dos
ndmeros tricomplexos (x1, yi,z1) € (x2, y2, z2) € o ndmero tricomplexo (x1x2 + y1z2 + 21y2,2122 +
X1Y2 + Y1X2,y1Y2 + X122 + z1x2). Portanto, os nimeros tricomplexos e suas operagdes podem
ser representados por T = (T, +, X). Pode ser verificado por meio de célculo direto que o zero
tricomplexo € (0,0,0), denotado simplesmente 0, e a unidade tricomplexa é (1,0,0), denotada
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simplesmente 1. E mais, pode ser verificado que T é o anel comutativo e unitdrio; veja (Costa;
Souza, 2025); (Olariu, 2000 ); (Olariu, 2002) ou (Deus; Ottoni, J.; Ottoni, A., 2024).

O anel tricomplexo, quando comparado aos quatérnios, ganha comutatividade na multiplicacao;
no entanto, perde a propriedade de divisibilidade em relagdo aos quatérnios. Ademais, os quatérnios
tém aplicacOes em espacos tridimensionais, por exemplo, na representagcdo de rotacoes e transformacoes
geométricas, utilizadas em robética, computagdo grafica, mecanica celeste e outras areas afins. Por
fim, os nimeros tricomplexos poderao ser titeis em certos contextos matematicos, particularmente no
estudo de sistemas tridimensionais, o que poderd levar a modelacao de outros problemas em espagos
tridimensionais. Eles também podem ter aplicacdes em fisica e engenharia, onde sistemas tridi-
mensionais sao comuns. Algumas aplicagdes podem ser encontradas em (Mondal; Pramanik, 2015)
ou (Richter, 2022). Recentemente, Costa, Catarino, Monteiro, Sousa e Santos (2024) apresentaram
um estudo acerca da sequéncia de Fibonacci tricomplexa, ou seja, uma sequéncia do tipo Fibonacci
(mesma recorréncia) no conjunto T dos nimeros tricomplexos, obtendo propriedades similares a
sequéncia de Fibonacci ordindria e outros resultados interessantes. Aquela extensao origina uma
nova familia de sequéncias vetoriais, ou seja, um elemento é um vetor com trés coordenadas. E
em Costa, Catarino e Santos (2025) os autores examinam as propriedades de simetria da sequéncia
repunidade tricomplexa em relacdo as que conhecemos para a sequéncia repunidade classica.

2.2 A sequéncia de Pell

Atualmente, a exploracao de sequéncias numéricas classicas em diversos conjuntos para além dos
inteiros tem despertado o interesse dos entusiastas e diletantes da teoria dos nimeros, descobrindo
novas propriedades e potenciais aplicacdes. Em alguns deste trabalho encontramos algumas identi-
dades interessantes para a sequéncia de Pell. Revisando a literatura, encontramos alguns trabalhos
que estendem ou generalizam a sequéncia de Pell em diversos contextos. Uma generalizagao da
sequéncia de Pell pode envolver a modificacao da relacao de recorréncia, das condi¢des iniciais ou
a sua extensao a outros sistemas numéricos, como os nimeros complexos, os quatérnios ou outras
estruturas algébricas. Por exemplo, Kili¢ (2009) define uma generalizacdo designada por (p,i)-
numeros de Pell, investiga suas propriedades e apresenta sua representacao matricial. Mangueira
e Alves (2020) estudam os nimeros hibridos (de Fibonacci e) de Pell, algumas propriedades, bem
como sua forma matricial. Soykan e Gocen (2020) apresentam um estudo acerca das propriedades
dos numeros hiperbolicos de Pell generalizados. Os autores Bravo, Herrera e Luca (2021) definem
e exploram propriedades da generalizacao da sequéncia de Pell denominada sequéncia de Pell k-
generalizada que é gerada por uma relacao de recorréncia de ordem superior. Spreafico e Rachid
(2021) investigam os nimeros de Pell generalizados de ordem » > 2 por meio das propriedades do
seu sistema fundamental. Em Celik, Durukan e Ozkan (2021) apresentam uma nova recorréncia para
os numeros de Pell, colocando-os no sentido dos ponteiros do rel6gio nos vértices dos poligonos
com um ndmero correspondente a cada vértice. Costa e Santos (2022) apresentam uma revisao
bibliografica acerca das propriedades desta sequéncia numérica, bem como caracterizam um divisor
impar do termo P, sendo n impar e P,, composto.

Para simplificar a notacao, utilizaremos { P} },>( para representar P, ou Q,,. Assim, a sequéncia
{P; }n>0 € do tipo Pell, satisfazendo a relagdo de recorréncia

Pf,=2P +P, nx>0, 3)

com termos iniciais PE‘) e PT. Quando Py = Pp=0e P’lk = P; = 1, obtemos os numeros de Pell
classicos. Por outro lado, quando Pj = Qo = 1 e P] = Q1 = 1, obtemos os nimeros de Pell-Lucas.
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E importante destacar que nio utilizamos {P; }n>0 para designar a sequéncia de Pell generalizada.
A equacgio caracteristica usual para a sequéncia de Pell é 7> = 2r — 1. Ao resolvé-la para r,
obtemos duas raizes distintas associadas, 2 saber @ = 1+ V2e 8 =1—- V2. Vejaque a + 8 = 2,
a-pfB= 2\/5, e a - = —1; utilizaremos adiante estes resultados.
Em Koshy (2014, p. 23), secao 1.11.1, encontra-se a férmula que permite calcular o n-ésimo
termo de P, sem a necessidade de interacdo recursiva, conhecendo apenas a posi¢do do termo
desejado. Esta formula é conhecida como a Férmula do Tipo Binet, que apresentamos a seguir.

Lema 1. (Formula do tipo Binet) Para todo natural n, temos que

e _ @ HE(P)B"

L . 4
" avE(Pp @

sendo { P} },>0 uma sequéncia do tipo Pell, @ é 1 + V2, enquanto B é o seu conjugado 1 — V2.

Em que fizemos £(P*) = Pj— P}. A Equagio () fornece a Sequéncia de Pell P,, por outro lado,
se £(P*) = 0 a Equacao (@) exibe a Sequéncia de Pell-Lucas Q,,.

Na literatura, uma func@o geradora exponencial E,, (x) € uma fungdo definida por uma série de
poténcias sob a forma

arx? a,x" o A"
Ean(x):a0+a1x+7+---+ +---:Z . 5
n=0

n! n!

Para simplificar o processo, no resultado adiante especificamos uma nova familia de sequéncia, ao
considerarmos a, = P} e, utilizarmos a Equaggo (4)), a férmula do tipo Binet associada a sequéncia
do tipo Pell, obtemos a func¢do geradora exponencial da sequéncia do tipo Pell {P,},>0.

Lema 2. Para todo natural n, a fun¢do geradora exponencial associada a sequéncia do tipo Pell é

e + £(P*)eP*
a+E&(P)B

em que {Py},>0 ¢ uma sequéncia do tipo Pell, £(P*) = P — P e a e B sdo as raizes da equagdo
caracteristica r* = 2r — 1.

Ep; (x) =

b

Por outro lado, a fun¢do G, (x) definida como

o
Gan(x):Zanx":a0+ax+a2x2+...+anx”+... 6)
n=0

€ conhecida como a fun¢do geradora ordinaria para a sequéncia {a, },>0. Fun¢des geradoras fornecem
uma ferramenta interessante para resolver recorréncias lineares de segunda ordem, como expresso
nas sequéncias de tipo Horadam ou Lucas. Nesse sentido, Koshy (2014, equacao 11.1) apresenta a
funcdo geradora ordindria para a Sequéncia de tipo Pell, a qual pode ser vista no resultado adiante.

Lema 3. A fungdo geradora ordindria dos niimeros de tipo Pell {P}},>o, denotada por G p: (x),

possui a forma
Py+ (Py—2P))x

1—2x—x2

Gp;(x) = , (7)

em que {P}},>0 é uma sequéncia do tipo Pell.
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A identidade Tagiuri-Vajda para sequéncia do tipo Pell pode ser encontrada em alguns trabalhos
anteriores, por exemplo Koshy (2014, eq. 12 e 13, p. 154).

Lema 4. [Ildentidade de Tagiuri-Vajda] Seja m, s, k quaisquer niimeros inteiros ndo negativos.
Temos a seguinte identidade:

P;kn+s :n+k - P:nP21+s+k = (_1)m_§(P ) M- s ®)
em que { P, },>0 é uma sequéncia do tipo Pell, u = Py + P} e £(P*) = Py — P].

O resultado a seguir pode ser encontrado em Koshy (2014); a letra (a) segue das Equacgdes 18 e
21, p. 148; e letra (b) deriva das Equacoes 14 e 15, p. 155.

Lema 5. Seja {P;,},>0 a sequéncia do tipo Pell. Para todo m > 1, temos

(@) (P5, )+ (Pi)* = pPai,
(b) (P .)*+ (PL)* = uSPans3,

em que i = P+ P].

Apresentamos a seguir outros resultados auxiliares que serdo empregados no desenvolvimento
deste trabalho.

Lema 6. Para quaisquer inteiros m e n, uma sequéncia do tipo Pell satisfaz
Py Poy+ P,y Py=puPun,
em que = Py + P|. (Koshy, 2014, identidade 8.7, p. 158)
Lema 7. Para qualquer inteiro ndo negativo n, a sequéncia do tipo Pell satisfaz

Poy—-P,_=2-P,,

sendo { P} },>0 uma sequéncia de tipo Pell. (Koshy, 2014, equagoes 12 e 13, p. 148)

Lema 8. Para qualquer inteiro ndao negativo n, a sequéncia do tipo Pell satisfaz
Pro+ P, =06P,,
sendo { P} },>0 uma sequéncia do tipo Pell. (Koshy, 2014, equagoes 14 e 15, p. 148)

Lema 9. Para qualquer inteiro nao negativo n, valem as seguintes identidades

(a) Q5 2Py = (-1)",

(b) 0,0n+1 — 2P, Py = (—=1)", sendo P,, o n-ésimo termo da sequéncia de Pell e Q,, o n-ésimo
termo da sequéncia de Pell-Lucas. (Koshy, 2014, equagoes 30 e 39, p. 148)
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3 Os nameros de Pell tricomplexos e a funcao geradora

Aqui ao estendermos o conceito da sequéncia de Pell para o conjunto dos nimeros tricomplexos
T, obtemos uma nova classe de sequéncias, as sequéncias de Tricomplexa de Pell s {T'P} },>0. Essa
generalizagdo permite explorar propriedades e aplicacoes da Sequéncia de Pell em um contexto
mais amplo, com potencial para novos estudos e resultados acerca deste tipo de sequéncia. Assim,
estudamos a equacao caracteristica para os nimeros Tricomplexos de Pell, fornecemos algumas de
suas propriedades. Além disso, exibimos a férmula de Binet, bem como algumas identidades esta-
belecidas como consequéncia de sua validade. Também mostraremos a fun¢do geradora exponencial
e funcao geradora ordinaria da sequéncia Tricomplexa de Pell.

Definicao 10. Para todo niimero natural n, a sequéncia Tricomplexa de Pell é definida por:

TP:;: (sz’ PZ+1’ PZ+2)’

em que {P}},>0 é uma sequéncia do tipo Pell.

Por exemplo TPy = (0,1,2), TPy = (1,2,5), e TP, = (2,5,12). Enquanto que, TQo =
(1,1,3), TQ1 = (1,3,7),e TQ> = (3,7,17).

Agora mostraremos que {7 P} },>0 € uma sequéncia derivada da sequéncia de Pell, ou seja, €
uma sequéncia do tipo Pell ao satisfazer uma relagio de recorréncia similar a dada na Equagéo (3),
vejamos:

Proposicao 11. Para todo niimero natural n > 0, segue que
TP, ,=2TP,  +TP,, )
com valores iniciais TP = (0,1,2) e TP} = (1,2,5).

Demonstragdo. Veja que:

2TP;:H + TP:[ 2(Pn+1a P2, Pn+3) + (Pn, Pn+1,Pn+2)
(2Pns1 + Puy 2Pps2 + Pyt 2Ppi3 + Puy2)

= (Pn+2a Pn+3a Pn+4) =TP

*
n+2
como queriamos. O

Note que a Equagdo (9) é uma equagdo vetorial linear similar a Equagdo (3], visto que a
recorréncia da sequéncia do tipo Pell ocorre em cada coordenada do vetor associado. Por fim, veja
que a Equacdo (9) estd associada a uma equacdo caracteristica de segunda ordem em cada uma de
suas coordenadas, ou seja,

TP, ,=2TP, ,+TP,

(Pn+2’ Pn+3’ Pn+4) = (2Pn+1 + Pn’ 2Pn+2 + Pn+1’ 2Pn+3 + Pn+2) :
Logo, a equagdo caracteristica vetorial associada a recorréncia vetorial (10), é a seguinte:
(x* —2x - 1,y* =2y -1,z =2z - 1) = (0,0,0). (11)

Aplicando a férmula do Tipo Binet associada a Sequéncia Pell, a Equagdo (), em cada coorde-
nada, exibimos por consequéncia a Férmula de Binet para os nimeros Tricomplexos de Pell.
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Teorema 12. (Fomula do Tipo Binet) Para todo natural n, temos que

P a”+§(P*)/3" a,n+1 +f(P*)ﬁn+1 a/”+2+§(P*),3”+2

P P,) =
o Pt Prd) =\ G g(pp o éPp T axePip |

n°

(12)

em que {P, },>0 é uma sequéncia do tipo Pell, £(P*) = Py — P| e a e  sdo as raizes da equagao
caracteristica r*> = 2r — 1.

Seja Erp:(x) a fungdo geradora exponencial associada a sequéncia de Tricomplexa de Pell
{TP;}n > 0, definida por Erp: (x) = (Ep:(x), Ep,,, (x), Ep: (x)). Ao combinarmos os resultados
estabelecidos no Teorema|l12|e no Lema |2, podemos concluir que:

Teorema 13. Para todo inteiro ndo negativo n, a funcdo exponencial geradora exponencial da
Sequéncia Tricomplexa de Pell {T P} },>0 é
¥ + £(P*)eP*  ae®™ + £(PY)BeP*  aPe® + £(PF)B2ePx

a+&(PHB T a+é(PHB a+&(P)p ’

em que {P}} >0 é uma sequéncia do tipo Pell, e a e B sdo as raizes da equagdo caracteristica
2
re=2r—1.

Erp:(x) =

Seja Grp; (x) = (Gp; (x),G P (x), G pn+2)+ (x)) a fungdo geradora relacionada com a sequéncia
de Tricomplexa de Pell {T'P}},>0. A seguir, exibimos a fun¢do geradora da sequéncia Tricomplexa
de Pell.

Proposicao 14. A funcdo geradora da sequéncia Tricomplexa de Pell {T P} },>o, denotada por
Grp; (x), possui a forma
Py+ (Py—2P))x Py—2P] (Py-2P)) -1

9 ’ Py 13
1—-2x—x2 1-2x—x2" x-2x2-x3 (13)

Grp; (x) = (

em que {P}},>0 é uma sequéncia do tipo Pell.

Demonstracdo. A verificagdo da primeira coordenada da Equacdo (13) segue diretamente da
aplicagdo do Lema (3).

Observe que Gp  (x) = Z fr1x". Entdo, expandindo a equagdo xGF,  (x), obtemos
n=0

xGp: (x) =Pix + szz + P§x3 +...
XGP;H(X) :GP; (x) — P;
Gp;fl (x) — PS )

Gr) ==

desde que x # 0, isso prova a segunda coordenada.
A prova da terceira coordenada segue com argumentos analogos. O
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4 Propriedades elementares dos niimeros de Pell tricomplexos

Nesta secao, estabelecemos algumas identidades cldssicas para a sequéncia Tricomplexa de Pell
{TP;},>» em conexao com a sequéncia do tipo Pell, como exemplo, as identidades de Tagiuri-Vajda,
Catalan, Cassini e d’Ocganes.

Lembramos que para a sequéncia de Pell temos que u = 1 e para a sequéncia de Pell-Lucas
temos u = 2.

Agora apresentamos a Identidade de Tagiuri-Vajda para a sequéncia Tricomplexa de Pell {T P} },,>»
é:

Teorema 15. Sejam m, s, k quaisquer niimeros inteiros ndao negativos. NOs temos a seguinte
identidade

TP,

m+s

X TP —TP, xTP: . = (=1)" PV . (PPy, 3PPy, SPPy), (14)

m+k
em que {T P} },>0 é a sequéncia Tricomplexa de Pell, e {P,},>0 é a sequéncia de Pell.

Demonstragcao. Veja que

* * _ * * * * * *
(TPm+s) X (TPm+k) - (Pm+s’ Pm+s+1’ Pm+s+2) X (Pm+k’ Pm+k+1’ Pm+k+2
— %k . * * . *
- (Pm+s Pm+k + Pm+s+1 Pm+k+2 + Pm+s+2 Pm+k+1’ (15)
* * * *
Pm+s+2 ’ Pm+k+2 + Pm+s ’ Pm+k+1 + Pm+s+1 ’ Pm+k’
% * * * * *
Pm+s+1 ’ Pm+k+l + Pm+s ) Pm+k+2 + Pm+s+2 ’ Pm+k)’
e,
_ * * * * * *
(TP ) X (TPm+s+k) - (Pm’ Pm+1’ m+2) X (Pm+s+k’ Pm+s+k+l’ Pm+s+k+2)
— * % 5
- (P Pm+s+k + Pm+1 Pm+s+k+2 + Pm+2 ’ Pm+s+k+1’ (16)
£ k * *
P Pm+s+k+2 + P P skt Y Pt Prisiieo
* * k
Pm+1 ) Pm+s+k+l + P Pm+s+k+2 + Pm+2 Pm+s+k)'

Para obter a primeira coordenada da Equacédo (I4)), fazemos a diferenca entre as Equagdes (15]) e
(16)), e posteriormente usamos o Lema Assim

(P:, -P: =P -P°  )Y+(P., . -P' —P:' P

m+s m+k m+s+k m+s+1 m+k+2 m+1 m+s+k+2
* * * *
+(Pm+s+2 ’ Pm+k+1 - Pm+2 ) Pm+s+k+1
_ * . _ * . p* _ p* . p*
- (Pm+s Pm+k P Pm+s+k) (P(m+1)+s P(m+1)+(k+1) P(m+1) P(m+1)+s+(k+l))

+(P >(km+2)+s - P (m+2)+(k=1) ~ P m+2) " P ?m+2)+s+(k—l))
= ((_1)m—§(P*) cu- Py Pk)+((_1)m—§(P*)+1 cu- Py pk+1)+((_1)m—§(P*)+2 u- Py pk_l)
= (=" ")y Py (Pr = Prat + Pioy)
= ()" Py (P - 2P))
= (=) EPH PPy

Isso prova a primeira coordenada. A verificacdo da validade da segunda e terceira coordenada €
realizada da mesma forma, usando o Lema] a identidade Tagiuri-Vajda para a sequénciade Pell. O
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Os nimeros de Pell e Pell-Lucas com subscritos negativos, de acordo com Horadam (1971,
Equacdes 2 e 3), sdo dados pelas relacdes P, = (=1)""'P, e 0, = (=1)"Q,.

Veremos que outras identidades seguirao como consequéncia da Identidade de Tagiuri-Vajda,
Teorema|[I5] como veremos a seguir.

Proposicao 16. (Identidade de d’Ocagne) Sejam m, n quaisquer inteiros ndo negativos. Param > n,
vale a seguinte identidade:

TP, xTP:  —TP:  XTP,=(=)*""¢") t (Pop, 3 P> 5 - Plnen) >

em que {TP}},>0 é a sequéncia Tricomplexa de Pell, e {P,},>0 é a sequéncia de Pell.

Demonstragdo. Fagamos k =n —m e s = 1 em Teorema|[I5] assim

TP, xTP: TP, xTP, = (=1)"*").4.3.p . P
= (_l)m—§(P*) -3 Pr Pl
= (_1)m-§(P*) -3 P P_(on)
= (=1)"EP) L3Py (=] S S

= (=1)ZrrEP)-LL 3 Pmen)»
desde que P_, = (—1)"*'P, paratodo n , e como P; = 1, obtemos o resultado. O

Exemplo 17. Observe que

TPy XTP3—TPsXxTP, = (—2, 6, 10) ,

TQsxTQO3—-TQs5xXTQy = (4, —12, —20) .
De modo semelhante a Proposi¢ao|16|temos a Identidade de Catalan.

Proposicao 18. (Identidade de Catalan) Sejam m, n quaisquer inteiros ndo negativos. Para m > n,
vale a seguinte identidade:

(TP,)? = TP, X TP, = (=17 (o (P2, 3 (P -5+ (Pa)?)
em que {T P, },>0 € a sequéncia Tricomplexa de Pell, e {P,},>0 ¢ a sequéncia de Pell.

Demonstragdo. Fagamos k = —n e s = n no Teorema|l35]

(TPy)? = TPy X TP, = ()" Py Py
- (_1)m+1—§(P*) - Py P,
= (=mEC Py (<) Py
= (=1)m=<®) . p,. P,
= (=)™ (P2,
0 que garante o resultado. O
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Para o caso em que n = 1, a conclusdo é imediata a partir da Proposi¢ao [18| sem a necessidade
de maiores esforcos.

Proposicao 19. (Identidade de Cassini) Para todo inteiro ndao negativo m > 1, temos a seguinte
identidade
(TP;)? =TP; | XTP; = (=1)"*") - (u, 3, 5p),

em que {TP}},>0 é a sequéncia Tricomplexa de Pell.

Usando a mesma técnica (e procedimentos) empregada no Teorema obtemos o préximo
resultado. Omitimos a prova no interesse da brevidade.

Proposicao 20. Seja {T P}, },>0 a sequéncia Tricomplexa de Pell. Para todo inteiro m > 1, temos as
seguintes identidades:

(a) (TP:, )*+ (TP = u((Py, . + P (Ph L + P o),

2m+1 m+1 m

(P;m+5 + P;kn+1(P:;1 + P:;1+2)’ (P;m+3 + (P;Fn'P;1+2 + P;:1+1 ’ P:;1+3)) ’

(b) (TP: )+ (TP =pu((5- P, 5 +2(Pr - Pi S+ PE P ),

2m+3 m+d m+1

(5-P5 «+2(P: - P PP ), (5-P5  +2(P5 - P!+ PP L))

2m+5 m+4 2m+4 m+2

Na demonstragdo da Proposi¢ao [20|faz-se uso do Lema[5]
Agora, utilizando o Lema|6|obtemos o resultado seguinte para a sequéncia Tricomplexa de Pell.

Proposicao 21. Para quaisquer inteiros m e n ndo negativos, a sequéncia Tricomplexa de Pell
satisfaz a identidade:

TP; X TPZH + TP,*n_l X TP:; = ﬂ( Pm+n + 2Pm+n+3’ Pm+n+4 + 2Pm+n+1a Pm+n+2 + 2Pm+n+2)a (17)
sendo P, o n-ésimo termo da sequéncia de Pell.
Demonstracdo. Veja isso,

TPy XTPpy = (Pm,Pm+l»Pm+2) : (Pn+1a Pn+2’Pn+3)
:(Pm'Pn+l+Pm+1 'Pn+3+Pm+2'Pn+2)

(13)
:(Pm+2'Pn+3+Pm'Pn+2+Pm+l'Pn+1)
:(Pm+l'Pn+2+Pm'Pn+3+Pm+2'Pn+l),
c,
TPm—l X TPn = (Pm—l’ Pma Pm+1) X (PnaPn+1’ Pn+2)
=P, -P,+P,  Pp+P - P,
( m—1 n m n+2 m+1 n+1 (19)

=Ppui1 - Pu2+Ppy1 - Py + Py - Py
:Pm'Pn+l+Pm—l'Pn+2+Pm+l'Pn)-
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Para obter a primeira coordenada da Equacao (I7), fazemos a adigdo entre as Equagdes (18) e (19),
ou seja,

(P - Poy1 + Pyt - Pz + Pryo - Ppyo) + (Pt - P+ Py - Prgo + Pyt - Pry)
= (PpPus1+ Pyt - Pp) + (Pt - Priz + Py - Prio) + (Ppsa - Prao + Pt - Prst)
= (Pp - Pus1 + Pyt Pp) + (Ppust - P(na2)s1 + Pimsn)=1 - Pra2) + (P(ns1)+1 - Pne2) + Pt - P(ns2)-1)
= UPmin + Pins1)+(n42) + Pma1)+(n+2)
= UPmin + Pmns3 + Pranss
= UPuin +2Pmins3,

isto garante a validade na primeira coordenada da Equacgao ((17).
A verifica¢do da validade na segunda e terceira coordenada da Equagao (17) € feita da mesma
forma. O

Fazendo uso do Lema|/|obtemos, e por brevidade omitimos a prova.

Proposicao 22. Para qualquer inteiro ndo negativo n, a sequéncia Tricomplexa de Pell satisfaz a
identidade:

TP, —TP'  =(2-P., 2P

*
n+l — n+l1° 2- Pn+2)'
Fazendo uso do Lema [8| obtemos

Proposicao 23. Para qualquer inteiro ndo negativo n, a sequéncia Tricomplexa de Pell satisfaz

TP ,+TP: ,=(6-P 6-P:

n+l1°

6 * P::_'_z).
Demonstragcdo. Note que
TP +TP, , = (P Pos Py + (P 5. Py, Pr)

* * % * * *
(Prpo+ Py Prs+ Py Py + P)

= (6:-P,,6-P . ,6-P ).

O

Proposicao 24. Para qualquer inteiro ndo negativo n, a sequéncia Tricomplexa de Pell satisfaz
TQ? - 2TP? = ( (=)™, 3. (=1)", 5-(=1)"). (20)

Demonstragao. Veja que,
TOnXTQn = (Qn» O+t Qns2) X (O, Onats Ons2)
= (Qn~Qn + O0n+1-Oni2 + Oni2.Qns 1
Qn+2-Qn+2 + Qn-Qn+l + Qn+1 -Qn’

2D

Qn+1-Qn+1 + Qn-Qn+2 + Qn+2-Qn)
=(02 + 201410042, 0% 5 + 20,0041
0%, +20,0u12) ,
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2-TP, XTP; =2(Pp, Ppi1, Ppi2) X (Py, Puyt, Ps2)
= 2(Pn-Pn + Puy1.Ppio + Ppyo Py,
Ppi2.Ppio + Py.Ppyy + Pyy1 . P,
Puy1 . Ppyt + PPy + Ppyn . Py)

=2 (P2+2Pu1Pys2, P2, + 2P, Py
P2, +2P,P,.2)

=(2P2 + 4P 1 Ppya, 2P, + 4P, Py
2P2 | +4P,Ppy12).

(22)

Para obter a segunda coordenada da Equag@o (20)), fazemos a subtrac@o entre as Equacdes (21

e (22)), ou seja,
(Q2,, +20,0u11) — P2, + 4P, Pyyi1)
= (Q%,-2P%,) +(20,0us1 — 4P, Pys1)

LB (1) 4 2(Qu Qi — 2PuPys1)
LB 1y (-1
= 3.(-1",
0 que garante a validade na primeira coordenada da Equagdo (20).
A verifica¢do nas demais coordenadas da Equacao (20)), ocorre de modo anélogo. O

5 Soma dos termos envolvendo os niimeros Tricomplexos de Pell

Nesta se¢ao, apresentamos resultados acerca das somas parciais de n-termos dos nimeros Tri-
complexos de Pell, sendo n um inteiro ndo negativo. Inicialmente, considere a sequéncia de somas
parciais };_, Py = Py+ P{+P5+---+ P, paran > 0, sendo P;, o n-ésimo termo da sequéncia do
tipo Pell.

Consideremos as somas parciais TPy, = i _oTP; = TP;+TP{ + TP +---+TP,, para todo
inteiro n > 0, em que {7 P} },>0 € a sequéncia Tricomplexa de Pell.

O resultado seguinte mostra a soma parcial dos nimeros Tricomplexos de Pell, a soma parcial
com indices pares e a soma parcial com indices impares dos nimeros Tricomplexos de Pell.

Proposicao 25. Seja {TP}},>0 a sequéncia Tricomplexa de Pell , temos as seguintes expressoes
para somas parciais:

n
(@) 2) TP = (P Phys Prig) = (PG, P P3) + (PP, PY)),
k=0

n
(b) 22 TP;k = (P;n+l’P§n+2’P;n+3) + (PS’PT’P;) - (PT’ P;’ Pé)’
k=0

n
(c) ZZ TP§k+1 = (P;n+2’P;n+3’P§n+4) - (PEk)’ PT’P;) ’
k=0

sendo P; o n-ésimo termo da sequéncia do tipo Pell.
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Demonstragdo. (a) De acordo com a Proposi¢do temos que

2-TP;=TP:, —TP:

Entao,
2. TPT

2-TP;
2-TP;

2-TP;

n

n—1°

TP, - TP}
TP;-TP}
TP, - TP,
TP, —TP:_,.

Disto obtemos,

2-TP, = TPy+TP{+TP;+---+TP, +TP,
= (TP;~TP)) +(TP;~TP})+ (TP, ~TP}) +---+ (TP, -~ TP, ) + (TP,
= (TP,,,+TP;,) — (TPy+TP)),

e obtemos o resultado.
(b) Novamente, fazendo uso da Proposi¢ao [I1]temos que

2.-TP:=TP, -TP:_, .
Entao,
2-TP, = TP;-TP;
2-TP; = TP:-TP;
2-TP; = TP:-TP:
2. TP;n = TP;nH _TP;n—l .

Disto obtemos,

2-TP TPS+TP§+TPZ+---+TP§H

k
2n

= TP, ., +TP,-TP],

e obtemos o resultado.
(c) Outra vez, pela Proposi¢ao segue que

2.TP; = TP,-TP;
2.TP, = TP.-TP;
2.-TP: = TP:-TP;

2- TP§n+1 TP§n+2 - TP;n .

-TP,_ )

(TPy) +(TP;—TP))+ (TP —TP3) + (TP, -TPy) +---+(TP;,,, —TP;, )
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Disto obtemos,

2-TP,,,, = TP{+TP;+TP;+---+TP, ,+TP;,
= (TP; - TPS) + (TPZ - TP;) + (TPZ - TPZ) +-- 4 (TP;n+2 - TP;n)
= TPy, TPy,
e obtemos o resultado. O

Para finalizar a se¢do, uma consequéncia direta da Proposi¢ao[25} € a soma parcial alternada com
indices pares e a soma parcial alternada com indices pares dos niimeros Tricomplexos de Pell.

Proposicao 26. Seja {TP;},>0 a sequéncia Tricomplexa de Pell , temos as seguintes expressoes
para somas parciais:

2n+1
(@) 2 (-D*TP;=TP},  ~TP;,, TP}, para k impar,
k=0
2(n+1) n+l n
(b) 2 > (=DFTPy =Y TPy = > TPhy,,, para k par,
k=0 k=0 k=0

sendo P, o n-ésimo termo da sequéncia do tipo Pell.

Demonstragdo. (a) Caso k = 2n + 1 entdo o tltimo termo € negativo, assim

2n+1

2 Y (-D)*TP; = TPy-TP}+TP;—~TP;+---+TP;, —TPj,,
k=0

(TPy+TPy+---+TP;,) — (TP +TP5+---+TP;, )
n n

2 TPy = ) TPy,

k=0 k=0

De acordo com a Proposi¢ao|25] itens (b) e (c), segue-se que:

2n+1

2 Z(—l)"TP;;
k=0

TP, ., +TPy,—TP| - (TP, ,+TP)

= TPy ~ TPy ~ TPy,

e obtemos o resultado.
(b) Nesse caso k = 2n, e o tltimo termo ¢é positivo, entao

2(n+1)
2 > (=D*TP; = TPy—TP}+TP;=TPy+---+TP;, = TP}, +TP}, .
k=0
n+l n
- Z TPy~ Z TPy
k=0 k=0

O
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6 Consideracoes finais

Neste, apresentamos parte do nosso estudo relacionada a uma nova familia de sequéncias asso-
ciadas aos nimeros de Pell. Nesse sentido, investigamos uma sequéncia do tipo Pell, introduzindo-a
no anel Tricomplexo T. Assim, exibimos alguns resultados inovadores acerca dos nimeros tricom-
plexos; em especial, destacamos aquele que relaciona a Sequéncia de Pell e suas propriedades no
anel T. Acreditamos que ao mudar as condi¢des iniciais na recorréncia de Pell, obteremos novas
sequéncias que merecem estudo. Deixamos em aberto para o leitor interessado um estudo mais
aprofundado dessas extensoes. Além disso, para futuras pesquisas, visamos generalizar a sequéncia
de Pell nesse anel, expandindo assim as fronteiras do conhecimento matemaético a novas aplicagoes.
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