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Resumo
Com o objetivo de tentar descrever um fenômeno mais próximo
da realidade, a Modelagem Matemática se apresenta como uma
ferramenta essencial para a compreensão de fenômenos de di-
versas naturezas. Em uma mesma perspectiva, com o avanço
do cálculo de ordem fracionária, diversos trabalhos foram pu-
blicados e esta Modelagem Matemática se mostrou muito pro-
missora. Desta forma, amparados por esta nova ótica e aliados
a esta teoria generalizada de modelos de crescimento, este tra-
balho tem como objetivo estudar operadores fracionários pro-
porcionais, para a avaliação das soluções analı́ticas e numéricas
do modelo Logı́stico.
Palavras-chave: cálculo fracionário; EDOs de ordem fra-
cionária; modelos de crescimento.

Abstract
With the aim of trying to describe a phenomenon closer to rea-
lity, Mathematical Modeling presents itself as an essential tool
for understanding phenomena of various natures. In the same
perspective, with the advancement of fractional order calculus,
several works were published and this Mathematical Modeling
proved to be very promising. Thus, supported by this new
perspective and allied to this generalized theory of growth mo-
dels, this work aims to study proportional fractional operators,
for the evaluation of analytical and numerical solutions of the
Logistic model.
Keywords: fractional calculus; ODEs of arbitrary order;
growth models.
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1 Introdução
O campo de pesquisas cientı́ficas sobre o estudo da Modelagem Matemática apresenta-se eficiente

e, atualmente, dispõe de diversos trabalhos publicados em diversas áreas. Em relação aos estudos
aplicados às Ciências Biológicas, a Modelagem Matemática possibilita a compreensão, análise e
possibilidade de intervenções relacionadas ao crescimento, controle e avanços de populações e
também de doenças de diversas naturezas.

Através de um resgate literário cientı́fico, é possı́vel perceber que a pesquisa por generalizações
associadas à Matemática se apresentou como um dos aspectos de grande importância para o progresso
da sociedade. Nesta concepção, o trabalho de Turner et al. (1976), introduziu relações sobre a
essência apresentada entre os principais modelos acerca da Teoria de Crescimento Populacional. No
mesmo sentido, a Modelagem de Ordem Fracionária tem sido utilizada para generalizar resultados
destes modelos advindos da Modelagem de Ordem Inteira, e esta perspectiva de conhecimento está
contribuindo para a formulação e avaliação de novas teorias.

Também, observa-se que o estudo e desenvolvimento do cálculo de ordem fracionária foi pautado
pela busca de generalizações para o cálculo de ordem inteira. Entretanto, este conhecimento
possui grande importância na comunidade contemporânea, deixando de ser somente uma área da
Matemática Pura, esses estudos possuem resultados relevantes para a Modelagem Matemática.
Para Camargo e Oliveira (2015), a modelagem elaborada com equações diferenciais de ordem
fracionária proporciona em muitas situações, análises e resultados mais próximos do desejado,
quando comparada com a modelagem de equações diferenciais de ordem inteira.

Posto isso, este trabalho tem como objetivo contribuir para a análise das divergências apresentadas
pelas soluções analı́ticas e numéricas do modelo de crescimento Logı́stico.

2 Preliminares

2.1 Espaços Funcionais
O desenvolvimento rigoroso do Cálculo Fracionário exige o domı́nio de certos conceitos funda-

mentais relacionados aos espaços funcionais. Esses espaços fornecem a estrutura analı́tica adequada
para o estudo de operadores integrais e diferenciais fracionários, permitindo a definição precisa de
propriedades como integrabilidade, continuidade, diferenciabilidade e comportamento assintótico
das funções envolvidas.

Nesta seção, serão apresentados os principais espaços funcionais utilizados na formulação e
análise de operadores fracionários, tais como os espaços de Lebesgue ponderados, espaços de
funções absolutamente contı́nuas, continuamente diferenciáveis e suas versões generalizadas com
pesos e reparametrizações. A compreensão desses espaços é essencial para garantir a validade
matemática das definições e resultados que surgirão nas seções posteriores.

Definição 1 (Espaços de funções integráveis) (Oliveira, 2018) Seja Ω = [𝑎, 𝑏] (−∞ < 𝑎 < 𝑏 <

∞) um intervalo finito ou infinito do eixo real. Denotamos por 𝑋 𝑝𝑐 (𝑎, 𝑏) (𝑐 ∈ R; 1 ≤ 𝑝 < ∞) o
conjunto das funções de medida de Lebesgue a valores-complexos 𝑓 em Ω para que | | 𝑓 | |𝑋 𝑝

𝑐
< ∞,

onde

| | 𝑓 | |𝑋 𝑝
𝑐

:=
(∫ 𝑏

𝑎

|𝑡𝑐 𝑓 (𝑡) |𝑝 𝑑𝑡
𝑡

)1/𝑝
, (1 ≤ 𝑝 < ∞) (1)
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e

| | 𝑓 | |𝑋∞
𝑐

:= ess sup𝑎≤𝑥≤𝑏 [𝑥𝑐 | 𝑓 (𝑥) |] , (2)

onde ess sup|𝑥𝑐 𝑓 (𝑥) | é o máximo essencial da função |𝑥𝑐 𝑓 (𝑥) |. Em particular, quando 𝑐 = 1/𝑝,
o espaço 𝑋 𝑝𝑐 (𝑎, 𝑏) coincide com o espaço 𝐿𝑝 (𝑎, 𝑏) tradicional, com

| | 𝑓 | |𝑝 :=
(∫ 𝑏

𝑎

| 𝑓 (𝑡) |𝑝𝑑𝑡
)1/𝑝

, (1 ≤ 𝑝 < ∞) (3)

e

| | 𝑓 | |∞ := ess sup𝑎≤𝑥≤𝑏 | 𝑓 (𝑥) |, (4)

onde ess sup| 𝑓 (𝑥) | é o máximo essencial da função | 𝑓 (𝑥) |.

Definição 2 (Espaços de funções absolutamente contı́nuas) (Oliveira, 2018) Uma função 𝑓 (𝑥) é
chamada de absolutamente contı́nua em um intervalo Ω se, para qualquer 𝜖 > 0, existe um 𝛿 > 0
tal que, para qualquer conjunto finito de intervalos não interseccionantes [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ] ⊂ Ω, com
𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛, tivermos

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 ) < 𝛿 ⇒
𝑛∑︁
𝑘=1

| 𝑓 (𝑏𝑘 ) − 𝑓 (𝑎𝑘 ) | < 𝜖. (5)

O espaço dessas funções é denotado por 𝐴𝐶 (Ω).

Definição 3 (Espaços de funções absolutamente contı́nuas) (Oliveira, 2018) Seja agora [𝑎, 𝑏] com
−∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞ um intervalo finito e seja 𝐴𝐶 [𝑎, 𝑏] o espaço de funções 𝑓 que são absolutamente
contı́nuas em [𝑎, 𝑏]. É conhecido que 𝐴𝐶 [𝑎, 𝑏] coincide com o espaço de funções primitivas de
séries de Lebesgue:

𝑓 (𝑥) ∈ 𝐴𝐶 [𝑎, 𝑏] ⇐⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑐 +
∫ 𝑥

𝑎

𝜑(𝑡) 𝑑𝑡 (𝜑(𝑡) ∈ 𝐿 (𝑎, 𝑏)), (6)

e, portanto, uma função absolutamente contı́nua 𝑓 (𝑥) tem uma derivada 𝑓 ′(𝑥) = 𝜑(𝑥) quase em
toda parte de [𝑎, 𝑏]. Assim, a definição fornece 𝜑(𝑡) = 𝑓 ′(𝑡) e 𝑐 = 𝑓 (𝑎).

Definição 4 (Espaços de funções absolutamente contı́nuas) (Oliveira, 2018) Seja 𝑛 ∈ N := {1, 2, 3, · · · }.
Denotamos por 𝐴𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏] o espaço de funções de valores complexos 𝑓 (𝑥) que têm derivadas
contı́nuas até ordem 𝑛 − 1 em [𝑎, 𝑏] tal que 𝑓 (𝑛−1) (𝑥) ∈ 𝐴𝐶 [𝑎, 𝑏]:

𝐴𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏] =
{
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → C 𝑒 [(𝐷𝑛−1 𝑓 ) (𝑥)] ∈ 𝐴𝐶 [𝑎, 𝑏]

(
𝐷 =

𝑑

𝑑𝑥

)}
, (7)

sendo C o conjunto de números complexos. Em particular, 𝐴𝐶1 [𝑎, 𝑏] = 𝐴𝐶 [𝑎, 𝑏].

Definição 5 (Espaços de funções continuamente diferenciáveis) (Oliveira, 2018) SejamΩ = [𝑎, 𝑏]
com −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞ e 𝑚 ∈ N0 := {0, 1, · · · }. Denotamos por 𝐶𝑚 (Ω) o espaço de funções 𝑓 que
são 𝑚-vezes continuamente diferenciáveis em Ω, com a norma
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| | 𝑓 | |𝐶𝑚 =

𝑚∑︁
𝑘=0




 𝑓 (𝑘)



𝐶
=

𝑚∑︁
𝑘=0

max
𝑥∈Ω

| 𝑓 (𝑘) (𝑥) |, 𝑚 ∈ N0. (8)

Em particular, para 𝑚 = 0, temos 𝐶0(Ω) = 𝐶 (Ω), que é o espaço das funções contı́nuas em Ω

com a norma

∥ 𝑓 ∥𝐶 = max
𝑥∈Ω

| 𝑓 (𝑥) |. (9)

Definição 6 (Espaços de funções contı́nuas) (Pulido, 2024) Seja Ω = [𝑎, 𝑏] um intervalo finito e
𝛾 ∈ C, com 0 ≤ Re(𝛾) < 1, é definido o espaço 𝐶𝛾 [𝑎, 𝑏] de funções 𝑓 dadas em (𝑎, 𝑏], tal que a
função (𝑥 − 𝑎)𝛾 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏] e

∥ 𝑓 ∥𝐶𝛾 = ∥(𝑥 − 𝑎)𝛾 𝑓 (𝑥)∥𝐶 , 𝐶0 [𝑎, 𝑏] = 𝐶 [𝑎, 𝑏] . (10)

Definição 7 (Espaços de funções contı́nuas) (Pulido, 2024) Seja Ω = [𝑎, 𝑏] um intervalo finito e
𝛾 ∈ C, com 0 ≤ Re(𝛾) < 1, é definido o espaço ponderado 𝐶𝛾,𝜓 [𝑎, 𝑏] de funções 𝑓 dadas em (𝑎, 𝑏],
tal que a função (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏] e

∥ 𝑓 ∥𝐶𝛾,𝜓 = ∥(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑎))𝛾 𝑓 (𝑥)∥𝐶 . (11)

Definição 8 (Espaços de funções continuamente diferenciáveis) (Pulido, 2024) Seja 𝑛 ∈ N, o
espaço de Banach 𝐶𝑛𝛾 [𝑎, 𝑏] das funções 𝑓 (𝑥), que são continuamente diferenciáveis em [𝑎, 𝑏]
com ordem até 𝑛 − 1 e têm derivadas 𝑓 (𝑛) (𝑥) de ordem 𝑛 em (𝑎, 𝑏], tal que 𝑓 (𝑛) ∈ 𝐶𝛾 [𝑎, 𝑏], é
definido como:

𝐶𝑛𝛾 [𝑎, 𝑏] :=

{
𝑓 : ∥ 𝑓 ∥𝐶𝑛

𝛾
=

𝑛−1∑︁
𝑘=0

∥ 𝑓 (𝑘) ∥𝐶 + ∥ 𝑓 (𝑛) ∥𝐶𝛾

}
, 𝐶0

𝛾 [𝑎, 𝑏] = 𝐶𝛾 [𝑎, 𝑏] . (12)

Definição 9 (Espaços de funções continuamente diferenciáveis) (Pulido, 2024) Seja 𝑛 ∈ N, o
espaço ponderado 𝐶𝑛

𝛾,𝜓
[𝑎, 𝑏] das funções 𝑓 (𝑥), que são continuamente diferenciáveis em [𝑎, 𝑏]

com ordem até 𝑛 − 1 e têm derivadas 𝑓 (𝑛) (𝑥) de ordem 𝑛 em (𝑎, 𝑏], tal que 𝑓 (𝑛) ∈ 𝐶𝛾,𝜓 [𝑎, 𝑏], é
definido com a norma:

𝐶𝑛𝛾,𝜓 [𝑎, 𝑏] :=

{
𝑓 : ∥ 𝑓 ∥𝐶𝑛

𝛾
=

𝑛−1∑︁
𝑘=0

∥ 𝑓 (𝑘) ∥𝐶 + ∥ 𝑓 (𝑛) ∥𝐶𝛾,𝜓

}
, 𝐶0

𝛾,𝜓 [𝑎, 𝑏] = 𝐶𝛾,𝜓 [𝑎, 𝑏] . (13)

Definição 10 (Espaços de funções continuamente diferenciáveis) (Pulido, 2024) Sejam 0 < 𝛼 <
1 e 0 ≤ 𝛽 < 1. O espaço ponderado 𝐶𝛼,𝛽

𝛾,𝜓
[𝑎, 𝑏], é definido como:

𝐶
𝛼,𝛽

𝛾;𝜓 [𝑎, 𝑏] :=
{
𝑓 ∈ 𝐶𝛾;𝜓 [𝑎, 𝑏] : 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓

𝑎+ 𝑓 ∈ 𝐶𝛾;𝜓 [𝑎, 𝑏]
}
, com 𝛾 = 𝛼 + 𝛽(1 − 𝛼). (14)

Onde 𝐻D𝛼,𝛽;𝜓
𝑎+ 𝑓 (𝑥) é definido como o operador derivada de Hilfer (Sousa; Oliveira, 2018).
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2.2 Tópicos e Funções Especiais
Observando que o avanço do cálculo de ordem inteira dependeu de importantes funções, propri-

edades e suas caracterı́sticas, o Cálculo de Ordem Fracionária também possui importantes funções
que são fundamentos da Modelagem de Ordem Fracionária.

A função gama de Euler de segunda espécie, denotada como Γ(𝑧), é uma função essencial para o
desenvolvimento do cálculo de ordem fracionária (Camargo; Oliveira, 2015). Esta função também
é referida como uma generalização do conceito de fatorial para 𝑛 ∉ Z e é expressa pela seguinte
integral imprópria:

Definição 11 (Dı́az; Pariguan, 2007) Seja 𝑧 ∈ C, com Re(𝑧) > 0 e 𝜅 > 0, a função 𝜅 - gama é
definida por:

Γ𝜅 (𝑧) :=
∫ ∞

0
𝑡𝑧−1𝑒−

𝑡 𝑘

𝑘 𝑑𝑡. (15)

Algumas relações são obtidas, em particular, quando tomamos 𝜅 = 1, observamos que Γ𝜅 (𝑧) =
Γ(𝑧) (WANG, 2016):

1. Γ𝜅 (𝑧 + 𝜅) = 𝑧Γ𝜅 (𝑧);

2. Γ𝜅 (𝑧) = 𝜅
𝑧
𝜅
−1Γ

(
𝑧
𝜅

)
;

3. Γ𝜅 (𝜅) = 1;

4. Γ𝜅 (𝑧)Γ𝜅 (𝜅 − 𝑧) = 𝜋

sin( 𝜋𝑧
𝜅 )

.

Definição 12 (Dı́az; Pariguan, 2007) Seja 𝑧 ∈ C, 𝜅 ∈ R e 𝑛 ∈ N+, o sı́mbolo 𝜅 − 𝑃𝑜𝑐ℎℎ𝑎𝑚𝑚𝑒𝑟 é
definido como

(𝑧)𝑛,𝜅 =
{

1, 𝑛 = 0
𝑧(𝑧 + 𝜅) · · · (𝑧 + (𝑛 − 1)𝜅), 𝑛 ∈ N 𝑒 𝑧 ∈ C.

(16)

Em particular, quando 𝜅 → 1, recupera-se o sı́mbolo de Pochhammer clássico, obtido como
(𝑥)𝑛,1 = (𝑥)𝑛.

Definição 13 (Dı́az; Pariguan, 2007) Sejam 𝑥, 𝑧 ∈ C, com Re(𝑥) > 0, Re(𝑧) > 0 e 𝜅 > 0 a função
𝜅 − 𝑏𝑒𝑡𝑎 é definida por

𝐵𝜅 (𝑥, 𝑧) :=
1
𝜅

∫ 1

0
𝑡
𝑥
𝜅
−1(1 − 𝑡)

𝑧
𝜅
−1𝑑𝑡. (17)

Uma relação entre a função 𝜅-beta e a função 𝜅-gama, semelhante às clássicas, pode ser escrita
da seguinte forma:

1. 𝐵𝜅 (𝑥, 𝑧) = Γ𝑘 (𝑥)Γ𝑘 (𝑧)
Γ𝑘 (𝑥+𝑧) ;

2. 𝐵𝜅 (𝑥, 𝑧) = 1
𝜅
𝐵
(
𝑥
𝜅
, 𝑧
𝜅

)
.
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Segundo Camargo e Oliveira (2015), assim como a resolução de equações diferenciais de or-
dem inteira possuem como soluções termos de uma função exponencial, no estudo de equações
diferenciais fracionárias, em algumas situações, a solução dessas equações é dada pela função de
Mittag-Leffler. Desta forma, temos as seguintes definições:

Definição 14 (Oliveira, 2018) Sejam 𝜅 ∈ R+, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ C, com Re(𝛼) > 0 e Re(𝛽) > 0. A função 𝜅
- Mittag - Leffler 𝐸𝛾

𝜅,𝛼,𝛽
(𝑧), é definida como

𝐸
𝛾

𝜅,𝛼,𝛽
(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛾)𝑛,𝑘
Γ𝜅 (𝛼𝑛 + 𝛽)

𝑧𝑛

𝑛!
. (18)

onde, (𝛾)𝑛,𝑘 é o sı́mbolo 𝜅 − 𝑃𝑜𝑐ℎℎ𝑎𝑚𝑚𝑒𝑟 e Γ𝜅 (𝑧) é a função 𝜅-gama.
Observa-se que, ao tomar 𝛾 → 1 e 𝜅 → 1, recupera-se a função de Mittag - Leffler de dois

parâmetros

𝐸𝛼,𝛽 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛 + 𝛽) . (19)

Um resultado importante para o trabalho, pode ser observado em Grigoletto (2014). Desta forma,
podemos escrever a função de Mittag - Leffler de dois parâmetros como:

𝐸𝛼,𝛼+1(−𝑡𝛼) =
1 − 𝐸𝛼 (−𝑡𝛼)

𝑡𝛼
. (20)

A transformada 𝜓-Laplace representa uma generalização da clássica transformada de Laplace,
introduzindo uma função de reparametrização 𝜓(𝑡), que permite adaptar a transformação a contextos
mais amplos e não uniformes (Jarad; Abdeljawad, 2020). Essa abordagem tem se mostrado eficaz
na resolução de equações diferenciais fracionárias generalizadas e é definida como:

Definição 15 (Transformada 𝜓 - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Seja 𝑓 : [𝑎,∞) → R uma
função de valor real, 𝜓(𝑡) ∈ 𝐶 ( [𝑎,∞),R) com 𝜓′(𝑡) > 0. Então a transformada 𝜓 - Laplace de 𝑓 é
dada por

L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} =
∫ ∞

𝑎

𝑒−𝑠(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎)) 𝑓 (𝑡)𝜓′(𝑡)𝑑𝑡. (21)

Definição 16 (Ordem 𝜓 - exponencial) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Uma função 𝑓 : [0,∞) → R é
dita ser de ordem 𝜓 - exponencial se existirem números positivos 𝑐, 𝑀 e 𝑇 tais que | 𝑓 (𝑡) | ≤ 𝑀𝑒𝑐𝜓(𝑡) ,
para todo 𝑡 ≥ 𝑇 .

Teorema 1 (Condição de existência para transformada 𝜓 - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, 2020)
Se 𝑓 : [𝑎,∞) → R é uma função contı́nua por partes e é de ordem 𝜓(𝑡) - exponencial, então sua
transformada de Laplace generalizada existe para 𝑠 > 𝑐.

Demonstração
Ver Jarad e Abdeljawad (2020).
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Teorema 2 (Transformada generalizada da derivada) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Suponha que
𝑓 ∈ 𝐶𝛾,𝜓 ( [𝑎, 𝑏],R) de ordem 𝜓(𝑡) - exponencial de modo que, 𝑓 (1) (𝑡) seja contı́nua por partes em
[𝑎, 𝑏]. Então a transformada 𝜓 - Laplace de 𝑓 (1) (𝑡) existe, onde

L𝜓

{
𝑓 (1) (𝑡)

}
= 𝑠L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝑓 (𝑎), 𝑓 (1) (𝑡) = 𝑓 ′(𝑡)

𝜓′(𝑡) . (22)

Demonstração
Ver Jarad e Abdeljawad (2020).

Corolário 1 (Transformada generalizada da n-ésima derivada) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Sejam
𝑓 ∈ 𝐶𝑛–1

𝛾,𝜓
( [𝑎, 𝑏],R) de modo que 𝑓 (𝑖) , 𝑖 = 0, 1, 2, · · · , 𝑛–1, são de ordem 𝜓 - exponencial e 𝑓 (𝑛)

é uma função contı́nua por partes em [𝑎, 𝑏] . Então, a transformada de Laplace generalizada de
𝑓 (𝑛) (𝑡) existe onde

L𝜓

{
𝑓 (𝑛) (𝑡)

}
= 𝑠𝑛L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} −

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑠𝑛−𝑖−1 𝑓 (𝑖) (𝑎). (23)

Demonstração
Ver Jarad e Abdeljawad (2020).

Definição 17 (Convolução de 𝜓 - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Suponha que 𝑓 e 𝑔 são duas
funções contı́nuas por partes em [𝑎, 𝑏] e de ordem 𝜓 - exponencial. A 𝜓 - convolução de 𝑓 e 𝑔 é
dada por (

𝑓 ∗𝜓 𝑔
)
(𝑡) =

∫ 𝑡

𝑎

𝑓 (𝑠)𝑔
(
𝜓−1(𝜓(𝑡) + 𝜓(𝑎) − 𝜓(𝑠))

)
𝜓′(𝑠)𝑑𝑠. (24)

Definição 18 (Transformada da convolução de 𝜓 - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Suponha
que 𝑓 e 𝑔 são duas funções contı́nuas por partes em [𝑎, 𝑏] e de ordem 𝜓 - exponencial. A transfor-
mada 𝜓 - convolução de 𝑓 e 𝑔 é dada por

L𝜓{ 𝑓 (𝑡) ∗𝜓 𝑔(𝑡)} = L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}L𝜓{𝑔(𝑡)}. (25)

Proposição 1 (Jarad; Abdeljawad, 2020) Sejam 𝛼, 𝛽 ∈ C, com 𝑅𝑒(𝛼) e
�� 𝜆
𝑠𝛼

�� < 1. As seguintes
propriedades são verdadeiras:

1. L𝜓 {1} = 1
𝑠
, 𝑠 > 0;

2. L𝜓

{
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛽

}
=

Γ(𝛽+1)
𝑠𝛽+1 , 𝑠 > 0;

3. L𝜓

{
𝑒𝜆(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

}
= 1

𝑠−𝜆 , 𝑠 > 𝜆;

4. L𝜓

{
𝑒𝜆(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎)) 𝑓 (𝑡)

}
= L𝜓 { 𝑓 (𝑡)} (𝑠 − 𝜆);

5. L𝜓

{
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛽−1𝐸𝛼,𝛽 (𝜆(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛼)

}
= 𝑠𝛼−𝛽

𝑠𝛼−𝜆 .
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Demonstração (5)
Por definição, segue que

L𝜓

{
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛽−1𝐸𝛼,𝛽 (𝜆(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝛼)

}
=

∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘L𝜓

{
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎))𝑘𝛼+𝛽−1}
Γ(𝑘𝛼 + 𝛽)

=

∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘

Γ(𝑘𝛼 + 𝛽)
Γ(𝑘𝛼 + 𝛽)
𝑠𝑘𝛼+𝛽

=
1
𝑠𝛽

∞∑︁
𝑘=0

(
𝜆

𝑠𝛼

) 𝑘
=

1
𝑠𝛽

1
1 − 𝜆

𝑠𝛼

=
𝑠𝛼−𝛽

𝑠𝛼 − 𝜆 .

(26)

■

3 Cálculo Fracionário: Operadores Generalizados

3.1 (𝜅, 𝜓) - Operadores Fracionários Proporcionais ((𝜅, 𝜓) - OFPs)
A derivada compatı́vel foi introduzida pela primeira vez por Khalil et al. (2014) e, posteriormente,

explorada por Anderson e Ulness (2015), os autores modificaram a derivada compatı́vel utilizando
a derivada proporcional. Desta forma, têm-se as definições:

Definição 19 (Derivada compatı́vel) (Khalil et al., 2014) Seja 𝑓 : [0,∞) → R e 𝑡 > 0. A derivada
fracionária compatı́vel de 𝑓 de ordem 𝛼, é definida por:

𝑓 (𝛼) (𝑡) = lim
𝜖→0

𝑓 (𝑡 + 𝜖𝑡1−𝛼) − 𝑓 (𝑡)
𝜖

, (27)

para 𝑡 > 0, 𝛼 ∈ (0, 1). Se 𝑓 é 𝛼 - diferenciável em algum intervalo (0, 𝑎), com 𝑎 > 0, e
lim
𝑡→0+

𝑓 (𝛼) (𝑡) existe, então defini-se:

𝑓 (𝛼) (0) = lim
𝑡→0+

𝑓 (𝛼) (𝑡). (28)

Definição 20 (Derivada compatı́vel modificada) (Anderson; Ulness, 2015) Para 𝑝 ∈ [0, 1], sejam
as funções 𝜎0, 𝜎1 : [0, 1] × R → [0,∞) contı́nuas tais que, para todo 𝑡 ∈ R, temos

lim
𝑝→0+

𝜎1(𝑝, 𝑡) = 1, lim
𝑝→0+

𝜎0(𝑝, 𝑡) = 0, lim
𝑝→1−

𝜎1(𝑝, 𝑡) = 0, lim
𝑝→1−

𝜎0(𝑝, 𝑡) = 1, (29)

e 𝜎1(𝑝, 𝑡) ≠ 0 para 𝑝 ∈ [0, 1) e 𝜎0(𝑝, 𝑡) ≠ 0, para 𝑝 ∈ (0, 1]. Então, o operador diferencial
compatı́vel modificado de ordem 𝑝, é definido por

𝐷 𝑝 𝑓 (𝑡) = 𝜎1(𝑝, 𝑡) 𝑓 (𝑡) + 𝜎0(𝑝, 𝑡) 𝑓 ′(𝑡). (30)
O operador pode ser referido também como derivada proporcional.
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De especial interesse, restringimos nossa atenção ao caso em que 𝜎1(𝑝, 𝑡) = 1− 𝑝 e 𝜎0(𝑝, 𝑡) = 𝑝.
Portanto, a equação (30) define o operador derivada proporcional, como

𝐷 𝑝 𝑓 (𝑡) = (1 − 𝑝) 𝑓 (𝑡) + 𝑝 𝑓 ′(𝑡). (31)

Onde 𝐷𝑛,𝑝 𝑓 (𝑡) é derivada compativel por 𝑛 vezes 𝐷𝑛,𝑝 𝑓 (𝑡) := (𝐷 𝑝 · · ·𝐷 𝑝 𝑓 ) (𝑡)︸               ︷︷               ︸
𝑛−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

. E, observando

que

lim
𝑝→0+

𝐷 𝑝 𝑓 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) e lim
𝑝→1−

𝐷 𝑝 𝑓 (𝑡) = 𝑓 ′(𝑡). (32)

Os operadores integrais proporcionais fracionários associados, são definidos como em Sudsutad
et al. (2024).

𝐼
𝑛,𝑝
𝑎 𝑓 (𝑡) = 1

𝑝𝑛Γ(𝑛)

∫ 𝑡

𝑎

𝑒
𝑝−1
𝑝

(𝑡−𝑠) (𝑡 − 𝑠)𝑛−1 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 ∈ N. (33)

Conforme Sudsutad et al. (2024), para conveniência e facilidade de computação neste trabalho,
definimos o seguinte sı́mbolo:

𝑝
𝜅Ψ

𝛼
𝜅
−1

𝜓
(𝑡, 𝑠) := 𝑒

𝑝−1
𝑘𝑝

(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑠)) (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠)) 𝛼
𝜅
−1, 𝑎 ≤ 𝑠 < 𝑡 ≤ 𝑇. (34)

Para as expressões enunciadas em (30) e (33), temos as seguintes definições generalizadas
(Sudsutad et al., 2024).

𝐷 𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡) = 𝜎1(𝑝, 𝑡) 𝑓 (𝑡) + 𝜎0(𝑝, 𝑡)
𝑓 ′(𝑡)
𝜓′(𝑡) . (35)

Em particular, para 𝜎1(𝑝, 𝑡) = 1 − 𝑝 e 𝜎0(𝑝, 𝑡) = 𝑝. Portanto, a equação (35) torna-se

𝐷 𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡) = (1 − 𝑝) 𝑓 (𝑡) + 𝑝 𝑓
′(𝑡)
𝜓′(𝑡) . (36)

Sob todas as considerações realizadas, damos as definições de operadores (𝜅, 𝜓) - derivadas
fracionárias proporcionais. Ao tomar 𝜎0(𝑝, 𝑡) = 𝜅𝑝 e 𝜎1(𝑝, 𝑡) = 1− 𝑝 em (35), o operador de (𝜅, 𝜓)
- derivada fracionária proporcional do lado esquerdo ((𝜅, 𝜓) - DFP), pode ser definido como

Definição 21 ((𝜅, 𝜓) - Derivadas fracionárias proporcionais) O operador ((𝜅, 𝜓) - DFP) pela es-
querda, é definido como

𝜅𝐷
𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡) := (1 − 𝑝) 𝑓 (𝑡) + 𝜅𝑝 𝑓

′(𝑡)
𝜓′(𝑡) 𝑒 𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡) = (𝜅𝐷 𝑝;𝜓 · · ·𝜅 𝐷 𝑝;𝜓 𝑓 ) (𝑡)︸                      ︷︷                      ︸
𝑛−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

. (37)

Teorema 3 (Transformada de 𝜓 - Laplace de ((𝜅, 𝜓) - DFP)) (Sudsutad et al., 2024) Suponha
que 𝑓 ∈ 𝐶𝛾,𝜓 ( [𝑎, 𝑏],R) e é de ordem 𝜓 - exponencial tal que o operador (𝜅, 𝜓) - DFP é contı́nuo por
partes em [𝑎, 𝑏] . Então a transformada (𝜅, 𝜓) - DFP é dada por

L𝜓

{
𝜅𝐷

𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)
}
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝜅𝑝 𝑓 (𝑎). (38)

Demonstração
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Por definição, decorre que

L𝜓

{
𝜅𝐷

𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)
}
= L𝜓

{
(1 − 𝑝) 𝑓 (𝑡) + 𝜅𝑝 𝑓

′(𝑡)
𝜓′(𝑡)

}
= (1 − 𝑝)L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} + 𝜅𝑝L𝜓

{
𝑓 ′(𝑡)
𝜓′(𝑡)

}
= (1 − 𝑝)L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} + 𝜅𝑝

(
𝑠L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝑓 (𝑎)

)
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝜅𝑝 𝑓 (𝑎).

(39)

■

Teorema 4 (Transformada 𝜓 - Laplace de ordem enésima ((𝜅, 𝜓) - DFP)) (Sudsutad et al., 2024)
Suponha que 𝑓 ∈ 𝐶𝑛–1

𝜓
( [𝑎,∞),R) é tal que 𝑓 (𝑖) , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛–1, são de ordem 𝜓 - exponencial

em [𝑎, 𝑏] e 𝑓 (𝑛) é uma função contı́nua por partes no intervalo. Então a transformada 𝜓 - Laplace
de 𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡) é dada por

L𝜓{𝜅𝐷𝑛,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)} = (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝜅𝑝
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛−1−𝑖 (
𝜅𝐷

𝑖,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑎)
)
. (40)

Demonstração
Ver Sudsutad et al. (2024).

Definição 22 ((𝜅, 𝜓) - Integrais fracionárias proporcionais) Sejam 𝜅 > 0 e 𝑛 ∈ N. O operador
((𝜅, 𝜓) - IFP), pela esquerda, é definido como

𝜅 𝐼
𝑛,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) :=

1
𝑝𝑛𝜅Γ𝜅 (𝑛𝜅)

∫ 𝑡

𝑎

𝑝
𝜅Ψ

𝑛−1
𝜓 (𝑡, 𝑠)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑎 < 𝑡. (41)

De modo análogo, podemos definir os operadores pela direita:

Definição 23 ((𝜅, 𝜓) - Derivadas fracionárias proporcionais) O operador ((𝜅, 𝜓) - DFP) pela di-
reita, é definido como

𝜅𝐷
𝑝;𝜓
⊖ 𝑓 (𝑡) := (1 − 𝑝) 𝑓 (𝑡) − 𝜅𝑝 𝑓

′(𝑡)
𝜓′(𝑡) 𝑒 𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓
⊖ 𝑓 (𝑡) = (𝜅𝐷 𝑝;𝜓

⊖ · · ·𝜅 𝐷 𝑝;𝜓
⊖ 𝑓 ) (𝑡)︸                      ︷︷                      ︸

𝑛−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

. (42)

Definição 24 ((𝜅, 𝜓) - Integrais fracionárias proporcionais) Sejam 𝜅 > 0 e 𝑛 ∈ N. O operador
((𝜅, 𝜓) - IFP), pela direita, é definido como

𝜅 𝐼
𝑛,𝑝;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) :=
1

𝑝𝑛𝜅Γ𝜅 (𝑛𝜅)

∫ 𝑏

𝑡

𝑝
𝜅Ψ

𝑛−1
𝜓 (𝑠, 𝑡)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 < 𝑏. (43)

Observando que, para uma função 𝑓 integrável no intervalo [𝑎, 𝑏], 𝜅 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1] e 𝑛 ∈ N,
conforme em Sudsutad et al., (2024), temos que

𝜅𝐷
𝑛,𝑝;𝜓 (

𝜅 𝐼
𝑛,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)

)
= 𝑓 (𝑡) 𝑒 𝜅 𝐼

𝑛,𝑝;𝜓 (
𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)
)
= 𝑓 (𝑡). (44)
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3.2 Integrais Fracionárias Generalizadas
A definição da integral fracionária proporcional (𝜅, 𝜓) de Riemann - Liouville surge como

uma generalização da clássica integral fracionária, incorporando parâmetros que modulam propor-
cionalmente a estrutura da integração fracionária (Sudsutad et al., 2024). Esta formulação visa
ampliar a aplicabilidade do cálculo fracionário, ao introduzir uma função de deformação 𝜓(𝑥) e o
parâmetro proporcional 𝑝, mantendo a consistência com as propriedades fundamentais das integrais
de Riemann-Liouville.

Definição 25 (Integral fracionária proporcional (𝜅, 𝜓) - Riemann - Liouville ((𝜅, 𝜓) - IFPRL))
(Sudsutad et al., 2024) Sejam 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑎, 𝑏], 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝜅 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1] e a função 𝜓(𝑥), uma
função crescente e monótona positiva em (𝑎, 𝑏], com derivada contı́nua 𝜓′(𝑥) em (𝑎, 𝑏). As in-
tegrais fracionárias proporcionais de Riemann - Liouville (à esquerda e à direita) são definidas,
respectivamente por

𝑅𝐿
𝜅 𝐼
𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) :=

1
𝑝

𝛼
𝜅 𝜅Γ𝜅 (𝛼)

∫ 𝑡

𝑎

𝑝
𝜅Ψ

𝛼
𝜅
−1

𝜓
(𝑡, 𝑠)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑎 < 𝑡, (45)

e

𝑅𝐿
𝜅 𝐼
𝛼,𝑝;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) :=
1

𝑝
𝛼
𝜅 𝜅Γ𝜅 (𝛼)

∫ 𝑏

𝑡

𝑝
𝜅Ψ

𝛼
𝜅
−1

𝜓
(𝑠, 𝑡)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 < 𝑏. (46)

De modo imeditato, tomando 𝑝 = 1, obtemos a definição conforme (Kwun et al., 2018).

Teorema 5 (Transformada 𝜓 - Laplace de ((𝜅, 𝜓) - IFPRL) ) (Sudsutad et al., 2024) Sejam 𝛼 ∈
C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, e 𝑝 ∈ (0, 1]. Suponha que 𝑓 seja uma função contı́nua por partes em [𝑎, 𝑡] e de
ordem 𝜓 - exponencial. Então temos

L𝜓

{
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

}
=

L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}
(𝜅𝑝𝑠 − 𝑝 + 1) 𝛼

𝜅

. (47)

Demonstração
Por definição, temos que

L𝜓

{
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

}
=

1
𝜅𝑝

𝛼
𝜅 Γ𝜅 (𝛼)

L𝜓

{
𝑓 ∗𝜓 𝑒

𝑝−1
𝜅 𝑝

(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))) (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼
𝜅
−1
}

=
1

𝜅𝑝
𝛼
𝜅 Γ𝜅 (𝛼)

L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}L𝜓

{
𝑒

𝑝−1
𝜅 𝑝

(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))) (𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼
𝜅
−1
}

=
1

𝜅𝑝
𝛼
𝜅 Γ𝜅 (𝛼)

L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}L𝜓

{
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅
−1
} (
𝑠 − 𝑝 − 1

𝜅𝑝

)
=

Γ
(
𝛼
𝜅

)
𝜅𝑝

𝛼
𝜅 Γ𝜅 (𝛼)

(
𝑠 − 𝑝−1

𝜅𝑝

) 𝛼
𝜅
−1L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}

=
L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}

(𝜅𝑝𝑠 − 𝑝 + 1)
𝛼
𝜅

.

(48)

■
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Definição 26 (Integral fracionária (𝜅, 𝜓) - Riemann - Liouville) (Sudsutad et al., 2024) Seja 𝑓 ∈
𝐿1 [𝑎, 𝑏], 𝜅 > 0 e a função 𝜓(𝑥), uma função crescente e monótona positiva em (𝑎, 𝑏], com derivada
contı́nua 𝜓′(𝑥) em (𝑎, 𝑏). As integrais fracionárias de Riemann-Liouville (à esquerda e à direita) de
ordem 𝛼 > 0 de uma função 𝑓 com respeito a 𝜓 no intervalo [𝑎, 𝑏] são definidas, respectivamente
por

𝑅𝐿
𝜅 𝐼
𝛼,1;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) :=

1
𝜅Γ𝜅 (𝛼)

∫ 𝑡

𝑎

1
𝜅Ψ

𝛼
𝜅
−1

𝜓
(𝑡, 𝑠)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑎 < 𝑡, (49)

e

𝑅𝐿
𝜅 𝐼
𝛼,1;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) :=
1

𝜅Γ𝜅 (𝛼)

∫ 𝑏

𝑡

1
𝜅Ψ

𝛼
𝜅
−1

𝜓
(𝑠, 𝑡)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 < 𝑏. (50)

De maneira imediata, se tomarmos 𝜅 → 1, obtemos a integral generalizada 𝜓 - Riemann -
Liouville:

𝑅𝐿
1𝐼
𝛼,1;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) :=

1
Γ(𝛼)

∫ 𝑡

𝑎

1
1Ψ

𝛼
𝜅
−1

𝜓
(𝑡, 𝑠)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 = 1

Γ(𝛼)

∫ 𝑡

𝑎

𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)
(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑠))1−𝛼 𝑑𝑠, (51)

e

𝑅𝐿
1𝐼
𝛼,1;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) :=
1

Γ(𝛼)

∫ 𝑏

𝑡

1
1Ψ

𝛼
𝜅
−1

𝜓
(𝑠, 𝑡)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 = 1

Γ(𝛼)

∫ 𝑏

𝑡

𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)
(𝜓(𝑠) − 𝜓(𝑡))1−𝛼 𝑑𝑠. (52)

3.3 Derivadas Fracionárias Generalizadas
De modo semelhante, a definição da derivada fracionária proporcional (𝜅, 𝜓) de Hilfer (DFPH)

foi concebida como uma extensão das abordagens clássicas de derivadas fracionárias, incorporando
parâmetros adicionais que permitem maior flexibilidade e generalidade na modelagem de sistemas
complexos (Sudsutad et al., 2024). Essa formulação considera a derivada como uma interpolação
entre as definições de Riemann - Liouville e Caputo, adaptada a um novo tipo de proporcionalidade
e regida pelos parâmetros de 𝑝 e 𝜓(𝑥).

Definição 27 (Derivada fracionária proporcional (𝜅, 𝜓) - Hilfer ((𝜅, 𝜓) - DFPH)) (Sudsutad et al.,
2024) Sejam 𝛼 ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝜅 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1], 𝛽 ∈ [0, 1]. Para 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏],
𝜓(𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏], com 𝜓′(𝑡) ≠ 0 e 𝑛 =

⌈
𝑅𝑒(𝛼)
𝜅

⌉
+ 1, o operador ((𝜅, 𝜓) - DFPH) pela esquerda

e direita, são definidas respectivamente como

𝐻
𝜅𝐷

𝛼,𝛽,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) := 𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝛽(𝑛𝜅−𝛼),𝑝;𝜓
𝑎

(
𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓
(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
(1−𝛽) (𝑛𝜅−𝛼),𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

))
(53)

e

𝐻
𝜅𝐷

𝛼,𝛽,𝑝;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) := 𝑅𝐿
𝜅 𝐼
𝛽(𝑛𝜅−𝛼),𝑝;𝜓
𝑏

(
𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓
⊖

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
(1−𝛽) (𝑛𝜅−𝛼),𝑝;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡)
))
. (54)

De modo imediato, para 𝑝 → 1, obtem-se a seguinte definição
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Definição 28 (Derivada fracionária (𝜅, 𝜓) - Hilfer) Sejam 𝛼, 𝜅 ∈ R+, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑛 =

⌈
𝑅𝑒(𝛼)
𝜅

⌉
,

𝜓(𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏], com 𝜓′(𝑡) ≠ 0 e 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏]. A derivada (𝜅, 𝜓) - Hilfer de ordem 𝛼 e tipo 𝛽,
é definida por

𝐻
𝜅𝐷

𝛼,𝛽,1;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) := 𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝛽(𝑛𝜅−𝛼),1;𝜓
𝑎

(
𝜅𝐷

𝑛,1;𝜓
(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
(1−𝛽) (𝑛𝜅−𝛼),1;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

))
(55)

e

𝐻
𝜅𝐷

𝛼,𝛽,1;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) := 𝑅𝐿
𝜅 𝐼
𝛽(𝑛𝜅−𝛼),1;𝜓
𝑏

(
𝜅𝐷

𝑛,1;𝜓
⊖

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
(1−𝛽) (𝑛𝜅−𝛼),1;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡)
))
, (56)

para 𝜅𝐷
𝑛,1;𝜓 𝑓 (𝑡) =

(
𝑘

𝜓′ (𝑡)
𝑑
𝑑𝑡

)𝑛
e 𝜅𝐷

𝑛,1;𝜓
⊖ 𝑓 (𝑡) =

(
− 𝑘
𝜓′ (𝑡)

𝑑
𝑑𝑡

)𝑛
, respectivamente.

Teorema 6 (Transformada 𝜓 - Laplace de ((𝜅, 𝜓) - DFPH)) (Sudsutad et al., 2024) Sejam 𝛼 ∈
C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝑅𝑒(𝛼)

𝜅
∈ (𝑛–1, 𝑛), 𝑘 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1], 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑛, 𝜓 ∈ ([𝑎, 𝑏],R), 𝜓 ∈ 𝐶𝑛 ( [𝑎, 𝑏],R) de

modo que 𝜓′(𝑡) > 0, e, 𝑅𝐿𝜅 𝐼 (1−𝛽) (𝑛𝜅−𝛼),𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) é de ordem 𝜓 - exponencial, 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑛–1, 𝑛 ∈ N.

Então temos

L𝜓

{
𝐻
𝜅𝐷

𝛼,𝛽,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

}
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅 L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝜅𝑝
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)
𝛼𝛽

𝜅
+𝑛(1−𝛽)−1−𝑖

×
[
𝜅𝐷

𝑖,𝑝;𝜓
𝑎

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
(1−𝛽) (𝑛𝜅−𝛼),𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑎)

)]
.

(57)

Demonstração
Ver Sudsutad et al. (2024).

Com a definição generalizada, podemos obter alguns casos particulares das derivadas de Riemann
- Liouville e Caputo. Desta forma, seguem as seguintes definições:

Definição 29 (Derivada fracionária proporcional (𝜅, 𝜓) - Riemann - Liouville ((𝜅, 𝜓) - DFPRL))
(Sudsutad et al., 2024) Sejam 𝛼 ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝜅 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1]. Para 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏] e
𝜓(𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏], com 𝜓′(𝑡) ≠ 0, e 𝑛 =

⌈
𝑅𝑒(𝛼)
𝜅

⌉
+ 1, o operador (𝜅, 𝜓) - DFPRL pela esquerda e

direita, são definidos como

𝑅𝐿
𝜅𝐷

𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) := 𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓
(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

)
(58)

e
𝑅𝐿

𝜅𝐷
𝛼,𝑝;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) := 𝜅𝐷
𝑛,𝑝;𝜓
⊖

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡)
)
. (59)

Observa-se que este operador pode ser obtido tomando 𝛽 → 0 em (53).

Teorema 7 (Transformada de 𝜓 - Laplace de ((𝜅, 𝜓) - DFPRL)) (Sudsutad et al., 2024) Sejam
𝛼 ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝑅𝑒(𝛼)

𝜅
∈ (𝑛–1, 𝑛), 𝜅 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1], 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑛

𝛾,𝜓
( [𝑎, 𝑏],R), 𝜓 ∈ 𝐶𝑛 ( [𝑎, 𝑏],R) de

modo que 𝜓′(𝑡) > 0, e, 𝑅𝐿𝜅 𝐼𝑛𝜅−𝛼−𝑖𝜅,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) de ordem 𝜓 - exponencial, com 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑛–1, 𝑛 ∈ N.

Então
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L𝜓

{
𝑅𝐿

𝜅𝐷
𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

}
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅 L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}

− 𝜅𝑝
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛−1−𝑖
(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼−𝑖𝜅,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑎)

)
.

(60)

Demonstração
Por definição, teremos que

L𝜓

{
𝑅𝐿

𝜅𝐷
𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

}
= L𝜓

{
𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓
𝑎

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

)}
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛L𝜓

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

)
− 𝜅𝑝

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛−1−𝑖
𝜅𝐷

𝑖,𝑝;𝜓
𝑎

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑎)

)
=

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛

(𝜅𝑝𝑠 − 𝑝 + 1) 𝑛𝜅−𝛼
𝜅

L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}

− 𝜅𝑝
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛−1−𝑖
(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼−𝑖𝜅,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑎)

)
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅 L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}

− 𝜅𝑝
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛−1−𝑖
(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼−𝑖𝜅,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑎)

)
.

(61)

■

Definição 30 (Derivada fracionária (𝜅, 𝜓) - Riemann - Liouville) Sejam 𝛼 ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝜅 >
0, 𝑓 ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏], 𝜓(𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏] com 𝜓′(𝑡) ≠ 0, e 𝑛 =

⌈
𝛼
𝜅

⌉
+ 1. Então o operador (𝜅, 𝜓) - Riemann

- Liouville, pela esquerda e pela direita, são definidos por, respectivamente,

𝑅𝐿
𝜅𝐷

𝛼;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) := 𝜅𝐷

𝑛;𝜓
(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

)
=

𝜅𝐷
𝑛;𝜓

𝜅Γ𝑘 (𝑛𝜅 − 𝛼)

∫ 𝑡

𝑎

1
𝜅Ψ

𝑛𝜅−𝛼
𝜅

−1
𝜓

(𝑡, 𝑠)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 (62)

e

𝑅𝐿
𝜅𝐷

𝛼;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) := 𝜅𝐷
𝑛;𝜓
⊖

(
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡)
)
=

𝜅𝐷
𝑛;𝜓
⊖

𝜅Γ𝑘 (𝑛𝜅 − 𝛼)

∫ 𝑏

𝑡

1
𝜅Ψ

𝑛𝜅−𝛼
𝜅

−1
𝜓

(𝑠, 𝑡)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠. (63)

Observa-se que este operador pode ser obtido tomando 𝑝 → 1 em (58).

Se considerarmos 𝜅 = 1, obtemos a derivada fracionária 𝜓 - Riemann - Liouville:

𝑅𝐿𝐷
𝛼;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) := 𝐷𝑛;𝜓

(
𝑅𝐿 𝐼

𝑛−𝛼;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

)
=

𝐷𝑛;𝜓

Γ(𝑛 − 𝛼)

∫ 𝑡

𝑎

1
1Ψ𝜓

𝑛−𝛼−1(𝑡, 𝑠)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 (64)

e

𝑅𝐿𝐷
𝛼;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) := 𝐷𝑛;𝜓
⊖

(
𝑅𝐿 𝐼

𝑛−𝛼;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡)
)
=

𝐷
𝑛;𝜓
⊖

Γ(𝑛 − 𝛼)

∫ 𝑏

𝑡

1
1Ψ𝜓

𝑛−𝛼−1(𝑠, 𝑡)𝜓′(𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠. (65)
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Definição 31 (Derivada fracionária proporcional (𝜅, 𝜓) - Caputo ((𝜅, 𝜓) - DFPC)) (Sudsutad et
al., 2024) Sejam 𝛼 ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝜅 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1]. Para 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏] e 𝜓(𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏], com
𝜓′(𝑡) ≠ 0, e 𝑛 =

⌈
𝑅𝑒(𝛼)
𝜅

⌉
+ 1, o operador (𝜅, 𝜓) - DFPC pela esquerda e direita, são definidos como

𝐶
𝜅𝐷

𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) := 𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑎

(
𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)
)

(66)

e

𝐶
𝜅𝐷

𝛼,𝑝;𝜓
𝑏

𝑓 (𝑡) := 𝑅𝐿
𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑏

(
𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓
⊖ 𝑓 (𝑡)

)
. (67)

Observa-se que este operador pode ser obtido tomando 𝛽 → 1 em (53).

Teorema 8 ( Transformada 𝜓 - Laplace de (𝜅, 𝜓) - DFPC) ) (Sudsutad et al., 2024) Sejam 𝛼 ∈
C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝑅𝑒(𝛼)

𝜅
∈ (𝑛–1, 𝑛), 𝜅 > 0,𝑝 ∈ (0, 1], 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑛

𝛾,𝜓
( [𝑎, 𝑏],R), 𝜓 ∈ 𝐶𝑛 ( [𝑎, 𝑏],R) de modo

que 𝜓′(𝑡) > 0, e, 𝜅𝐷𝑛,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡) de ordem 𝜓 - exponencial, com 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑛–1, 𝑛 ∈ N. Então

L𝜓{𝐶𝜅𝐷𝛼,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)} = (1− 𝑝+𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅

[
L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝜅𝑝

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)−𝑖−1
(
𝜅𝐷

𝑖,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑎)

)]
. (68)

Demonstração
Por definição, temos que

L𝜓{𝐶𝜅𝐷𝛼,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑡)} = L𝜓

{
𝑅𝐿

𝜅 𝐼
𝑛𝜅−𝛼,𝑝;𝜓
𝑎

(
𝜅𝐷

𝑛,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)

)}
=

1
(𝜅𝑝𝑠 − 𝑝 + 1) 𝑛𝜅−𝛼

𝜅

L𝜓{𝜅𝐷𝑛,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑡)}

=
(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛

(𝜅𝑝𝑠 − 𝑝 + 1) 𝑛𝜅−𝛼
𝜅

L𝜓{ 𝑓 (𝑡)}

− 𝜅𝑝

(𝜅𝑝𝑠 − 𝑝 + 1) 𝑛𝜅−𝛼
𝜅

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)𝑛−1−𝑖 (
𝜅𝐷

𝑖,𝑝;𝜓 𝑓 (𝑎)
)

= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅

[
L𝜓{ 𝑓 (𝑡)} − 𝜅𝑝

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)−𝑖−1
(
𝜅𝐷

𝑖,𝑝;𝜓
𝑎 𝑓 (𝑎)

)]
.

(69)

■

Definição 32 (Derivada fracionária (𝜅, 𝜓) - Caputo) Sejam 𝛼 ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝜅 > 0, 𝑓 ∈
𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏], 𝜓(𝑡) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏] com 𝜓′(𝑡) ≠ 0, e 𝑛 =

⌈
𝛼
𝜅

⌉
+ 1. Então o operador (𝜅, 𝜓) - Caputo é

definido por, (
𝐶
𝜅𝐷

𝛼;𝜓
𝑎 𝜑

)
(𝑥) :=

(
𝑅𝐿

𝜅I (𝑛𝜅−𝛼);𝜓
𝑎

(
𝜅

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
(𝜑)

)
(𝑥). (70)

De modo análogo, para 𝜅 = 1, 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶𝑛 [𝑎, 𝑏] e 𝛼 ∉ N, obtemos a derivada fracionária 𝜓 -
Caputo:
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(
𝐶𝐷

𝛼;𝜓
𝑎 𝜑

)
(𝑥) :=

(
𝑅𝐿I (𝑛−𝛼);𝜓

𝑎

(
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
(𝜑)

)
(𝑥) (71)

e para 𝑛 ∈ N. (
𝐶𝐷

𝛼;𝜓
𝑎 𝜑

)
(𝑥) :=

(
1

𝜓′(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝜑(𝑥). (72)

4 Modelos matemáticos de crescimento populacional
Em um trabalho publicado por Turner et al. (1976), intitulado como, A Theory of Growth, foi

apresentada uma teoria generalizada de crescimento baseada em três postulados. Desta forma, para
a formulação da equação fundamental, são enumeradas as seguintes definições:

1. 𝑁 (𝑡) é o tamanho do organismo ou da população para unidade de tempo 𝑡;

2. 𝑘 é a capacidade máxima em relação ao tamanho de 𝑁 (𝑡);

3. 𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

refere-se a taxa de variação do tamanho do organismo ou da população;

4. 𝛿𝑛 (0, 𝑁 (𝑡)) = (𝑁 (𝑡)𝑛) 1
𝑛 = 𝑁 (𝑡), para 𝑁 (𝑡) > 0;

5. 𝛿𝑛 (𝑁 (𝑡), 𝑘) = (𝑘𝑛 − 𝑁 (𝑡)𝑛) 1
𝑛 , para 𝑘 ≥ 𝑁 (𝑡) > 0 e 𝑛 > 0.

Em relação aos postulados de crescimento, temos os seguintes:

Postulado 1 A mudança da taxa de variação é simultaneamente proporcional a uma função cres-
cente e monótona 𝜙1, da distância entre a origem e o tamanho do organismo ou da população
(𝛿𝑛 (0, 𝑁 (𝑡))) e também proporcional a uma função crescente e monótona 𝜙2, da diferença entre um
dado tamanho ao tamanho limite do organismo ou da população (𝛿𝑛 (𝑁 (𝑡), 𝑘));

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

∝ 𝜙1 [𝛿𝑛 (0, 𝑁 (𝑡))]𝜙2 [𝛿𝑛 (𝑁 (𝑡), 𝑘)] . (73)

Postulado 2 As funções crescentes e monótonas 𝜙1 e 𝜙2, são funções potências para 𝜃1, 𝜃2 > 0;

𝜙1 [.] = [.] (𝜃1) e 𝜙2 [.] = [.] (𝜃2) . (74)

Postulado 3 Os expoentes obedecem as seguintes condições:

𝜃1 = 1 − 𝑛𝑝 𝑒 𝜃2 = 𝑛 + 𝑛𝑝, (75)

onde, 𝑛 > 0,−1 < 𝑝 < 1
𝑛
𝑒 𝜃1 + 𝜃2 = 1 + 𝑛.
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4.1 Equação fundamental
Enunciadas as definições e também os postulados, a formulação da equação fundamental por

Turner et al. (1976), pode ser obtida pelo remanejamento dos três postulados e também pela
utilização de uma constante de proporcionalidade. Desta forma, de acordo com o Postulado 1,
podemos estabelecer a primeira relação:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

∝ 𝜙1 [𝑁 (𝑡)]𝜙2 [(𝑘𝑛 − 𝑁 (𝑡)𝑛) 1
𝑛 ] . (76)

Desta forma, pelo Postulado 2, relacionando as funções 𝜙1 e 𝜙2, temos que:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

∝ (𝑁 (𝑡)) (𝜃1) (𝑘𝑛 − 𝑁 (𝑡)𝑛)
(
𝜃2
𝑛

)
. (77)

Agora, utilizando as condições do Postulado 3 para os expoentes 𝜃1 e 𝜃2, decorre que:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

∝ 𝑁 (𝑡)1−𝑛𝑝 (𝑘𝑛 − 𝑁 (𝑡)𝑛)1+𝑝 . (78)

Tomando como 𝛽

𝑘𝑛
a constante de proporcionalidade, sendo 𝛽 a constante intrı́nseca de cresci-

mento, temos a equação fundamental de crescimento (Turner et al., 1976):

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

=
𝛽

𝑘𝑛
𝑁 (𝑡)1−𝑛𝑝 (𝑘𝑛 − 𝑁 (𝑡)𝑛)1+𝑝, (79)

onde a sua solução pode ser obtida utilizando o método de separação de variáveis e é expressa
da seguinte maneira:

𝑁 (𝑡) = 𝑘{
1 + [1 + 𝛽𝑛𝑝(𝑡 − 𝜏)]

−1
𝑝

} 1
𝑛

. (80)

Observando que 𝜏 é a constante de integração.

4.2 Modelos de Crescimento Populacional de Ordem Inteira
Inicialmente, trabalhando o modelo elaborado por Benjamin Gompertz (1779 - 1865) [13],

tomando o parâmetro 𝑛 se aproximando de zero e considerando 𝛽′ uma constante finita, de modo
que 𝛽𝑛𝑝+1 se aproxime de 𝛽′, obtemos o modelo conhecido como Ex-Gompertz. Este modelo é
considerado uma extensão do modelo tradicional, que também será discutido futuramente com a
avaliação dos outros parâmetros da equação fundamental. Dessa forma, tem-se a representação do
modelo, bem como sua respectiva solução, expressas da seguinte maneira:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

= 𝛽′𝑁 (𝑡)
[
ln

(
𝑘

𝑁 (𝑡)

)]1+𝑝
e 𝑁 (𝑡) = 𝑘𝑒−[𝛽′𝑝(𝑡−𝜏)]

− 1
𝑝

. (81)

Seguindo nesta mesma interpretação, podemos também estabelecer os parâmetros para obter
o modelo tradicional de Gompertz. Este importante modelo pode ser obtido ao se considerar os
parâmetros 𝑛 e 𝑝 tendendo a zero, bem como a aproximação de 𝛽𝑛𝑝+1 por uma constante finita 𝛽′.
Esta análise é válida para a equação fundamental, visto que, se tomarmos no modelo Ex-Gompertz
o parâmetro 𝑝 próximo de zero, também temos o modelo de maneira imediata, logo segue que:
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𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

= 𝛽′𝑁 (𝑡) ln
(
𝑘

𝑁 (𝑡)

)
e 𝑁 (𝑡) = 𝑘𝑒−𝑒[−𝛽

′ (𝑡−𝜏 )]
. (82)

Outro modelo de grande relevância na comunidade cientı́fica é o modelo elaborado por Pierre
François Verhulst (1804 - 1849) [14]. Pela variação dos parâmetros podemos observar dois modelos,
o primeiro denominado como Ex-Logı́stico e o segundo como o modelo Logı́stico. Em relação ao
primeiro modelo, ele é compreendido como uma extensão do modelo Logı́stico e foi discutido em
um trabalho realizado por Pruitt, Turner e Boackle (1974), para o estudo de um modelo cinético
para a análise quantitativa de células vermelhas. Nesse contexto, o modelo pode ser obtido ao se
atribuir o valor 𝑛 = 1 ao parâmetro. Com isso, tanto a forma do modelo quanto sua solução podem
ser expressas da seguinte maneira:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

=
𝛽

𝑘
𝑁 (𝑡)1−𝑝 (𝑘 − 𝑁 (𝑡))1+𝑝 e 𝑁 (𝑡) = 𝑘

1 + [1 + 𝛽𝑝(𝑡 − 𝜏)]
−1
𝑝

. (83)

Como mencionado, podemos obter o modelo Logı́stico através de sua elaboração extendida. O
modelo é observado quando tomamos os parâmetros 𝑛 = 1 e 𝑝 → 0. De maneira análoga, podemos
tomar somente o parâmetro 𝑝 → 0 no modelo Ex-Logı́stico, para obtermos o modelo Logı́stico
tradicional. Desta maneira, este modelo assume a seguinte forma:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

=
𝛽

𝑘
𝑁 (𝑡) (𝑘 − 𝑁 (𝑡)) e 𝑁 (𝑡) = 𝑘

1 + 𝑒−𝛽(𝑡−𝜏)
. (84)

Por fim, temos outra representação que envolve conhecimentos sobre o modelo Logı́stico. Dis-
cutido inicialmente por Pütter (1920), Bertalanffy (1957) e também por Richards (1959), o modelo
Logı́stico Generalizado ou modelo de Bertalanffy-Richards foi trabalhado por Nelder (1961) em
um artigo sobre a construção de uma generalização da curva Logı́stica. Desta maneira, o modelo
Logı́stico Generalizado pode ser obtido tomando o parâmetro 𝑝 se aproximando de zero na equação
fundamental. Portanto, o modelo é representado da seguinte forma:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

=
𝛽

𝑘𝑛
𝑁 (𝑡) (𝑘𝑛 − 𝑁 (𝑡)𝑛) e 𝑁 (𝑡) = 𝑘[

1 + 𝑒−𝛽𝑛(𝑡−𝜏)
] 1
𝑛

. (85)

4.2.1 Relações importantes entre os modelos matemáticos

Quando avaliamos as variações dos parâmetros, podemos observar transições entre modelos
de diferentes estruturas. Dito isto, tomando no modelo de Bertalanffy-Richards os parâmetros
𝑛 se aproximando de zero e 𝛽𝑛 aproximando de 𝛽′, obtemos o modelo tradicional de Gompertz.
Por outro lado, avaliando no mesmo modelo, o parâmetro 𝑛 sendo igual a um, podemos obter o
modelo tradicional Logı́stico. Por fim, também podemos estabelecer a relação entre os modelos de
Gompertz, Bertalanffy-Richards e Logı́stico para a obtenção do modelo Exponencial.

Este modelo foi elaborado por Thomas Robert Malthus (1766 - 1834) [20], que trabalhou a
relação entre o crescimento populacional com a possı́vel escassez dos recursos naturais para a
manutenção dos seres vivos. Desta forma, ele pode ser observado quando tomamos o parâmetro
𝑘 tendendo ao infinito nos modelos de Bertalanffy-Richards e Logı́stico, e também quando os
parâmetros 𝛽′ log 𝑘 , se aproximam de 𝛽 no modelo de Gompertz. Portanto, temos que o modelo
Exponencial pode ser representado da seguinte maneira:
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𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

= 𝛽𝑁 (𝑡) e 𝑁 (𝑡) = 𝑒𝛽(𝑡−𝜏) . (86)

Para auxiliar na organização das ideias, podemos observar de forma mais clara a relação entre
os modelos, no esquema apresentado na figura a seguir.

Figura 1: Relações entre os modelos matemáticos de crescimento adaptado de Turner et al. (1976).

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽

𝑘𝑛
𝑁 𝑡 𝑘𝑛 −𝑁 𝑡 𝑛

𝑁 𝑡 =
𝑘

1 + 𝑒−𝛽𝑛(𝑡−𝜏)
1
𝑛

𝑑𝑁 𝑡

𝑑𝑡
=
𝛽

𝑘
𝑁 𝑡 1−𝑝 𝑘 − 𝑁(𝑡) 1+𝑝

𝑁 𝑡 =
𝑘

1 + 1 + 𝛽𝑝(𝑡 − 𝜏)
−1
𝑝

𝑑𝑁 𝑡

𝑑𝑡
=
𝛽

𝑘
𝑁 𝑡 𝑘 − 𝑁 𝑡

𝑁 𝑡 =
𝑘

1 + 𝑒−𝛽(𝑡−𝜏)

𝑑𝑁 𝑡

𝑑𝑡
= 𝛽′𝑁 𝑡 ln

𝑘

𝑁 𝑡

1+𝑝

𝑁 𝑡 = 𝑘𝑒− 𝛽′𝑝(𝑡−𝜏)
−1
𝑝

𝑑𝑁 𝑡

𝑑𝑡
= 𝛽′𝑁 𝑡 ln

𝑘

𝑁 𝑡

𝑁 𝑡 = 𝑘𝑒−𝑒
−𝛽′(𝑡−𝜏)

൞

𝑑𝑁 𝑡

𝑑𝑡
= 𝛽𝑁 𝑡

𝑁 𝑡 = 𝑒𝛽(𝑡−𝜏)

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽

𝑘𝑛
𝑁 𝑡 1−𝑛𝑝 𝑘𝑛 −𝑁 𝑡 𝑛 1+𝑝

𝑁 𝑡 =
𝑘

1 + 1 + 𝛽𝑛𝑝(𝑡 − 𝜏)
−1
𝑝

1
𝑛 𝑛 = 1

𝑝 → 0
𝑛 = 1

𝑘 → ∞

𝑘 → ∞

𝑝 → 0

𝑘 → ∞

𝛽′ log 𝑘 → 𝛽

𝛽𝑛 → 𝛽′
𝑛 → 0𝑝 → 0

𝑛 → 0

𝛽𝑛1+𝑝 → 𝛽′

Equação Fundamental

Modelo Ex - Gompertz

Modelo de Gompertz

Modelo Ex - Logístico

Modelo Logístico

Modelo Exponencial

Modelo de Bertalanffy - Richards

Fonte: Adaptação elaborada pelos autores.

5 Soluções para o modelo Logı́stico
Observamos que os modelos Logı́stico Generalizado e Logı́stico de ordem fracionária, apresen-

tam divergências significativas quando comparados aos modelos obtidos pelas soluções numéricas.
Desta forma, West (2015), Area, Losada e Nieto (2016) e Tarasov (2019), realizaram trabalhos que
contemplaram fundamentos acerca das soluções analı́ticas. Elagan (2016), também publicou um
artigo intitulado como, On the invalidity of semigroup property for the Mittag–Leffler function with
two parameters, onde foi trabalhada a propriedade de semigrupo da função de Mittag-Leffler. Ob-
servamos que a igualdade, 𝐸𝛼,𝛽

(
𝑎(𝑠 + 𝑡)𝛼𝛽

)
= 𝐸𝛼,𝛽

(
𝑎𝑠𝛼𝛽

)
𝐸𝛼,𝛽

(
𝑎𝑡𝛼𝛽

)
, 𝑠 , 𝑡 ≥ 0 , 𝑎 ∈ R e 𝛼, 𝛽 > 0,

é válida somente para os parâmetros 𝛼 = 𝛽 = 1, e 𝑎 = 0, 𝛽 = 1 ou 𝛽 = 2.
Em consoante perspectiva, alguns autores apontam que esta condição poderia ocasionar algum

erro, sendo assim, estas soluções analı́ticas não corresponderiam como os resultados ideais para
os modelos Logı́sticos (Soares; Jarosz; Costa, 2022). Desta forma, utilizaremos as definições dos
operadores proporcionais para comparar as soluções obtidas de forma analı́tica e numérica.
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5.1 Solução Analı́tica
Para o estudo do modelo Logı́stico Generalizado, podemos tomar sem perda de generalidade

(Varalta, 2014), o parâmetro 𝑘 = 1. Desta forma, podemos reescrever a equação diferencial (85) da
seguinte maneira:

𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

=
𝛽

𝑘𝑚
𝑁 (𝑡) (𝑘𝑚 − 𝑁 (𝑡)𝑚) ⇒ 𝑑𝑁 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑁 (𝑡) − 𝛽 (𝑁 (𝑡))𝑚+1.

Observando que esta equação se comporta como uma equação de Bernoulli, tomando como
variável 𝑆(𝑡) = 𝑁 (𝑡)−(𝑚) , então, teremos que 𝑆′(𝑡) = −(𝑚) (𝑁 (𝑡))−(𝑚+1) 𝑁′(𝑡). Desta forma,
multiplicando a última equação por −(𝑚) (𝑁 (𝑡))−(𝑚+1) , segue que:

−(𝑚) (𝑁 (𝑡))−(𝑚+1) 𝑑𝑁 (𝑡)
𝑑𝑡

= −(𝑚) (𝑁 (𝑡))−(𝑚+1) 𝛽𝑁 (𝑡) + (𝑚) (𝑁 (𝑡))−(𝑚+1) 𝛽 (𝑁 (𝑡))𝑚+1 . (87)

Simplificando e reescrevendo, teremos que:

𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡

= −(𝑚)𝛽𝑆(𝑡) + (𝑚)𝛽 ⇔ 𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝛽𝑚 (1 − 𝑆(𝑡)) . (88)

Tomando os resultados acima e analisando a equação diferencial, pela definição da derivada
proporcional de Caputo (66), com uma condição inicial, teremos que:{

𝐶
𝜅𝐷

𝛼,𝑝;𝜓
𝑎 𝑆(𝑡) = 𝛽𝑚 (1 − 𝑆(𝑡))

𝑆(0) =
(

1
𝑁 (0)

)𝑚 . (89)

Aplicando a transformada 𝜓 - Laplace em ambos os lados da igualdade, segue que:

L𝜓

{
𝐶
𝜅𝐷

𝛼,𝑝;𝜓
𝑡 𝑆(𝑡)

}
= 𝛽𝑚L𝜓 {1 − 𝑆(𝑡)} . (90)

Logo, para 𝑛 = 1, para o lado esquerdo da igualdade em (90), segue que

L𝜓

{
𝐶
𝜅𝐷

𝛼,𝑝;𝜓
𝑡 𝑆(𝑡)

}
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅

[
L𝜓{𝑆(𝑡)} − 𝜅𝑝(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)−1

(
𝜅𝐷

0,𝑝;𝜓
𝑎 𝑆(𝑡)

)]
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅

[
L𝜓{𝑆(𝑡)} − 𝜅𝑝(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠)−1𝑆(0)

]
= (1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅 L𝜓{𝑆(𝑡)} − 𝜅𝑝(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅
−1𝑆(0).

(91)

Para o lado direito em (90), decorre que

𝛽𝑚L𝜓 {1 − 𝑆(𝑡)} = 𝛽𝑚L𝜓 {1} − 𝛽𝑚L𝜓 {𝑆(𝑡)}
= 𝛽𝑚 [𝑠−1] − 𝛽𝑚L𝜓 {𝑆(𝑡)} .

(92)

Substituindo ambas as equações (91) e (92) em (90), teremos que

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 L𝜓{𝑆(𝑡)} − 𝜅𝑝(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅
−1𝑆(0) = 𝛽𝑚 [𝑠−1] − 𝛽𝑚L𝜓 {𝑆(𝑡)} . (93)

Logo, simplificando
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(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 L𝜓{𝑆(𝑡)} + 𝛽𝑚L𝜓 {𝑆(𝑡)} = 𝛽𝑚 [𝑠−1] + 𝜅𝑝(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅
−1𝑆(0)

L𝜓 {𝑆(𝑡)}
[
(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅 + 𝛽𝑚
]
= 𝛽𝑚 [𝑠−1] + 𝜅𝑝(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅
−1𝑆(0)

L𝜓 {𝑆(𝑡)} = 𝛽𝑚

[
𝑠−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]
+ 𝑆(0)𝜅𝑝

[
(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅
−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]
.

(94)

Tomando a transformada inversa de 𝜓 - Laplace, segue que

𝑆(𝑡) = 𝛽𝑚 L−1
𝜓

{[
𝑠−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]}
︸                                    ︷︷                                    ︸

(𝐼)

+𝑆(0)𝜅𝑝 L−1
𝜓

{[
(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅
−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]}
︸                                    ︷︷                                    ︸

(𝐼 𝐼)

. (95)

Para a expressão (I), tomando 𝑠′ = 1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠, teremos que

L−1
𝜓

{[
𝑠−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]}
= L−1

𝜓

{[
𝜅𝑝

(𝑠′ − (1 − 𝑝)) (𝑠′) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚𝜅𝑝

]}
. (96)

Pelas proposições (4) e (5), segue que

L−1
𝜓

{[
𝑠−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]}
= 𝑒

− 1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

𝛽𝑚(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎)) 𝛼
𝜅 𝐸 𝛼

𝜅
, 𝛼
𝜅
+1

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
.

(97)
Para (II), decorre que

𝑆(0)𝜅𝑝L−1
𝜓

{[
(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅
−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]}
= 𝑆(0)𝜅𝑝L−1

𝜓

{[
(𝑠′) 𝛼

𝜅
−1

(𝑠′) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]}
. (98)

Novamente, pelas proposições (4) e (5)

𝑆(0)𝜅𝑝L−1
𝜓

{[
(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼

𝜅
−1

(1 − 𝑝 + 𝜅𝑝𝑠) 𝛼
𝜅 + 𝛽𝑚

]}
= 𝑆(0)𝜅𝑝𝑒−

1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

𝐸 𝛼
𝜅
,1

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
.

(99)
Logo, podemos escrever

𝑆(𝑡) = 𝑒−
1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼
𝜅 𝐸 𝛼

𝜅
, 𝛼
𝜅
+1

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
+𝑒−

1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

𝑆(0)𝜅𝑝𝐸 𝛼
𝜅
,1

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
.

(100)

Pela propriedade (20), observamos que

𝐸 𝛼
𝜅
, 𝛼
𝜅
+1

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
=

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼
𝜅

[
1 − 𝐸 𝛼

𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)]
. (101)
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Desta forma, podemos reescrever a equação (100) como

𝑆(𝑡) = 𝑒−
1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎)) (𝜅𝑝) 𝛼

𝜅

[
1 − 𝐸 𝛼

𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)]
+𝑒−

1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

𝑆(0)𝜅𝑝𝐸 𝛼
𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
.

(102)

Logo,

𝑆(𝑡) = 𝑒−
1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎)) (𝜅𝑝) 𝛼

𝜅

[
1 − 𝐸 𝛼

𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)]
+𝑒−

1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

𝜅𝑝𝑆(0)𝐸 𝛼
𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
.

(103)

Destarte,

𝑆(𝑡) = 1 + 𝐸 𝛼
𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑎)) 𝛼

𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼
𝜅

)
𝑒
− 1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

[
𝜅𝑝𝑆(0) − (𝜅𝑝) 𝛼

𝜅

]
. (104)

Por fim, retomando a variável inicial, teremos que

𝑁 (𝑡) = 1{
1 + 𝐸 𝛼

𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎)) 𝛼𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼𝜅

)
𝑒
− 1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

[
𝜅𝑝

(
1

𝑁 (0)

)𝑚
− (𝜅𝑝) 𝛼

𝜅

]} 1
𝑚

. (105)

Portanto, a solução é dada por

𝑁 (𝑡) = 𝑘{
1 + 𝐸 𝛼

𝜅

(
− 𝛽𝑚(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎)) 𝛼𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼𝜅

)
𝑒
− 1−𝑝

𝜅 𝑝
(𝜓(𝑡)−𝜓(𝑎))

[
𝜅𝑝

(
𝑘

𝑁 (0)

)𝑚
− (𝜅𝑝) 𝛼

𝜅

]} 1
𝑚

. (106)

Em particular, para 𝜓(𝑡) = 𝑡, e 𝑎 = 0, teremos que

𝑁 (𝑡) = 𝑘{
1 + 𝐸 𝛼

𝜅

(
− 𝛽𝑚𝑡

𝛼
𝜅

(𝜅𝑝) 𝛼𝜅

)
𝑒
𝑡

(
− 1−𝑝

𝜅 𝑝

) [
𝜅𝑝

(
𝑘

𝑁 (0)

)𝑚
− (𝜅𝑝) 𝛼

𝜅

]} 1
𝑚

. (107)

5.2 Solução Numérica
5.2.1 Equações integrais e integro-diferenciais

Outra maneira de se obter soluções para uma equação diferencial ordinária, está relacionada com
uso de métodos integrais ou ainda, de equações integrais, que é uma equação na qual temos uma
função desconhecida 𝑢(𝑥) (Diethelm et al., 2004). Desta forma, uma equação integral padrão 𝑢(𝑥)
pode ser observada da seguinte forma:
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𝑢(𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝜆
∫ ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝐾 (𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡, (108)

onde, 𝑔(𝑥) e ℎ(𝑥) são limites da integração, 𝑓 (𝑥) é uma função real, 𝜆 é um parâmetro constante
e 𝐾 (𝑥, 𝑡) é denominado como kernel da integral. Através desta relação, podemos estabelecer a
definição de equações integro-diferenciais. Desta forma, teremos que 𝑢(𝑘) (𝑥) é definida da seguinte
maneira:

𝑢(𝑘) (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝜆
∫ ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝐾 (𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡. (109)

Para os mesmos elementos e parâmetros referidos anteriormente. Também, podemos estabelecer
relações de problemas de valores iniciais (Diethelm et al., 2004).

Definição 33 (Equação integro-diferencial de Volterra)

𝑢(𝑘) (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝜆
∫ 𝑡

0
𝐾 (𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 𝑒 𝑢(𝑘) (0) = 𝑢0

(𝑘) , (110)

onde, para 𝑚 ∈ Z+, temos que 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑚 − 1. Logo, podemos enunciar uma definição
que contempla a derivada de Caputo (Li; Zeng, 2015). Considerando o seguinte problema de valor
inicial para equações de ordem fracionária, teremos que:

Definição 34 (Problema de Cauchy para ordem fracionária){
𝐶
∗ 𝐷

𝛼
𝑡 𝑦(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))

𝑦 (𝑘) (0) = 𝑦 (𝑘)0
, 𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚 ∈ Z+ 𝑒 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑚 − 1. (111)

Convertendo o problema de valor inicial (111) para a equação integro-diferencial de Volterra
(110), podemos observar uma importante relação para a resolução numérica de equações de ordem
fracionária (Li; Zeng, 2015). Desta forma, podemos escrever:

𝑦(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝑦𝑘0 + 1

Γ(𝛼)

∫ 𝑡

0
𝑓 (𝜏, 𝑦(𝜏)) (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑑𝜏 =

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝑦𝑘0 + 𝑅𝐿

0 𝐼𝛼𝑡 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡)). (112)

5.2.2 Método de Euler

Em continuidade, observa-se a obtenção de métodos numéricos baseados em fórmulas trapezoi-
dais para a resolução de equações diferenciais de ordem fracionária. Dessa forma, podemos enunciar
a definição relacionada ao método de Euler (Li; Zeng, 2015).

Definição 35 (Método de Euler fracionário) O método de Euler fracionário pela esquerda de[
𝑅𝐿
0 𝐼𝛼𝑡 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))

]
𝑡=𝑡𝑛+1

, é dado como:

𝑦𝑛+1 =

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘
𝑛+1
𝑘!
𝑦𝑘0 + ℎ𝛼

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘,𝑛+1 𝑓 (𝑡𝑘 , 𝑦𝑘 ), (113)

onde,

𝑏𝑘,𝑛+1 =
1

Γ(𝛼 + 1) [(𝑛 − 𝑘 + 1)𝛼 − (𝑛 − 𝑘)𝛼] . (114)
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5.2.3 Método de Adams

Outro método importante para obter soluções de equações diferenciais de ordem fracionária é
conhecido como o método de Adams. Logo, podemos definir:

Definição 36 (Método de Adams fracionário) (Li; Zeng, 2015) Método de Adams fracionário[
𝑅𝐿
0 𝐼𝛼𝑡 𝑓 (𝑡, 𝑓 (𝑡))

]
𝑡=𝑡𝑛+1

, é dado como:

𝑢𝑛+1 =

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑡
𝑗

𝑛+1
𝑗!
𝑢
𝑗

0 +
𝑛+1∑︁
𝑗=0

𝑎 𝑗 ,𝑛+1 𝑓 (𝑡 𝑗 , 𝑢 𝑗 ), (115)

onde,

𝑎 𝑗 ,𝑛+1 =
ℎ𝛼

Γ(𝛼 + 2)


𝑛𝛼+1 − (𝑛 − 𝛼) (𝑛 + 1)𝛼, 𝑗 = 0,
(𝑛 − 𝑗 + 2)𝛼+1 + (𝑛 − 𝑗)𝛼+1 − 2(𝑛 − 𝑗 + 1)𝛼+1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛
1, 𝑗 = 𝑛 + 1,

. (116)

5.2.4 Método de Adams-Bashforth-Moulton

Observadas as definições acerca do método de Adams, foram apresentadas algumas variações
deste processo como, técnicas de Adams-Moulton (corretor) e também de Adams-Bashforth
(preditor). Nesta perspectiva, Diethelm, Ford e Freed (2002) trabalharam o método conhecido como
Adams-Bashforth-Moulton ou método FracPECE (Predict, Evaluate, Correct, Evaluate). Este
algoritmo se apresenta como uma ferramenta de grande utilidade para a resolução de equações
de ordem arbitrária, sua construção pode ser observada em Diethelm, Ford e Freed (2002) e a
estabilidade e análise de erros em Diethelm et al. (2004). Desta forma, o método pode ser definido
como :

Definição 37 (Método de Adams-Bashforth-Moulton fracionário) (Li; Zeng, 2015) O método
de Adams-Bashforth-Moulton fracionário é definido como:

𝑢𝑃
𝑛+1 =

𝑚−1∑
𝑗=0

𝑡
𝑗

𝑛+1
𝑗! 𝑢

𝑗

0 +
𝑛∑
𝑗=0
𝑏 𝑗 ,𝑛+1 𝑓 (𝑡 𝑗 , 𝑢 𝑗 ),

𝑢𝑛+1 =
𝑚−1∑
𝑗=0

𝑡
𝑗

𝑛+1
𝑗! 𝑢

𝑗

0 +
𝑛∑
𝑗=0
𝑎 𝑗 ,𝑛+1 𝑓 (𝑡 𝑗 , 𝑢 𝑗 ) + 𝑎𝑛+1,𝑛+1 𝑓 (𝑡𝑛+1, 𝑢

𝑃
𝑛+1),

. (117)

6 Resultados e Discussões
No que segue, analisaremos as soluções analı́ticas dos Modelos de Crescimento, com as

avaliações de parâmetros apresentadas na Tabela 1. Para trabalhar as soluções numéricas, ire-
mos utilizar o método de Adams-Bashforth-Moulton (ABM) (Li; Zeng, 2015).
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Tabela 1: Parâmetros dos Modelos de Ordem Fracionária.

Caracterı́stica Parâmetro Valor Unidade Referência

Capacidade máxima de células tumorais 𝑘 1013 células Weinberg (2008)
População inicial de células tumorais 𝑁 (0) 109 células Rodrigues (2011)

Crescimento células tumorais pulmonares 𝛽 10−2 dia−1 Spratt et al. (1996)
Ordem da derivada de ordem fracionária 𝛼 0 < 𝛼 ≤ 1 − −

Fonte: Elaborada pelos autores.

6.1 Análise das soluções analı́ticas e numéricas
Inicialmente, podemos observar que os modelos de ordem inteira, de fato, possuem propriedades

e comportamentos semelhantes conforme a equação fundamental de Turner et al. (1976). Também,
esta avaliação, corrobora com o trabalho de Rodrigues (2011), quando se analisa o comportamento
quase indiferenciável no inı́cio da distribuição para os modelos Logı́stico Generalizado, Logı́stico
e também para o modelo Exponencial, a análise pode ser observada na Figura 2.

Figura 2: Comportamento dos Modelos de Crescimento para 0 < 𝑡 < 2000.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Também podemos observar grande divergência entre as soluções analı́ticas e numéricas para os
modelos Logı́stico Generalizado e Logı́stico. Entretanto, quando avaliamos os mesmos modelos,
com o auxı́lio dos operadores fracionários proporcionais, obtemos resultados mais satisfatórios,
quando comparados com as soluções apresentadas por operadores fracionários tradicionais. Tais
análises podem ser examinadas conforme a Figura 3.
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Figura 3: Modelos de Crescimento para 0 < 𝑡 < 2000.
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(a) Operadores fracionários tradicionais com 𝛼 = 0.95.
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(b) Parâmetros 𝛼 = 0.95, 𝑚 = 2, 𝜅 = 5, 3 e 𝑝 = 0, 9.
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(c) Operadores fracionários tradicionais com 𝛼 = 0.95.
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(d) Parâmetros 𝛼 = 0.95, 𝜅 = 5, 15 e 𝑝 = 0, 95.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Nos resultados obtidos, observou-se que a dinâmica do modelo logı́stico fracionário proporcional
é fortemente influenciada pelos parâmetros 𝜅 > 0 e 𝑝 ∈ (0, 1], que desempenham papéis centrais na
estrutura dos operadores fracionários. O parâmetro 𝜅, associado à generalização de funções como a
gama e a de Mittag-Leffler, atua como modulador da profundidade da memória do sistema, alterando
o comportamento do núcleo da integral fracionária. Resultados mostram que valores menores de 𝜅
intensificam efeitos de memória de longa duração na evolução de 𝑁 (𝑡), enquanto valores maiores
suavizam essa contribuição, aproximando a solução da resposta clássica.

Paralelamente, o parâmetro 𝑝 regula a proporcionalidade entre o valor atual da função e sua
derivada, permitindo interpolação entre comportamento puramente integral (𝑝 → 0) e diferencial
clássico (𝑝 → 1). Percebeu-se que quando 𝑝 se aproxima de zero, a dinâmica torna-se mais
acumulativa e dependente do histórico, enquanto para 𝑝 próximo de 1, o comportamento é mais
local e reativo. Atuando conjuntamente, 𝜅 e 𝑝 permitem ajuste fino da memória e localidade da
dinâmica, sendo essenciais para representar padrões de crescimento em fenômenos reais, como
evidenciado em comparações numéricas e análises gráficas dos modelos.
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7 Conclusão
A pesquisa por generalizações associadas à Matemática, se apresentou como um dos aspectos de

grande importância para o progresso da Modelagem Matemática. Desta forma, a equação de Turner
et al. (1976), aborda de maneira interessante as relações dos principais modelos acerca da Teoria de
Crescimento.

Nesta perspectiva, a Modelagem de Ordem Fracionária, tem sido utilizada para generalizar
grandes resultados. Apesar de algumas divergências apresentadas na literatura cientı́fica, entre as
soluções analı́ticas e numéricas para o modelo Logı́stico, com suas respectivas variações, podemos
observar resultados promissores com o uso de operadores fracionários proporcionais.

Diante dos resultados obtidos, constata-se que os parâmetros 𝑝 e 𝜅 são elementos fundamentais
na construção e ajuste do modelo logı́stico por operadores fracionários proporcionais. A interação
entre esses dois parâmetros não apenas amplia a capacidade de representação do modelo, como
também o torna mais sensı́vel às caracterı́sticas reais dos fenômenos estudados. Desta forma, o
uso conjunto de 𝑝 e 𝜅 proporciona uma modelagem mais robusta, generalizada e coerente com
os princı́pios do cálculo fracionário, revelando-se uma alternativa promissora frente aos modelos
tradicionais.

Portanto, observa-se a necessidade da obtenção da solução real para este tipo de modelo, com o
objetivo de analisar as aplicações destes operadores proporcionais fracionários com maior eficiência.
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Logı́stica. 2014. 64 p. Dissertação (Mestrado) — Instituto de Biociências, Universidade Estadual
Paulista, Botucatu, 2014.

[27] DIETHELM, K.; FORD, N. J.; FREED, A. D. Detailed error analysis for a fractional adams
method. Numerical Algorithms, New York, v. 36, n. 1, p. 31–52, 2004. Disponı́vel em:
https://doi.org/10.1023/B:NUMA.0000027736.85078.be. Acesso em: 26 ago. 2025.

[28] LI, C.; ZENG, F. Numerical Methods for Fractional Calculus. New York: Chapman and
Hall/CRC, 2015. Disponı́vel em: https://doi.org/10.1201/b18503. Acesso em: 26 ago. 2025.

[29] DIETHELM, K.; FORD, N. J.; FREED, A. D. A predictor-corrector approach for the
numerical solution of fractional differential equations. Nonlinear Dynamics, Dordrecht, v. 29,
p. 3–22, 2002. Disponı́vel em: https://doi.org/10.1023/A:1016592219341. Acesso em: 26 ago.
2025.

[30] WEINBERG, R. A.; NUNES, C. P.; SELBACH, B. A Biologia do Câncer. Tradução Bruna
Selbach et al. Porto Alegre: Artmed, 2008. 864 p.
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