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Operadores fracionarios proporcionais
aplicados ao modelo Logistico

Proportional fractional operators applied to the Logistic model

Resumo

Com o objetivo de tentar descrever um fendmeno mais proximo
da realidade, a Modelagem Matemadtica se apresenta como uma
ferramenta essencial para a compreensao de fendmenos de di-
versas naturezas. Em uma mesma perspectiva, com o avango
do célculo de ordem fraciondria, diversos trabalhos foram pu-
blicados e esta Modelagem Matemaética se mostrou muito pro-
missora. Desta forma, amparados por esta nova 6tica e aliados
a esta teoria generalizada de modelos de crescimento, este tra-
balho tem como objetivo estudar operadores fracionarios pro-
porcionais, para a avaliacao das solucoes analiticas e numéricas
do modelo Logistico.
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cionaria; modelos de crescimento.

Abstract

With the aim of trying to describe a phenomenon closer to rea-
lity, Mathematical Modeling presents itself as an essential tool
for understanding phenomena of various natures. In the same
perspective, with the advancement of fractional order calculus,
several works were published and this Mathematical Modeling
proved to be very promising. Thus, supported by this new
perspective and allied to this generalized theory of growth mo-
dels, this work aims to study proportional fractional operators,
for the evaluation of analytical and numerical solutions of the
Logistic model.
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growth models.
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1 Introducao

O campo de pesquisas cientificas sobre o estudo da Modelagem Matematica apresenta-se eficiente
e, atualmente, dispoe de diversos trabalhos publicados em diversas dreas. Em relacdo aos estudos
aplicados as Ciéncias Bioldgicas, a Modelagem Matematica possibilita a compreensdo, anélise e
possibilidade de intervengdes relacionadas ao crescimento, controle e avangos de populacdes e
também de doengas de diversas naturezas.

Através de um resgate literario cientifico, € possivel perceber que a pesquisa por generalizacoes
associadas a Matematica se apresentou como um dos aspectos de grande importancia para o progresso
da sociedade. Nesta concepcao, o trabalho de Turner et al. (1976), introduziu relacdes sobre a
esséncia apresentada entre os principais modelos acerca da Teoria de Crescimento Populacional. No
mesmo sentido, a Modelagem de Ordem Fraciondria tem sido utilizada para generalizar resultados
destes modelos advindos da Modelagem de Ordem Inteira, e esta perspectiva de conhecimento esta
contribuindo para a formulagdo e avaliacao de novas teorias.

Também, observa-se que o estudo e desenvolvimento do célculo de ordem fraciondria foi pautado
pela busca de generalizagdes para o cdlculo de ordem inteira. Entretanto, este conhecimento
possui grande importancia na comunidade contemporanea, deixando de ser somente uma area da
Matematica Pura, esses estudos possuem resultados relevantes para a Modelagem Matematica.
Para Camargo e Oliveira (2015), a modelagem elaborada com equacdes diferenciais de ordem
fraciondria proporciona em muitas situagcdes, andlises e resultados mais proximos do desejado,
quando comparada com a modelagem de equacdes diferenciais de ordem inteira.

Posto isso, este trabalho tem como objetivo contribuir para a analise das divergéncias apresentadas
pelas solucdes analiticas e numéricas do modelo de crescimento Logistico.

2 Preliminares

2.1 Espacos Funcionais

O desenvolvimento rigoroso do Calculo Fraciondrio exige o dominio de certos conceitos funda-
mentais relacionados aos espacgos funcionais. Esses espacos fornecem a estrutura analitica adequada
para o estudo de operadores integrais e diferenciais fraciondrios, permitindo a defini¢do precisa de
propriedades como integrabilidade, continuidade, diferenciabilidade e comportamento assint6tico
das funcdes envolvidas.

Nesta secao, serdao apresentados os principais espagos funcionais utilizados na formulacao e
andlise de operadores fraciondrios, tais como os espacos de Lebesgue ponderados, espagos de
funcdes absolutamente continuas, continuamente diferencidveis e suas versoes generalizadas com
pesos e reparametrizagdes. A compreensdo desses espacos € essencial para garantir a validade
matematica das defini¢des e resultados que surgirdo nas se¢des posteriores.

Definicao 1 (Espacos de funcoes integraveis) (Oliveira, 2018) Seja Q = [a,b](—0 < a < b <
00) um intervalo finito ou infinito do eixo real. Denotamos por X’ (a,b)(c €R;1 < p <) o
conjunto das fungées de medida de Lebesgue a valores-complexos f em Q para que || f||xr < oo,
onde

b d 1/p
111z = ( / |rCf<r>|"7’) . (zp<w (M
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1fllxe := ess supyeep [X1f (O] 2)

onde ess sup|x€ f(x)| é o maximo essencial da funcdo |x€ f (x)|. Em particular, quando ¢ = 1/p,
o espaco X’ (a, b) coincide com o espaco LP(a, b) tradicional, com

1/p

b
1Al = (/ If(t)l”dt) . (Isp<o) 3)

[ lleo = ess sup,ccp| f ()], “4)

onde ess sup|f(x)| é o maximo essencial da funcao | f(x)]|.

Definicao 2 (Espacos de funcdes absolutamente continuas) (Oliveira, 2018)) Uma funcdo f(x) é
chamada de absolutamente continua em um intervalo Q se, para qualquer € > 0, existe um 6 > 0
tal que, para qualquer conjunto finito de intervalos ndo interseccionantes [ay,br] C Q, com
k=1,2,---,n, tivermos

n n
Db —a) <6 = D If(bi) - flan)] <e. 5)
k=1 k=1
O espaco dessas funcoes é denotado por AC(Q).

Definicao 3 (Espacos de fun¢oes absolutamente continuas) (Oliveira, [2018)) Seja agora [a, b] com
—00 < a < b < oo um intervalo finito e seja AC|a, b] o espaco de fungoes f que sdo absolutamente
continuas em [a,b]. E conhecido que AC|a, b] coincide com o espaco de fungdes primitivas de
séries de Lebesgue:

f(x) € ACla,b] & f(x)=c +/ p(t)dt (¢(t) € L(a,b)), (6)

e, portanto, uma funcao absolutamente continua f(x) tem uma derivada f'(x) = ¢(x) quase em
toda parte de [a, b]. Assim, a definicdo fornece ¢(t) = f'(t) e c = f(a).

Definicao 4 (Espacos de funcoes absolutamente continuas) (Oliveira, 2018) Sejan € N :={1,2,3,---}.

Denotamos por AC"[a,b] o espaco de funcoes de valores complexos f(x) que tém derivadas
continuas até ordem n — 1 em [a, b] tal que "~V (x) € AC|a, b]:

d
ACa bl ={ritasl e e @ pwleacias (=)l @
X
sendo C o conjunto de niimeros complexos. Em particular, AC'[a, b] = AC|a, b].
Definicao 5 (Espacos de funcoes continuamente diferencidaveis) (Oliveira, 2018) Sejam Q = [a, b]

com—co<a<b<oemeNy:={0,1,---}. Denotamos por C"™ (L) o espaco de funcoes f que
sdo m-vezes continuamente diferenciaveis em €, com a norma
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Illen = Y[ @) = X max1F Ol m e ®)
k=0 k=0

Em particular, para m = 0, temos C°(Q) = C(Q), que é o espaco das fungbes continuas em Q.
com a norma

Illc = max|f (o). ©

Definicao 6 (Espacos de funcgoes continuas) (Pulido, 2024) Seja Q = [a, b] um intervalo finito e
y € C, com 0 < Re(y) < 1, é definido o espago Cy|a, b] de fungoes f dadas em (a, b], tal que a
fungdo (x —a)Y f(x) € Cla,b] e

1flley = Ix —a)? f(X)lle,  Cola, b] = Cla, b]. (10)

Definicao 7 (Espacos de func¢oes continuas) (Pulido, 2024) Seja Q = [a, b] um intervalo finito e
y € C, com 0 < Re(y) < 1, é definido o espago ponderado C, y|a, b] de fungoes f dadas em (a, b],
tal que a funcao (Y (x) —y(a))? f(x) € Cla,b] e

1flley.w = 10 (x) =g (a))” fF(¥)llc. (1n

Definicao 8 (Espacos de fun¢oes continuamente diferenciaveis) (Pulido, 2024) Seja n € N, o
espago de Banach Cjla,b] das fungdes f(x), que sdo continuamente diferenciaveis em [a, b]
com ordem até n — 1 e tém derivadas " (x) de ordem n em (a,b), tal que f € Cyla,b], é
definido como:

n—1
cmmm:&wm@:ZwWM+me} Cdla,b] = Cy[a, b]. (12)
k=0

Definicao 9 (Espacos de funcgoes continuamente diferenciaveis) (Pulido,2024) Seja n € N, o
espaco ponderado C;’ w[a, b] das funcoes f(x), que sdo continuamente diferenciaveis em [a,b]

com ordem até n — 1 e tém derivadas " (x) de ordem n em (a,b], tal que f™ € Cyyla,b], é
definido com a norma:

n—1
C@MH:%WWW=ZWWMHWWQ%,C%MH=QWML (13)
k=0

Definicao 10 (Espacos de func¢oes continuamente diferenciaveis) (Pulido, 2024) Sejam 0 < a <
1e0 < B < 1. Oespaco ponderado C;ylf [a, b], é definido como:

CPla,b] = {f € Cpyla,b] : DYV f € Cpyla, b]} . comy=a+B(l-a). (14

Onde " Dgf;‘b f(x) é definido como o operador derivada de Hilfer (Sousa; Oliveira, 2018).
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2.2 Toépicos e Funcoes Especiais

Observando que o avanco do célculo de ordem inteira dependeu de importantes funcdes, propri-
edades e suas caracteristicas, o Célculo de Ordem Fraciondria também possui importantes funcoes
que sao fundamentos da Modelagem de Ordem Fracionadria.

A fungao gama de Euler de segunda espécie, denotada como I'(z), é uma funcao essencial para o
desenvolvimento do célculo de ordem fracionéria (Camargo; Oliveira, [2015). Esta fun¢do também
¢ referida como uma generalizacdo do conceito de fatorial para n ¢ Z e é expressa pela seguinte
integral imprépria:

Definicao 11 (Diaz; Pariguan, 2007) Seja z € C, com Re(z) > 0 e k > 0, a funcdo « - gama é
definida por:
[ee] 1 tk
I'v(2) ::/ ek dt. (15)
0

Algumas relagdes sdo obtidas, em particular, quando tomamos « = 1, observamos que I',(z) =
I'(z) (WANG, 2016):

1. T(z + k) = 2T (2);
2. Te(z) = k<~ 'T (2);
3. Tk(x) = 1;

4. T()(k = 2) = =7

sin(%)'

Defini¢ao 12 (Diaz; Pariguan, 2007) Seja z € C, k € R e n € N*, o simbolo k — Pochhammer é
definido como

(D = {1’ n=0 (16)

2(z+k)---(z+(n=-1)k), neNezeC.

Em particular, quando k — 1, recupera-se o simbolo de Pochhammer classico, obtido como

(Dn1 = (X)n-
Definicao 13 (Diaz; Pariguan, 2007) Sejam x,z € C, com Re(x) > 0, Re(z) > 0 e k > 0 a funcdo
k — beta é definida por
1. 2
Bi(x,z) := —/ e N1 =) ldr. (17)
K Jo

Uma relacdo entre a func¢do k-beta e a fungdo k-gama, semelhante as classicas, pode ser escrita
da seguinte forma:

1. Bu(x,2) = D) (2) |

x(x+z) 2

2. Bi(x,2) = %B ();‘, f)
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Segundo Camargo e Oliveira (2015), assim como a resolu¢ao de equagdes diferenciais de or-
dem inteira possuem como solucdes termos de uma fung¢do exponencial, no estudo de equagdes
diferenciais fraciondrias, em algumas situagdes, a solu¢ao dessas equagdes € dada pela funcdo de
Mittag-Leftler. Desta forma, temos as seguintes defini¢oes:

Definicao 14 (Oliveira,2018) Sejam x € R*, a, B,y € C, com Re(a) > 0 e Re(B) > 0. A fungdo
- Mittag - Leffler Ez,aﬁ(z), ¢ definida como

i 2"
’”’ﬂ( 2) = ZF (a/n+,8)n' (18)

onde, (Y)n.k € 0 simbolo k — Pochhammer e I'y(z) é a fungdo k-gama.
Observa-se que, ao tomar y — 1 e k — 1, recupera-se a funcao de Mittag - Leffler de dois
parametros

a n

_ Z
Eqp(2) = ZO Fansd)" (19)

Um resultado importante para o trabalho, pode ser observado em Grigoletto (2014)). Desta forma,
podemos escrever a fungdo de Mittag - Lefller de dois parametros como:
1 -E, (-t%)
Eaau (1) = ———. (20)
A transformada y-Laplace representa uma generalizacao da cléssica transformada de Laplace,
introduzindo uma fung¢do de reparametrizacao  (¢), que permite adaptar a transformagao a contextos
mais amplos e nao uniformes (Jarad; Abdeljawad, 2020). Essa abordagem tem se mostrado eficaz
na resolugdo de equagdes diferenciais fracionérias generalizadas e € definida como:

Definicao 15 (Transformada y - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Seja f : [a,c0) — R uma
fungdo de valor real, y(t) € C([a,>),R) comy’(t) > 0. Entdo a transformada - Laplace de f é
dada por

L)) = / " WO (1 (1)dt. @1

Definicao 16 (Ordem y - exponencial) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Uma fungdo f : [0,00) — R é
dita ser de ordem \y - exponencial se existirem niimeros positivos ¢, M e T tais que | f(t)| < Me?®,
paratodot > T.

Teorema 1 (Condicao de existéncia para transformada ¢ - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, 2020)
Se f : [a,0) — R é uma funcdo continua por partes e é de ordem Y (t) - exponencial, entdo sua
transformada de Laplace generalizada existe para s > c.

Demonstragao
Ver Jarad e Abdeljawad (2020).
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Teorema 2 (Transformada generalizada da derivada) (Jarad; Abdeljawad, [2020) Suponha que
f€C,y(la,b],R) de ordem y(t) - exponencial de modo que, f (1) seja continua por partes em
[a, b]. Entdo a transformada ¢ - Laplace de £V (1) existe, onde

J'(1)

Ly {fV0} =sLAfOY-f@, V)= 0" (22)

Demonstragao
Ver Jarad e Abdeljawad (2020).

Corolario 1 (Transformada generalizada da n-ésima derivada) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Sejam
f e C;”wl [a,b],R) de modo que fP, i =0,1,2,---,n-1, sdo de ordem ¢ - exponencial e f"
¢ uma funcdo continua por partes em |a, b] . Entdo, a transformada de Laplace generalizada de
£ (1) existe onde

n—1
L {f" 0} =" L AF ()} = Y 57 D (a). (23)
i=0

Demonstragao
Ver Jarad e Abdeljawad (2020).

Definicao 17 (Convolucao de i - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, [2020) Suponha que f e g sao duas
fungoes continuas por partes em [a, b] e de ordem - exponencial. A ¥ - convolucdo de f e g é
dada por

Urug) 0= [ 0 (6700 + 0@ -u() ¥ (5)ds 24)

Definicao 18 (Transformada da convolucao de ¢ - Laplace) (Jarad; Abdeljawad, 2020) Suponha
que f e g sdo duas funcoes continuas por partes em [a, b e de ordem - exponencial. A transfor-
mada y - convolugdo de f e g é dada por

Ly{f @)+ g(0)} = L{f (D)} Ly{g(1)}. (25)

Proposicao 1 (Jarad; Abdeljawad, 2020) Sejam «, B € C, com Re(a) e |S%| < 1. As seguintes
propriedades sao verdadeiras:

L Ly{1}=15>0;

2. Ly {w () - w(a)f} = BoL s > 0;

3. L, {A0Ov@) = L o5,

4. Ly {AVOVD ()} = L, {f(D} (s - A);

50 L {W(0) =0 (@) Eap (AW () ~ (@)} = 327,
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Demonstragao (5)
Por definicao, segue que

. /1k.£ _ ka+p-1
Ly {0 =9 (@Y Eap QW (0) - w(@))M} = Y ==~ {(wr(gca/ f (/gl))) }

_ i A T(ka+p)
B paer ['ka +pB) sketB

_ 1 i (i)" (26)
5P P

3 Calculo Fracionario: Operadores Generalizados

3.1 («,y¥) - Operadores Fracionarios Proporcionais ((«, ) - OFPs)

A derivada compativel foi introduzida pela primeira vez por Khalil ez al. (2014) e, posteriormente,
explorada por Anderson e Ulness (20135)), os autores modificaram a derivada compativel utilizando
a derivada proporcional. Desta forma, t€ém-se as defini¢des:

Definicao 19 (Derivada compativel) (Khalil ef al.,2014) Seja f : [0,00) — Ret > 0. A derivada
fracionaria compativel de f de ordem «, é definida por:

f(t+e'™) - f(2)
€

£1() = lim @7)

parat > 0, @ € (0,1). Se f é «a - diferencidvel em algum intervalo (0,a), com a > 0, e

lim f (@) (1) existe, entdo defini-se:
t—0*

F190) = lim ). (28)
—0*
Definicao 20 (Derivada compativel modificada) (Anderson; Ulness, 2015) Para p € [0, 1], sejam
as fungdes 0y, o : [0, 1] X R — [0, o0) continuas tais que, para todo ¢t € R, temos
lim o(p,t) =1, lim og(p,t) =0, lim o(p,t) =0, lim op(p,t) =1, (29)
p—0* p—0* p—l- p—1-

e o1(p,t) # Opara p € [0,1) e op(p,t) # 0, para p € (0,1]. Entao, o operador diferencial
compativel modificado de ordem p, € definido por

DPf(1) = o1(p, 1) f(1) + oo(p, 1) f(1). (30)

O operador pode ser referido também como derivada proporcional.
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De especial interesse, restringimos nossa aten¢ao ao casoem que o (p,t) = l—p e op(p,t) = p.
Portanto, a equagdo (30)) define o operador derivada proporcional, como

DPf(t) =(1-p)f()+pf(1). €1Y)
Onde D™? f(t) é derivada compativel por n vezes D™P f(¢t) := (D? --- D? f)(t). E, observando
que n—vezes
lim DPf(t) = f(t) e lim DPf(t) = f'(¢). (32)
p—0* p—1-

Os operadores integrais proporcionais fracionérios associados, sao definidos como em Sudsutad
et al. (2024).

n,p _ 1
1" f(1) = )

Conforme Sudsutad et al. (2024)), para conveniéncia e facilidade de computagao neste trabalho,
definimos o seguinte simbolo:

/ e%(t_s)(t — )" (s)ds, ne€N. (33)

e -1 a
aH Yt,s) = e VOV (g () —y ()57, a<s<t<T. (34)

Para as expressoes enunciadas em e (33), temos as seguintes definicdes generalizadas
(Sudsutad et al., [2024)).

DI () = 01 (p) S0 + n(pun T G9)
Em particular, para o (p,t) = 1 — p e oy(p,t) = p. Portanto, a equacao torna-se
: f'(@)
W — _
DI = (1= p) ) + P s, (36)

Sob todas as consideragdes realizadas, damos as defini¢des de operadores (k,) - derivadas
fraciondrias proporcionais. Ao tomar oo(p,t) = kp e o1(p, 1) = 1 - p em (35), o operador de («, ¢)
- derivada fracionaria proporcional do lado esquerdo ((«, y) - DFP), pode ser definido como

Definicao 21 ((«, ) - Derivadas fracionarias proporcionais) O operador ((k,y) - DFP) pela es-
querda, é definido como

'@

70 KD”’p;‘/’f(t) = (KDP;(// _— Dp;wf)(t) ) (37)

«DPVf() := (1= p)f(1) + kp

n—vezes

Teorema 3 (Transformada de ¢ - Laplace de ((«,y) - DFP)) (Sudsutad er al., 2024) Suponha
quef € Cyy([a,b],R) e éde ordem ¢ - exponencial tal que o operador (k, ¢) - DFP € continuo por
partes em [a, b] . Entdo a transformada (k, ) - DFP é dada por

Ly (D" f(0)} = (1= p+kps) Ly{f (D)} — kp[f(a). (38)

Demonstracao
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Por definicdo, decorre que

£, 400} = £ 0= s + o 20
~ (=P L) + £ {20 39)
= (1= PV LS} +0p (LuAF (O} - F(@)
= (L=p+xps) Ly {f ()} - xpfla).
|

Teorema 4 (Transformada i - Laplace de ordem enésima ((«, /) - DFP)) (Sudsutad ezal.,2024)
Suponha que f € Cz‘l([a, o), R) € tal que f(i),i =1,2,---,n-1, sdo de ordem y - exponencial

em [a,b] e £ é uma funcdo continua por partes no intervalo. Ento a transformada ¢ - Laplace
de D™P¥ f(t) é dada por

n—1

LD F(1)} = (1= p+kps)" Ly A f ()} = xp Y (1= p+xps)"™ 7 (D" (). (40)

i=0

Demonstracao
Ver Sudsutad et al. (2024).

Definicao 22 ((«, ) - Integrais fracionarias proporcionais) Sejam « > 0 e n € N. O operador
((k,¥) - IFP), pela esquerda, é definido como

. 1 !
JaTVf() = / WOy () f(s)ds,  a<t. (41)
p"«kL(nk) Ja
De modo anélogo, podemos definir os operadores pela direita:

Definicao 23 ((«, ) - Derivadas fraciondrias proporcionais) O operador ((«,¥) - DFP) pela di-
reita, é definido como

J'(@
(1)

DIV f(1) = (1= p)f(1) - kp DIV F(6) = (DY - DY ) (1), (42)

n—vezes

Definicao 24 ((«, y) - Integrais fracionarias proporcionais) Sejam « > 0 e n € N. O operador
((k,¥) - IFP), pela direita, é definido como

n,p; 1 b n— ’
Klbpwf(t) ‘= m/l f‘Pw Ys, ' (s) f(s)ds, t <b. (43)

Observando que, para uma fun¢do f integravel no intervalo [a,b], x > 0, p € (0,1] en € N,
conforme em Sudsutad et al., (2024), temos que

DY (KI”’p;wf(l‘)) = £(1) e PV (KDn,p;l/’f(t)) = f(1). (44)
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3.2 Integrais Fracionarias Generalizadas

A defini¢do da integral fraciondria proporcional (k,y) de Riemann - Liouville surge como
uma generalizacao da clédssica integral fraciondria, incorporando parametros que modulam propor-
cionalmente a estrutura da integracdo fracionéria (Sudsutad er al., 2024). Esta formulacao visa
ampliar a aplicabilidade do calculo fracionario, ao introduzir uma fungao de deformagao ¥ (x) e o
parametro proporcional p, mantendo a consisténcia com as propriedades fundamentais das integrais
de Riemann-Liouville.

Definicao 25 (Integral fracionaria proporcional («, ) - Riemann - Liouville ((«, y) - IFPRL))
(Sudsutad et al., 2024) Sejam f € L'[a, b], Re(a) > 0, k > 0, p € (0, 1] e a funcdo ¢ (x), uma
funcdo crescente e mondtona positiva em (a, b], com derivada continua ¢’ (x) em (a, b). As in-
tegrais fraciondrias proporcionais de Riemann - Liouville (a esquerda e a direita) sdo definidas,
respectivamente por

R0 = [ o o f s a< (45)
pr k(@) Ja

. 1 b a_q ,
RLKIZ,p#/’f(t) = 2—/ f‘PJ (s, )Y (s) f(s)ds, t<b. (46)
prkly(a) Ji
De modo imeditato, tomando p = 1, obtemos a definicao conforme (Kwun et al., 2018).

Teorema 5 (Transformada y - Laplace de ((«,y) - IFPRL) ) (Sudsutad et al., 2024) Sejam a €
C, Re(a) > 0,e p € (0,1]. Suponha que f seja uma func¢do continua por partes em [a, ]| e de
ordem ¥ - exponencial. Entao temos

Ly{f ()}
(kps—p+ 1%

Ly {FE e fo) = 7

Demonstragao
Por defini¢do, temos que

1
kp*Ti(@)

Ly, {RLKIZ’p;‘”f(r)} Ly {f * o5 WO (g () _ w(a))%—l}

L ()-y(a)) B .
m-ﬁw{f(l‘)}-&p {e W (1) —y(a)) 1}

1 a_q P — 1
pr e GO (ORI OIE [-2=2)

_ re

: = Lu{f (1)
kpET(a) (s - 55)"

__ Lo
(kps—p+ ¥

(48)
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Definicao 26 (Integral fraciondria («, ) - Riemann - Liouville) (Sudsutad et al.,2024) Seja f €
L'[a, b], k > 0 e afuncdo ¢ (x), uma fungdo crescente e mondtona positiva em (a, b], com derivada
continua ¢’(x) em (a, b). As integrais fracionarias de Riemann-Liouville (a esquerda e a direita) de
ordem @ > 0 de uma funcdo f com respeito a ¢ no intervalo [a, b] sdo definidas, respectivamente
por

AP ARIORS Krl(a) / W s () f(s)ds, a<t, (49)
€
Mt L Pge ,
RL Y f(1) = T [ R Ys. 00 (s)f(s)ds,  t<b. (50)

De maneira imediata, se tomarmos k — 1, obtemos a integral generalizada ¢ - Riemann -
Liouville:

Y'(5)f(s)
W) =g (s)'™

ol ] gl ’ _ 1 t
RL o Wf(t) = m‘/a i‘Pw (t, )Y'(s) f(s)ds = (a) /a ds, (51)

€

v (s)f(s)
W(s)—y()'™

a.l; 1 ’ . / 1 ’
0= s [V oo = o | (52)

3.3 Derivadas Fracionarias Generalizadas

De modo semelhante, a defini¢ao da derivada fraciondria proporcional («, ) de Hilfer (DFPH)
foi concebida como uma extensao das abordagens classicas de derivadas fraciondrias, incorporando
parametros adicionais que permitem maior flexibilidade e generalidade na modelagem de sistemas
complexos (Sudsutad et al., |2024)). Essa formulacao considera a derivada como uma interpolagao
entre as definicoes de Riemann - Liouville e Caputo, adaptada a um novo tipo de proporcionalidade
e regida pelos parametros de p e ¥ (x).

Definicao 27 (Derivada fracionaria proporcional («, ¢ ) - Hilfer ((«,¢) - DFPH)) (Sudsutadetal.,

2024) Sejam a@ € C, Re(a) > 0, « > 0, p € (0,1], B € [0,1]. Para f(tr) € C"[a,b],

Y(t) € C"[a,b], com y'(t) # Oen = [RETW)W + 1, o operador ((x,y) - DFPH) pela esquerda

e direita, sdo definidas respectivamente como

HKDZ’B’p;wf(t) — RLklg(nK—a),p;l// (KDn,p;w (RLKIC(,I_'B)(nK_a)’pr(t))) (53)

HKDZ'ﬁaP;lﬁf(t) = RLKIbﬁ(nK—w)»PQ'J/ (KDgp;ll/ (RLKII()I—B)(nK—a),p;n,[/f(I))) . (54)

De modo imediato, para p — 1, obtem-se a seguinte definicao
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Definicao 28 (Derivada fraciondria («, ¢ ) - Hilfer) Sejam a,x e R, 0 < B <1, n = [Re—m)l

K
U(t) € C"[a,b), comy’(t) # 0 e f(t) € C"[a, b]. A derivada (k,y) - Hilfer de ordem « e tipo 3,
é definida por

H Dg,ﬁ,l;w F(1) == RE, Iaﬁ(nx—a),l;w (K Dl (RLK Iﬂ(}l—ﬁ)(nk—a),l;w f(t))) (55)
e
HKDZ,ﬁ,lin(t) = RLKIbﬁ(”K_a’),l;l// (KDgl;l// (RLKIlgl—,B)(nK—@),lin(t))) , (56)

n Ly _( k_a\" n 1y _(__k_a\" :
para D™V f(t) = o) €«Ps f() = 7@ di) - respectivamente.

Teorema 6 (Transformada ¢ - Laplace de ((«,y) - DFPH)) (Sudsutad ef al., 2024) Sejam a €
C, Re(a) > 0, ReTw) € (n-1,n),k>0,p e (0,1], f € AC", ¥ € ([a,b],R), ¥ € C"([a, b],R) de

modo que ¥’ (¢) > 0, e, RLklél_ﬁ)("K_a)’p;wf(t) é de ordem y - exponencial,i =0, 1,--- ,n—1,n € N.
Entao temos

n—1

L {MDEPY (0 = (1= p +p)F LA F O} = xp Y (1= p +xps) T 010717 .
i=0

% [K DZW (RLK I{gl—ﬂ)(nk—a),p;tﬂ £( a))] .

Demonstragao
Ver Sudsutad et al. (2024).

Com a defini¢do generalizada, podemos obter alguns casos particulares das derivadas de Riemann
- Liouville e Caputo. Desta forma, seguem as seguintes defini¢des:

Definicao 29 (Derivada fracionaria proporcional («, ) - Riemann - Liouville ((«, ) - DFPRL))
(Sudsutad et al., 2024) Sejam @ € C, Re(a) > 0, « > 0, p € (0,1]. Para f(¢t) € Cla,b] e

U(t) € C"[a,b], comy'(t) #0,en = [RET(Q)W + 1, o operador (k,y) - DFPRL pela esquerda e
direita, sao definidos como

RL DY f(1) = (DM (R £ (1)) (58)

RLKDZ,P;l//f(I) = KDgP;ll/ (RLKIZK—Q,P:'#f(Z)) ) (59)

Observa-se que este operador pode ser obtido tomando 8 — 0 em (53).
Teorema 7 (Transformada de ¢ - Laplace de ((«,¢) - DFPRL)) (Sudsutad et al., [2024) Sejam
@ € C, Re(a) >0, %% ¢ (n_1,n),k>0,p e (0,1], f € AC! ([a,b],R), ¢ € C"([a, b].R) de

modo que ¥’(1) > 0, e, RLKIZK_Q_iK’p;wf(t) de ordem y - exponencial, comi =0,1,--- ,n-1,n € N,
Entao
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L REDETY Ff = (1= p + kps) Ly (1))

S 60
—Kp 2(1 -p+ Kps)n—l—i (RLKIZK—a—iK,p;(//f(a)) . (60)

i=0
Demonstracao
Por definicao, teremos que

z {RLKDZ,P;lﬁf(t)} =L, {KDZ,p;w (RLKIZK—Q,P;‘/’f(Z))}

= (1= p+xps)" Ly (REL"Y £ (1))
n—1

—kp Z(l — p+kps)" DY (RLKIZ“_C”’ vy (a))

- K(;S _pp++"f)il L0} (61)
—kp nz_l(l —p +kps)"I (RLKIZ“‘“"'K”’;‘” f (a))
=(1 l—_Op + Kps)%£¢{f(f)}
—Kp nz_i(l -p+ Kps)”_l_i (RLKIZK_a_iK’p;wf(a)) .
=0

Definicao 30 (Derivada fracionaria («, ) - Riemann - Liouville) Sejam @ € C, Re(a) > 0, k >
0, feCla,b], ¥(t) € C"[a,b] comy’'(t) #0,en = |—%1 + 1. Entdo o operador (k,{) - Riemann
- Liouville, pela esquerda e pela direita, sdo definidos por, respectivamente,

asy n; nK—a D P ’
LD () = D (R ) = / T w6 fds (@)

e
RL oy n(// RL gnk—aypy KD Tk
Dy f) 1= D (REA T f (1)) = S0 s, () f()ds. (63)
k[ (nk — @)

Observa-se que este operador pode ser obtido tomando p — 1 em @)
Se considerarmos k = 1, obtemos a derivada fracionéria ¢ - Riemann - Liouville:

D (0 = 0 (R 0) = 2 [ s (6
e

a; n n—a; -1 ’
DG F(0) 1= DB (U 5 0) = s / 1w, 0 () (s, (65)
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Definicao 31 (Derivada fracionaria proporcional («, ) - Caputo ((«, ) - DFPC)) (Sudsutad et
al.,2024) Sejam a € C, Re(a) > 0,« > 0, p € (0, 1]. Para f(t) € C"*[a,b] ey (t) € C"[a, b], com
Y'(t) #0,en= [Re—w‘)l + 1, o operador («, ¢) - DFPC pela esquerda e direita, sdo definidos como

DTV (1) = RE LY (DY (1)) (66)

CKDZ,p;l//f(t) = RLKIZK—Q,[?;W (KDgp;wf(t)) . (67)

Observa-se que este operador pode ser obtido tomando 8 — 1 em (53).
Teorema 8 ( Transformada i - Laplace de («,y) - DFPC) ) (Sudsutad er al., 2024) Sejam « €
C,Re(a) > 0, %D ¢ (n-1,n),k > 0,p € (0,1], f € AC!,([a,b],R),y € C"([a,b],R) de modo
que ¢’ (1) >0, e, KDZP ”[/f(t) de ordem i - exponencial, comi =0,1,--- ,n—1,n € N. Entdo

n-1
LACD (D)} = (1=p+xps)¥ le{f(t)} —xp y (1=p+xps) ™! (Ksz;wﬂa))] - (68)
i=0

Demonstracao
Por definicdo, temos que

£¢,{CKDQ’p;wf(f)} =L, {RLKIZK—a,p;t// (KDZ’wa(t))}

1 D
(Kps—p+ I LD 0)
- U )
(kps—p+1) =«
(69)
(Kps—;+ )% Z(l p+kps)"" 7 (D f(a))

=(1—p+xps)*

n—1
LSO =kp ) (1= p+kps) ™! (KDZP;‘”f(a))] :
i=0

Definicao 32 (Derivada fracionaria («,y) - Caputo) Sejam o € C, Re(a) > 0, k > 0, f €
C"a,b], y(t) € C"[a,b] com y'(t) # 0, e n = [%] + 1. Entdo o operador (k,¥) - Caputo é
definido por,

(D" ¢) (x) 1= (RLJ;”“‘“W( Iy ) (go)) (x). (70)

De modo andlogo, para k = 1, ¢(x) € C"*[a,b] e @ ¢ N, obtemos a derivada fracionaria ¢ -
Caputo:
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(08%¢) 0= (e 2] ) o an
e paran € N.
(CDZ;‘”QD) (x) := (lﬁ’i)c) dix) o(x). (72)

4 Modelos matematicos de crescimento populacional

Em um trabalho publicado por Turner et al. (1976)), intitulado como, A Theory of Growth, foi
apresentada uma teoria generalizada de crescimento baseada em trés postulados. Desta forma, para
a formulagdo da equagdo fundamental, sdo enumeradas as seguintes defini¢oes:

1. N(t) é o tamanho do organismo ou da populac¢do para unidade de tempo ¢;

2. k é a capacidade maxima em relagdo ao tamanho de N(1);

3. dl\é—y) refere-se a taxa de variagdo do tamanho do organismo ou da populagao;

4. 6,(0,N(1)) = (N(1)")+ = N(z), para N(1) > 0;
5. 6,(N(1), k) = (k" = N(t)")n, parak > N(1) > 0en > 0.
Em relacdo aos postulados de crescimento, temos 0s seguintes:

Postulado 1 A mudanga da taxa de variacao é simultaneamente proporcional a uma fungao cres-
cente e monotona ¢, da distancia entre a origem e o tamanho do organismo ou da populagdo
(6,(0, N(t))) e também proporcional a uma funcdo crescente e monotona ¢, da diferenca entre um
dado tamanho ao tamanho limite do organismo ou da populagao (6,(N(t), k));

dN (1)
dt

oc ¢1[6n (0, N(1))]¢2[0a(N(2), k)]. (73)

Postulado 2 As funcoes crescentes e monotonas ¢y e ¢o, sao funcoes poténcias para 61,60, > 0;
6111 =1 e gol.] = [1. (74)

Postulado 3 Os expoentes obedecem as seguintes condicoes:

0 =1—-npeb,=n+np, (75)

0nde,n>0,—1<p<%e€1+02:1+n.
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4.1 Equacao fundamental

Enunciadas as definicoes e também os postulados, a formulacdo da equacdo fundamental por
Turner et al. (1976), pode ser obtida pelo remanejamento dos trés postulados e também pela
utilizacdo de uma constante de proporcionalidade. Desta forma, de acordo com o Postulado 1]
podemos estabelecer a primeira relagao:

dN (1) 1
7 o g1 [N()]p2[ (K" = N(2)")"]. (76)
Desta forma, pelo Postulado [2] relacionando as fungdes ¢; e ¢, temos que:
dN((t (7}
D o W@ - v (7). am
Agora, utilizando as condi¢des do Postulado 3] para os expoentes 6, e 6>, decorre que:
dN (t
dE o N0 (k" = N(@)")'*P. (78)

Tomando como kﬁ,, a constante de proporcionalidade, sendo 8 a constante intrinseca de cresci-

mento, temos a equacao fundamental de crescimento (Turner et al.,|1976):

dN(t) _ B
dr k"
onde a sua solu¢do pode ser obtida utilizando o método de separacdo de varidveis e € expressa

da seguinte maneira:

NP (k" = N(t)") 7, (79)

N(t) = k

(80)

==

{1+[1+ﬁnp(r—T)]%l}

Observando que 7 € a constante de integracao.

4.2 Modelos de Crescimento Populacional de Ordem Inteira

Inicialmente, trabalhando o modelo elaborado por Benjamin Gompertz (1779 - 1865) [13]],
tomando o pardmetro n se aproximando de zero e considerando 3’ uma constante finita, de modo
que BnP*! se aproxime de £, obtemos o modelo conhecido como Ex-Gompertz. Este modelo é
considerado uma extensao do modelo tradicional, que também serd discutido futuramente com a
avaliagcao dos outros parametros da equagao fundamental. Dessa forma, tem-se a representacao do
modelo, bem como sua respectiva solugao, expressas da seguinte maneira:

dn(@) _ ,
dt =BND [IH(N(t)

Seguindo nesta mesma interpretacdo, podemos também estabelecer os parametros para obter
o modelo tradicional de Gompertz. Este importante modelo pode ser obtido ao se considerar os
parimetros 7 e p tendendo a zero, bem como a aproximacdo de Sn”*! por uma constante finita 3.
Esta andlise € vélida para a equacao fundamental, visto que, se tomarmos no modelo Ex-Gompertz
o parametro p proximo de zero, também temos o modelo de maneira imediata, logo segue que:

1+p 1
)] e N(t) = ke Bre=I 7 (81)
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) e N(1)=ke " (82)

dt N(7)

Outro modelo de grande relevancia na comunidade cientifica ¢ o modelo elaborado por Pierre
Frangois Verhulst (1804 - 1849) [[14]. Pela variacao dos parametros podemos observar dois modelos,
o primeiro denominado como Ex-Logistico e o segundo como o modelo Logistico. Em relagdo ao
primeiro modelo, ele ¢ compreendido como uma extensdao do modelo Logistico e foi discutido em
um trabalho realizado por Pruitt, Turner e Boackle (1974)), para o estudo de um modelo cinético
para a andlise quantitativa de células vermelhas. Nesse contexto, o modelo pode ser obtido ao se
atribuir o valor n = 1 ao parametro. Com isso, tanto a forma do modelo quanto sua solu¢ao podem
ser expressas da seguinte maneira:

NG BNy k- N e NG = £ .

at  k L+ [1+Bp(t-1)]7

Como mencionado, podemos obter o modelo Logistico através de sua elaboragdo extendida. O

modelo é observado quando tomamos os parametros n = 1 € p — 0. De maneira anédloga, podemos

tomar somente o parametro p — 0 no modelo Ex-Logistico, para obtermos o modelo Logistico
tradicional. Desta maneira, este modelo assume a seguinte forma:

NG _ ) ln(

(83)

dN(t) P
= = TNOG=-N@) e N

Por fim, temos outra representa¢ao que envolve conhecimentos sobre o modelo Logistico. Dis-
cutido inicialmente por Piitter (1920), Bertalanfty (1957) e também por Richards (1959), o modelo
Logistico Generalizado ou modelo de Bertalanffy-Richards foi trabalhado por Nelder (1961) em
um artigo sobre a construcao de uma generalizacdo da curva Logistica. Desta maneira, o modelo
Logistico Generalizado pode ser obtido tomando o paradmetro p se aproximando de zero na equagao
fundamental. Portanto, o0 modelo € representado da seguinte forma:

S Tqefi (84)

WO _ Lo -Neo) e Np=—
dt kr [1 + e—ﬁn(t—T)] n

(85)

4.2.1 Relacoes importantes entre os modelos matematicos

Quando avaliamos as variacdes dos parametros, podemos observar transicoes entre modelos
de diferentes estruturas. Dito isto, tomando no modelo de Bertalanffy-Richards os parimetros
n se aproximando de zero e Sn aproximando de f’, obtemos o modelo tradicional de Gompertz.
Por outro lado, avaliando no mesmo modelo, o pardmetro n sendo igual a um, podemos obter o
modelo tradicional Logistico. Por fim, também podemos estabelecer a relacio entre os modelos de
Gompertz, Bertalanffy-Richards e Logistico para a obten¢ao do modelo Exponencial.

Este modelo foi elaborado por Thomas Robert Malthus (1766 - 1834) [20], que trabalhou a
relagdo entre o crescimento populacional com a possivel escassez dos recursos naturais para a
manutencao dos seres vivos. Desta forma, ele pode ser observado quando tomamos o paradmetro
k tendendo ao infinito nos modelos de Bertalanffy-Richards ¢ Logistico, e também quando os
parametros S’ log k, se aproximam de 8 no modelo de Gompertz. Portanto, temos que o modelo
Exponencial pode ser representado da seguinte maneira:
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‘”\C’;’) =BN({) e  N(1) =P, (86)

Para auxiliar na organizagdo das ideias, podemos observar de forma mais clara a relacdo entre
os modelos, no esquema apresentado na figura a seguir.

Figura 1: Relagoes entre os modelos matemadticos de crescimento adaptado de Turner ez al. (1976).

Equacdo Fundamental

dN(t) B e n
a - FN(t)l P(k™ = N(OMMP
k
n-0 N(t) = 1 1
-1\n n=
pntt? > g’ {1 +[1+ Bnp(t — T)]7}
Modelo Ex - Gompertz p—0 Modelo Ex - Logistico
1+p dN(t) — E 1-p _ 1+p
AN (D) _ BN (m (L)) o~ ENOTPR-NE)
dt N(t)_l Modelo de Bertalanffy - Richards N(D) = k -
N(t) = ke~ ['p@-0]? d’;gt) - %N(t)(kn — NN 1+ [1+Bp(t -7
k
0 n-0 NO)=— 0
o \ pn— B’ [1+ e-FreD]n P
Modelo de Gompertz Modelo Logistico
an@) B
k
N(E) = ke~e ¢ NO = T epeD
\Modelo Exponencial
k - o
dN(t)
Brlogk_)ﬁ i :ﬁN(t) k - o
N(t) = eBt-1)

Fonte: Adaptacdo elaborada pelos autores.

5 Solucoes para o modelo Logistico

Observamos que os modelos Logistico Generalizado e Logistico de ordem fraciondria, apresen-
tam divergéncias significativas quando comparados aos modelos obtidos pelas solu¢des numéricas.
Desta forma, West (2015)), Area, Losada e Nieto (2016) e Tarasov (2019), realizaram trabalhos que
contemplaram fundamentos acerca das solucdes analiticas. Elagan (2016), também publicou um
artigo intitulado como, On the invalidity of semigroup property for the Mittag—Leffler function with
two parameters, onde foi trabalhada a propriedade de semigrupo da fungao de Mittag-Leftler. Ob-
servamos que a igualdade, Eq g (a(s + 1)*F) = Eq g (as®P) Eq g (at*P), s ,t 20, a €Rea, B > 0,
¢ vélida somente para os parametros = =1,ea=0,8=1o0up = 2.

Em consoante perspectiva, alguns autores apontam que esta condi¢cdo poderia ocasionar algum
erro, sendo assim, estas solucdes analiticas nao corresponderiam como os resultados ideais para
os modelos Logisticos (Soares; Jarosz; Costa, 2022). Desta forma, utilizaremos as defini¢des dos
operadores proporcionais para comparar as solucoes obtidas de forma analitica e numérica.
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5.1 Solucao Analitica

Para o estudo do modelo Logistico Generalizado, podemos tomar sem perda de generalidade
(Varalta, |[2014), o parametro k = 1. Desta forma, podemos reescrever a equacao diferencial da
seguinte maneira:

dN(t) B
dt  km

dN(t)
dr

N(t) (K" = N()™) = BN(t) - B (N ()™

Observando que esta equacao se comporta como uma equaciao de Bernoulli, tomando como
varidgvel S(f) = N(f)~"™, entdo, teremos que S’'(t) = —(m) (N(t))_<’"+1)N’(t). Desta forma,
multiplicando a dltima equagdo por —(m) (N (t))_(mH), segue que:

—(m) (N (1)~ dﬁ—f” = =(m) (N(0)™"*V BN (1) + (m) (N(@) ™"V g (N()™ . (87)

Simplificando e reescrevendo, teremos que:

ds(t) _

ds(t)
— = =—(m)BS() + (m)p & — == pm (1-5(1)). (88)

Tomando os resultados acima e analisando a equacao diferencial, pela defini¢ao da derivada
proporcional de Caputo (66)), com uma condigdo inicial, teremos que:

€D S(1) = pm (1= 5(1)
{1\ (89)
$(0) = ()
Aplicando a transformada ¢ - Laplace em ambos os lados da igualdade, segue que:
£, {CD s} = pmsy (1- 50} (90)

Logo, para n = 1, para o lado esquerdo da igualdade em (90)), segue que

L, (DI S()] = (1= p+kps)* | LASO} = kp(1 = p +xps)™ (DL ()|
=(1=p+xps)« [Ly{S®} —«kp(1 = p +«ps)~'S(0)] oD
= (1= p+kps)s Ly{S(1)} = kp(1 = p + kps) = ' S(0).

Para o lado direito em (90)), decorre que

BmLy {1 =58(1)} = pmLy {1} = pm.Ly, {S(1)}

1 92)
=Pm[s™ ] = BmLy, {S(1)}.
Substituindo ambas as equagdes (91) e (92) em (90), teremos que
(1= p +&ps)¥ LSO} = kp(1 = p +kps)<7'S(0) = Bm[s™'] = mLy S} . (93)

Logo, simplificando
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(1= p+kps)s Ly{S()} + fm Ly {S(1)} = pm[s™ 1+ kp(1 = p + kps) = ~'S(0)
Ly (SO} | (1= p+kps)¥ + pm| = pmls™ 1+ kp(1 = p + kps)¥7'5(0)

94)
-1 1= -1
£ (800} = [ [y (0 | LI
(1 =p+«ps)« + Pm (1 =p+«kps)« +Bm
Tomando a transformada inversa de i - Laplace, segue que
-1 1= -1
S(t) = pm £ {[ S } +S(0)kp Ly {[ (L=p+«ps) } . 95)
(1=p+«kps)« +Bm (1 =p+«kps)x +Bm
0] (I
Para a expressao (I), tomando s’ = 1 — p + «ps, teremos que
-1 5! -1 Kp
L, = =L, - N . (96)
(1—p+«kps)« +pm (8" = (1= p))(s')« + Bmkp

Pelas proposi¢oes @) e (3)), segue que

}_e 5O g (4 (1) (a) F Ea e, ( By (1) — ¢ (a)* )

| frersee
v (l—p+/<ps)%+ﬁm

(kp)*
o7
Para (II), decorre que
| (A =p+xps)c! } | {[ (s)%! }
S(0 ! =5(0 — 1. 8
Oxp Ly {[(1 — p+Kkps)« + Bm (OkpLy (s + Bm %)
Novamente, pelas proposicoes (@) e (5)
_ 1—p+kps)c! =P (4 (1)— Bm(y(t) - !,0(61))_
(0 1{[ (L-p+«ps } S(O)pe—EWOv@ p, (
(O)xp Ly (1-p+«kps)« + Bm (O)kpe: o (kp)*
99)
Logo, podemos escrever
S(1) = e FEOVD gy (1) - g (a)) B o, ( Bm (1) —;/r(a))?)
(kp)~ (100)
+e~ ,(p L W(n- ¢(a))S(O)KpE ( ﬁm(w(t) lﬁ(a)) )
(kp)*
Pela propriedade (20), observamos que
Poo,, [BROO-@)E) ) [1 e ( B (0 -y () )] aon
o (kp)« Bm(y (1) -y (a))« " (kp) ¥
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Desta forma, podemos reescrever a equacao (100) como

S(t)—e - l//(a))(Kp) [ —Ea ( Bm(y(t) - ‘//(a))%)]

1—
b B WOV G0 pE (_ﬂm(@l/(t) i//(a)) )
" (kp)«
Logo,
S(1) = e~ T WOV@) (2 [ _Ea ( Bm(y (1) - (a))?)]
‘ (Kp)_ (103)
1-p t
b WOV SOV E, (_ﬁm(l//( ) — iﬁ(a)) )
* (kp)*
Destarte,
t _= _ a
S()=1+Es (_ﬁ’"(‘” ((K)p) 40N ) B0V eps0) - k)| (104)
Por fim, retomando a varidvel inicial, teremos que
1
N(t) = . (105)
m —y(a 3 -Lp =y (a " al|m
{HE% (_ﬁ (w((;)p)g( ) )e e W ()-y(a) [Kp (ﬁ) _(Kp)K]}
Portanto, a solucao é dada por
k
N(t) = . (106)
_1-p _ m a m
{1 + Ea ( ﬂm(gﬁ((;)p)tiw)) ) o W ()-u(a)) [Kp (%) _ (KP)K]}
Em particular, para y/(¢) = ¢, e a = 0, teremos que
k
N(t) = (107)

3
(4 _I-p m a m
(1o (2) ) o (k)" - ]

5.2 Solucao Numérica
5.2.1 Equacoes integrais e integro-diferenciais

Outra maneira de se obter solu¢des para uma equagao diferencial ordindria, estd relacionada com
uso de métodos integrais ou ainda, de equacgdes integrais, que € uma equagao na qual temos uma
funcdo desconhecida u(x) (Diethelm et al.,[2004). Desta forma, uma equacao integral padrao u(x)
pode ser observada da seguinte forma:
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h(x)

u(x) = f(x) +/l/ K(x,t)u(t)dt, (108)

8(x)
onde, g(x) e h(x) s@o limites da integracdo, f(x) € uma fun¢ao real, 4 € um parametro constante
e K(x,t) é denominado como kernel da integral. Através desta relacdo, podemos estabelecer a
definicdo de equagdes integro-diferenciais. Desta forma, teremos que u*) (x) é definida da seguinte
maneira:

h(x)

u®(x) = f(x) + 2 / K (x,t)u(r)dt. (109)

g(x)
Para os mesmos elementos e parametros referidos anteriormente. Também, podemos estabelecer
relacoes de problemas de valores iniciais (Diethelm et al., 2004).

Definicao 33 (Equacao integro-diferencial de Volterra)
t
u®(x) = F(x) + /l/ K(x,t)u(t)dt e u®(0) = up®, (110)
0

onde, para m € Z*, temos que kK = 0,1,--- ,m — 1. Logo, podemos enunciar uma defini¢ao
que contempla a derivada de Caputo (Li; Zeng,|2015). Considerando o seguinte problema de valor
inicial para equacdes de ordem fraciondria, teremos que:

Definicao 34 (Problema de Cauchy para ordem fracionaria)

{SD;’y(r) = £(1, (1))

-l<a<meZ ek=0,1,--- ,m-1. (111)
(k) _ (k) , M s Lo >
yH(0) =y,

Convertendo o problema de valor inicial (111)) para a equagdo integro-diferencial de Volterra
(110), podemos observar uma importante relacio para a resolu¢do numérica de equacdes de ordem
fracionaria (Li; Zeng, |2015). Desta forma, podemos escrever:

m—=1

1 t m=1 _k
Y0 =3 bt g ) S = S G an)

5.2.2 Método de Euler

Em continuidade, observa-se a obtencdo de métodos numéricos baseados em férmulas trapezoi-
dais para a resolugao de equacoes diferenciais de ordem fraciondria. Dessa forma, podemos enunciar
a defini¢ao relacionada ao método de Euler (Li; Zeng, 2015)).

Definicao 35 (Método de Euler fracionario) O método de Euler fracionario pela esquerda de
[ORLItaf(t, y(t))]l:t o ¢ dado como:

m—-1 .k n
t
Yt = ) G+ KT Y b f (1), (113)
k=0 k=0
onde,
bins1 = ———— [(n—k +1)* = (n—k)?]. 114
st = Fra gy L=k D7 = (=07 (114)
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5.2.3 Método de Adams

Outro método importante para obter solugdes de equacgdes diferenciais de ordem fraciondria é
conhecido como o método de Adams. Logo, podemos definir:

Definicao 36 (Método de Adams fracionario) (Li; Zeng, 2015) Método de Adams fracionario
[oRthaf(l, f(t))]t:t > é dado como:

m—1 tj o on+l
st = Y 2l 43 a1, u;), (115)

=0 J- J=0

onde,
B n®*!' —(n—a)(n+ 1), Jj =0,
] = ———— _ a+l — e+l _ -7 a+l <j<n. 116
ajnp+l Mat2) (n—j+2) +(n-j) 2n—j+ D), 1<j<n (116)
1, j=n+1,

5.2.4 Método de Adams-Bashforth-Moulton

Observadas as defini¢des acerca do método de Adams, foram apresentadas algumas variagoes
deste processo como, técnicas de Adams-Moulton (corretor) e também de Adams-Bashforth
(preditor). Nesta perspectiva, Diethelm, Ford e Freed (2002) trabalharam o método conhecido como
Adams-Bashforth-Moulton ou método FracPECE (Predict, Evaluate, Correct, Evaluate). Este
algoritmo se apresenta como uma ferramenta de grande utilidade para a resolu¢do de equagdes
de ordem arbitrdria, sua constru¢ao pode ser observada em Diethelm, Ford e Freed (2002) e a
estabilidade e analise de erros em Diethelm ez al. (2004). Desta forma, o método pode ser definido
como :

Definicao 37 (Método de Adams-Bashforth-Moulton fracionario) (Li; Zeng, 2015) O método
de Adams-Bashforth-Moulton fracionario € definido como:

P m—1 Y j n
u, = ZO "J’;l uy + 'Zo bj,n+1f(tj,uj),
J= J=
m=1 i ; i ) . (117)
Upn+l = f}+!1u0 + aj,n+1f(tj, uj) + an+l,n+1f(tn+1’ ”n+1)’
j:() j:0

6 Resultados e Discussoes

No que segue, analisaremos as solucdes analiticas dos Modelos de Crescimento, com as
avaliagOes de parametros apresentadas na Tabela 1. Para trabalhar as solu¢des numéricas, ire-
mos utilizar o método de Adams-Bashforth-Moulton (ABM) (Li; Zeng, [2015).
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Tabela 1: Parametros dos Modelos de Ordem Fracionaria.

Caracteristica Parametro Valor Unidade Referéncia
Capacidade maxima de células tumorais k 1013 células Weinberg (2008)
Populagao inicial de células tumorais N(0) 10° células  Rodrigues (2011)
Crescimento células tumorais pulmonares B 102 dia™! Spratt et al. (1996)
Ordem da derivada de ordem fracionaria a O<axl - -

Fonte: Elaborada pelos autores.

6.1 Analise das solucoes analiticas e numéricas

Inicialmente, podemos observar que os modelos de ordem inteira, de fato, possuem propriedades
e comportamentos semelhantes conforme a equa¢ao fundamental de Turner et al. (1976)). Também,
esta avaliacdo, corrobora com o trabalho de Rodrigues (2011), quando se analisa 0 comportamento
quase indiferencidvel no inicio da distribuicdo para os modelos Logistico Generalizado, Logistico
e também para o modelo Exponencial, a andlise pode ser observada na Figura 2.

Figura 2: Comportamento dos Modelos de Crescimento para 0 < ¢ < 2000.

«1012 Comportamento do Modelos de Crescimento

10 T T
Exponencial
9r Logisitico
Logistico G.
8r Gompertz T
7 - -
6 |- -
s s5¢ 1
ar 12Modelos }
10 x 10
3 |- -
2r z° .
1+ 0 i
0 200 400 600
t
O 1 1 1 1 1 1 1 1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

Fonte: Elaborada pelos autores.

Também podemos observar grande divergéncia entre as solucdes analiticas e numéricas para os
modelos Logistico Generalizado e Logistico. Entretanto, quando avaliamos os mesmos modelos,
com o auxilio dos operadores fraciondrios proporcionais, obtemos resultados mais satisfatorios,
quando comparados com as solugdes apresentadas por operadores fraciondrios tradicionais. Tais
andlises podem ser examinadas conforme a Figura 3.
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Figura 3: Modelos de Crescimento para 0 < ¢ < 2000.

«1012 Modelo Logistico Generalizado <1012 Modelo Logistico Generalizado
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(a) Operadores fraciondrios tradicionais com o = 0.95. (b) Parametros @ = 0.95,m =2,k =5,3e p =0,9.
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(c) Operadores fraciondrios tradicionais com o = 0.95. (d) Parametros @ = 0.95, xk = 5,15e p =0, 95.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Nos resultados obtidos, observou-se que a dinamica do modelo logistico fracionario proporcional
¢ fortemente influenciada pelos parametros k > O e p € (0, 1], que desempenham papéis centrais na
estrutura dos operadores fraciondrios. O parametro k, associado a generalizacdao de fun¢des como a
gama e a de Mittag-Lefller, atua como modulador da profundidade da memoria do sistema, alterando
o comportamento do nuicleo da integral fraciondria. Resultados mostram que valores menores de «
intensificam efeitos de meméria de longa duracio na evolugdo de N(¢), enquanto valores maiores
suavizam essa contribui¢do, aproximando a solugao da resposta classica.

Paralelamente, o parametro p regula a proporcionalidade entre o valor atual da fun¢do e sua
derivada, permitindo interpolacao entre comportamento puramente integral (p — 0) e diferencial
classico (p — 1). Percebeu-se que quando p se aproxima de zero, a dindmica torna-se mais
acumulativa e dependente do histérico, enquanto para p préximo de 1, o comportamento é mais
local e reativo. Atuando conjuntamente, ¥ € p permitem ajuste fino da memdria e localidade da
dinamica, sendo essenciais para representar padroes de crescimento em fendomenos reais, como
evidenciado em comparagdes numéricas e andlises graficas dos modelos.
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7 Conclusao

A pesquisa por generalizagdes associadas a Matemadtica, se apresentou como um dos aspectos de
grande importancia para o progresso da Modelagem Matemadtica. Desta forma, a equagdo de Turner
et al. (1976)), aborda de maneira interessante as relacdes dos principais modelos acerca da Teoria de
Crescimento.

Nesta perspectiva, a Modelagem de Ordem Fraciondria, tem sido utilizada para generalizar
grandes resultados. Apesar de algumas divergéncias apresentadas na literatura cientifica, entre as
solucdes analiticas e numéricas para o modelo Logistico, com suas respectivas variacoes, podemos
observar resultados promissores com o uso de operadores fraciondrios proporcionais.

Diante dos resultados obtidos, constata-se que os parametros p e k sao elementos fundamentais
na constru¢ao e ajuste do modelo logistico por operadores fracionarios proporcionais. A interacao
entre esses dois parametros nao apenas amplia a capacidade de representacdo do modelo, como
também o torna mais sensivel as caracteristicas reais dos fendmenos estudados. Desta forma, o
uso conjunto de p e k proporciona uma modelagem mais robusta, generalizada e coerente com
os principios do cdlculo fraciondrio, revelando-se uma alternativa promissora frente aos modelos
tradicionais.

Portanto, observa-se a necessidade da obten¢ao da solucao real para este tipo de modelo, com o
objetivo de analisar as aplicacOes destes operadores proporcionais fraciondrios com maior eficiéncia.
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