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Construcao do anel de polinomios em uma
indeterminada utilizando médulos

Construction of the ring of polynomials in one indeterminate
using modules

Resumo

O conceito de mddulos sobre um anel comutativo com unidade
A € uma generalizacdo da nocdo de espacgo vetorial. Como em
algebra linear, é possivel definir conjunto linearmente indepen-
dente, base e dimensdo de maneira bem semelhante. O obje-
tivo deste artigo é construir o anel de polindmios A[X]. Ele serd
gerado como A-modulo pelo conjunto linearmente independente
{1,X,X2,...} de elementos de S(A), conjunto das sequéncias em
A.
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Abstract

The concept of modules over a commutative ring with identity
A is a generalization of the notion of vector space. As in linear
algebra, it is possible to define linearly independent set, base and
dimension in a very similar way. The objective of this article is
construct the ring of polynomials A[X]. It will be generated as A-
module by the linearly independent set {1,X,X?,...} of elements
of S(A), set of the sequences in A.
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1 Introducao

E fato que em toda a histéria da matematica, os primeiros conceitos sobre polindmios, so-
bretudo as equagdes polinomiais se deram antes mesmo do formalismo matematico moderno.
Um polindmio € uma expressdo da forma a,x" + ap_1X" 1+ +a;x+ag, onde os coefici-
entes ay,d,_1,...dg sdo elementos de um anel comutativo com unidade e o x é chamado de
indeterminada. Nosso objetivo serd formalizar este conceito, assim como fez Peano com 0s
nimeros naturais no século XIX, por exemplo.

O estudo de anéis se originou a partir de duas importantes classes, a classe dos anéis de
polindmios em n varidveis sobre o corpo dos nimeros complexos, e a classe dos anéis de inteiros
algébricos de um corpo de nimeros algébricos. Essas duas classes sdo responsdveis por varios
resultados, muito sofisticados e um tanto quanto elegantes.

Neste artigo, precisaremos somente de alguns conceitos basicos de médulos, na qual introdu-
ziremos na primeira se¢dao. Para um estudo mais aprofundado veja [1] ou [2].

Na sec@o seguinte, o conjunto S(A) das sequéncias de elementos em A, serd ainda um anel
comutativo com unidade. O subconjunto XN := {X" € S(A) | n € N} de elementos de S(A)
definido pelas poténcias de X = (x,) tal que x, =0, se n # 1 e x,, = 1, se n = 1, serd um conjunto
linearmente independente, assim, definiremos A[X] como sendo o conjunto gerado por X N, Tal
sequéncia X, é chamada de indeterminada.

E possivel construir o anel de polinémios apenas com o conceito de sequéncias quase nulas
como feito em [2] e [3], ou de modo mais intuitivo, como em [4]. No entanto, a construcdo feita
aqui € mais algébrica do que em termos de sequéncias, um conceito mais analitico.

2 A-modulos

Definicao 1. Seja A = (A, +, ) um anel comutativo com unidade e M = (M ,®) um grupo comu-
tativo. Dizemos que M é um A-modulo se existe uma operagdo adicional, ©® : A XM — M, tal
que dados ay,a> € A e dados mi,my € M vale

o 1oOm =my,
e (a1-a2)Om =a1®(ax©Omy),
o (a1+ay)Omy=aOm day©Omy;

e a1 (m dmy) =a; Om;Da; Hmy.

Para simplificar, daqui em diante escreveremos ay ©my; = aym e my & my = my + my.

Definicao 2. Seja A um anel e M um A-médulo. Um subgrupo N de M é um A-submddulo, se a
multiplicacdo por escalar do médulo M preserva N, isto é, se

aOneN,YaeAeVneN.

Abaixo segue dois exemplos clasicos de A-mddulos. Estes exemplos mostram que A-mdédulos
generalizam a nocdo de espaco vetorial e que nem todos os A-mddulos sdo espacos vetoriais.

Exemplo 3. Seja K um corpo e V um espaco vetorial. Entdo V é um K-modulo, onde ® é o
produto por escalar e V é grupo abeliano com a soma & de vetores.
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Exemplo 4. Todo grupo G = (G, +) comutativo é um Z médulo dotado da operacdo ® : 7 X G —
GcomnoOg=ng=Y" 8

Motivado pelos conceitos em espagos vetoriais, podemos definir um subconjunto gerado por
um subconjunto S, subconjunto linearmente independente e base.

Definicao 5. Seja S C M, M um A-mddulo, entdo o gerado por S é o conjunto (S) tal que

(S)={veM|Hag}lycy CA, v= Z ags’ e S C S é finito}.
s'es’
Quando (A) = M, diremos que M é gerado por S ou que S é um gerador de M e quando S é finito
diremos que M ¢é finitamente gerado, ou quando se quer explicitar S, diremos que M ¢é finitamente
gerado por S. Além disso, se v € S diremos que v é combinagdo linear de elementos de S.

Claramente (S) é um submédulo de M, assim temos a mesma nogao que em espagos vetoriais
onde o gerado por um subconjunto também € subespaco.

Definicao 6. Seja S um subconjunto de M, um A-médulo, dizemos que S é linearmente inde-
pendente se para qualquer familia finita {s}}ic de elementos de S e qualquer familia {a;}icy de
elementos de A vale que

Zais,-:O:>a,-:O, Viel

icl
Exemplo 7. Todo subconjunto S linearmente independente de V, um K espaco vetorial, é linear-
mente independente de vendo V como K-modulo.

Definicao 8. Uma base S de um A-médulo M, é um subconjunto linearmente independente e
gerador de M. Nesse caso, diremos que M é um A-modulo livre. Chamamos a cardinalidade de
S, denotamos por |S| = #S, um posto de M ou uma dimenséo de M.

O Lema abaixo serd essencial para demonstrar que a dimensdo de um A-moddulo estd bem
definido.

Lema9. Seja M um A-médulo e I um ideal de A. Entdo IM ={Y;_,i;m; |i;€lem; €M, V1<
Jj < n} éumA-médulo e M/IM é um A /I-médulo segundo a operagdo:

©: A/IXM/IM — MJIM
A+I,m+IM) — Am+IM.

Demonstragcdo. Temos inicialmente que
n
IM={) ijmjlijelem;cM,N1<j<n}.
j=1

Temos que IM é fechado para soma por um oposto, pois dados dois elementos x,y € IM te-

N o/ Yy — _N\ntm - Nntm s . : oy — N
mos que x = };'ijmje —y = —Y}." " imj _Zi:n—H( ij)mj e assim x —y =Y/ ijmj+
e (—ij)ymj = Y0 " sign(n— j)ijm;. Portanto IM é também grupo abeliano. Além disso,

dado a € A, vale que ax = a(Y} ijm;) =Y} ja(ijmj) =Y (aij)m;, mas para cada j, com
1 < j<n,temos ai; € I, pois I ¢ um ideal de A. Logo vale que a operacdo ©|,,,, tem imagem
contida em IM, logo IM é, também, um A-mddulo.
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Temos que se (A +1,m; +IM) = (Ay+I,mp +IM), entdo Ay — A, € [ e m; —my € IM.
Assim, como Aymy — Apmy = Aymy — Aymy + Aymy — Aaymy = A (my —my) + (A} — Ap)my, entdo
como cada parcela estd em /M, temos que a soma também estd. Assim, M /IM é um A /I-médulo.

[

Proposi¢io 10. Sejam S e S’ duas bases de M, um A-mddulo, entéo |S| = |S'
tinico e estd bem definido.

, Isto é, o posto é

Demonstragdo. Seja I um ideal maximal de A, que existe pelo lema de Zorn, e seja Z qualquer
base de M, um A-moédulo.

Considere {z+IM},cz. Temos que é base de M /IM, um A/I-médulo, e |Z| = [{z+IM},cz|.
De fato, dada {z+IM },cz, uma familia finita de elementos de {z+IM}.cz e {a, +1},cz também
uma familia finita de elementos de A/I, se

Y (o +D)(z+IM)=0+1IM,
7€7Z;

entao Y. ¢z oz € IM. Logo, como Z € base de M e reagrupando, caso necessario, existe um
segundo subconjunto finito Z; de Z e existem i, € I Vz € Z; tal que ainda vale

Z o,z = Z iz
Z€Z; Z€Z;
Assim, cada o, € I, com z € Z;. Temos portanto, o, +1 = 0+ 1 para todo z € Z;.
Mostraremos que {z+IM},cz gera M /IM. De fato, sejam € M, temos que existe subconjunto
finito Z; de Z, por Z ser base de M, e elementos a, € A para todo z € Z, tal que

m=Y az

ZEZk

Assim, m+IM = (ZzeZk azz> +IM = ZzeZk (aZZ+IM) = ZzeZk (az +I) (Z+[M>-

Falta mostrar que |Z| = {z+IM},cz, mas isso é claro, pois, como {z+IM}.cz é base de
M/IM, se z # 7, entdo z+IM # 7/ +IM. Logo |Z| = |[{z+IM},cz|.

Como [ ¢ ideal maximal, temos que A/I é corpo, assim M /IM é corpo sobre A/I, segue,
portanto, que toda base de M/IM tem a mesma cardinalidade. Assim, finalmente, dadas duas
bases S e S’ de um A-mé6dulo M, segue que, pelos comentdrios anteriores, |S'| = |{s' +IM }ycg| =
|{s +IM}scs| = |S|, como queriamos demonstrar. O

Abaixo daremos um exemplo de um médulo M que ndo € livre, isto €, um médulo que nao
possui base.

Exemplo 11. Seja n > 1 um niimero inteiro, o grupo abeliano Z, ndao é um Z-mddulo livre.
Apesar de ser, claramente, um Z-modulo, Z,, n > 1, ndo é livre. De fato, dado 7 € Z,, n-7 = 0.
Logo nenhum subconjunto S de 7, pode ser linearmente independente sobre 7.

A proposicao seguinte diz que, como em espacos vetoriais, que todo elemento € escrito de
modo tnico como combinacdo linear de vetores da base.

Proposicao 12. Seja S C M uma base para M. Todo elemento de M se escreve, de modo tinico,
como combinagdo linear ndo nula de elementos de S, i.e., dados X e Y, dois pares de subconjun-
tos finitos de S, {ay}xex e {by}yey, dois subconjuntos finitos de elementos ndo nulos de A, tais
que Yyex axxX = Yycy byy, entdo X =Y e {ax}rex = {by}yey.
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Demonstragdo. Dados X e Y, {ac}rex € {by}yey tais como o enunciado, entdo Y .y ax =
Lyey byy. Logo,

Zaxx— Zbyy:O.

xeX yey

Dado x* € X, suponha, por absurdo, que x* ndo estd em Y, entdo, (¥ cx_ (v} GxX — Lyey byy) +
apx* = 0. Como Y ex_ (1 axX — Yyey byy € (X —{x"})UY), i.e., estd no espago gerado por
(X — {x"})UY, segue que existe uma familia finita {c;}.c(x_{x})uy de elementos de A tal que
YreX— (v} X — Xyey byy = Xoc(x— {x+})uy €22- Logo,

Z c.z+apxx" =0.
ze(X—{x*}uy

Assim, necessariamente a,+ = 0, 0 que é um absurdo. Da mesma forma, se prova que dado y* €Y,
entdo y* € X. Temos, portanto, que X =Y. Agoracomo X =Y,

Zaxx— Zbyy: Z(ax—bx)x:O.

xeX yeyY xeX
Assim, a, = by, Vx € X, donde {a,}xex = {by}yey, como queriamos demonstrar. O

Finalmente temos todas as ferramentas necessdrias para se definir polindmios em uma inde-
terminada.

3 Polinomios em uma indeterminada

Seja um anel A comutativo com unidade e considere o conjunto S(A) das sequéncias com ele-
mentos em A, isto €,
S(A)={sCNxA|séfungio}.

Denotaremos s, um elemento de S(A), por (sy,), para dizer que s(n) = s, para todo n € N.

Definicao 13. Em S(A) consideremos duas operaces & e ©, chamadas de adi¢do e produto por
escalar respectivamente, da seguinte forma: Vf,g € S(A) ea € A,

@ :S(A)xS(A) = S(A) ©:AxSA)—S(A)
(f.8)— fdg (@, f)— a®f
Com (f®&)n= (fu+gn)ne (@® fn=(afy).

Em algumas momentos usaremos as notacdes f + g € af para as operagdes fPgea® f
respectivamente.

Proposicao 14. Com as operacdes © e © definidas acima segue que S(A) é um A-mddulo.

Demonstracdo. De fato, é facil provar que S(A) € grupo comutativo com a operagdo @. Falta
mostrar que Va,b € AeVf,g € S(A), vale as condi¢des da defini¢ao (1):

o 1f= (lfn)n =(fu)n =1
o (Clb)f = ((ab)fn)n = (a(bfn))n = a(bfn)n = a(bf)’
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o (a+b)f=((a+Db)fu)n=(afu+bfu)n= (afu)n+ (bfu)n = a(fu)n+b(fu)n =af +bf,
o a(f+g)=a(fu+gn)n=(a(fu+gn))n=(afn+agn) = (afu)n+(agn)n=a(fn)n+a(gn)n=
af +af.
[l

Nosso préximo passo sera fazer com que S(A) passe a ser um anel comutativo com unidade,
para isso precisaremos definir uma segunda operacdo em S(A):

Definicao 15. Em S(A) definimos o : S(A) x S(A) — S(A) tal que se f e g estdo em S(A), entdo
fog=c, onde

n
Cn = Zﬁgn—i7 \V/n S N
i=0

Denotamos fog por fg, istoé, fog=fg.
Proposicao 16. S(A) = (S(A),®,0) é um anel comutativo com unidade.

Demonstracdo. Ja sabemos que S(A) é grupo comutativo com a operagdo & e portanto falta
mostrar que existe 1 € S(A) tal que para quaisquer f,g,h € S(A) vale

1. lof=f,
2. fog=gof,

3. (fog)oh=fo(goh),
4. fo(g+h)=fog+foh

Tome 1 = (s,)y, sn = 1, se n =0, e s, = 0, caso contrdrio. Temos que para quaisquer f,g,h em
S(A) vale

I. Tof = f. De fato, 1f = (sn)n(fn)n = ( ?zosjfn—j)n = (SOfn>n = (lfn)n = (fn) = f. Da
mesma forma, f1 = (Z?:ijsn—j)n = (fnsn—n) = (fnl)n = (fn)n =/,

2. fog=gof. De fato, temos que fog = (fu)n(gn)n = (L}—ofign—j)n = (Lj—o fn—j8j)n =
(Z;!:Ogjfi’l—j>i’l = (gn)n(fn)n =gof,

3. (fog)oh= fo(goh). Temos que

h= (Zn:,)fign_i)nh = (i)fign—i)n(h Jn =

nj noJj
= (X (X figj-Vhn—j)n = () ) figjiltn—j)n =
j=0 =0 j=0i=0
= (Z Zfigj—ihn—j)n =
i=0j=i
Z()Zflg]l”]"_ Zfl Zg]ln]
=0 j=i —

Zfl nghnlk n=— fn nghnk
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Aqui vale a pena fazer um comentério do que foi feito. Note que {(i,j) € ZxZ |0 < j <

n,0<i<j}=A{(i,j) € ZxZ|0<i<n,i< j<n}, fazendo uma mudanca de coordenadas

tal como feita em Calculo ao trocar a ordem de integragao da integral dupla. Por essa razdo
f_0Yi—odij = Li_oY_;aij, pela comutatividade da operagdo adigdo.

4. fo(g+h)= fog+ foh. De fato,
f(g+h) = (fu)n((8n) + (hn)n) = (fu)n((gn + hn)n) = (gﬁ(gn—i+hn—i)>n =
= (i fignfi+fihnfi))n = (i fignfi‘F iﬁhnﬂ)n =
i=0 i=0 i=0

= (éfign—i)n + (éfihn—i)n =
= (fu)n(gn) + (f)n(hn)n = fg+ fh.

Portanto S(A) é anel com as operagdes dadas, como queriamos demonstrar. ]

Definicao 17. A sequéncia X = (x,) tal que x, =0, se n # 1 e x, =1, se n =1, é chamada
indeterminada.

Definiciio 18. Para manter a uniformidade daqui em diante, defina X° = 1, onde 1 € S(A) é a
unidade deste anel.

Definiciio 19. Defina, indutivamente, para cada n > 1, X"t = XX".

A proposi¢ao seguinte descreve como € a lei da sequéncia X" e serd importante nas proximas
proposicdes e demonstracoes.

Proposi¢iio 20. Dado n > 1, vale X" = (8nn)m, onde Oy € a fungdo delta de Kronecker, definida
por, 6y, =0, se m#ne Opyp =1, se m=n.

Demonstragdo. A lei, por definicdo, vale para n = 1. Assim, suponha por inducdo que a lei valha
para n, qualquer natural dado, temos que X"*! = XX = (Xm)m(Omn)m = (Lo XiOm—in)m =
(x10m—12)m = (10m—1,1)m = (Om—1n)m = (8mn+1)m. como querfamos demonstrar. O

Abaixo vamos provar que vale a regra da soma da poténcia da indeterminada.
Proposicio 21. Dados i, j € N, X'X/ = X'*/,

Demonstragdo. Dados i, j € N, temos que

XX = (83,)n(8nj)n = (Y 8kint j)n = (8iSu—ij)n
k=1

= (5n—i.,j)n = (6n,i+j)n :Xi+ja

como queriamos demonstrar. ]

Proposicao 22. O subconjunto de elementos de S(A) dado por {X" € S(A) | n € N} é um conjunto
linearmente independente de S(A).
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Demonstragdo. Seja {X"},en uma familia finita de elementos de {X" € S(A) | n € N} e seja
{an}nen uma familia finita de elementos de A tal que Y,cp a,X" = 0. Claramente, n C N ¢
finito. Pela Proposi¢do 21, ¥,,cn anX" = ¥ cn @n(Omn)m = Lnen (@nbmn)m = (Lnen @nOmn)m =
0. Logo,

Y annn=0,VvmeN. (1)
nen
Seja n' € m, por 1, Yen @nby , = 0, assim ¥,y anSy = @, 6, v = a, = 0, como querfamos
demonstrar. O

A seguir vem a principal definicdo do presente artigo, onde a definicao vem de modo natural.

Definiciio 23. O conjunto gerado, veja Definicdo 5, por XN = {X" € S(A) | n € N} denotado por
A[X], isto é, A[X] = ({X" € S(A) | n € N}) = {Lrex+ axx | {ax}xex+ CA com X* C XN finito } é 0
conjunto dos polinémios com coeficiente em A. O conjunto A[X| é chamado anel dos polinémios
em uma indeterminada.

Segue que, como o esperado, pela Proposi¢io 22, o conjunto X é base para o anel dos
polindmios. Assim, os polindmios tem dimensdo infinita enumerdvel e, pela Proposi¢do 10,
todas as bases tem dimensao infinita enumerdvel. Além disso, note que dado x € X N existe um
tinico i € N tal que x = X', assim podemos escrever as somas Y, x+ dxX por Yicn a'; X', onde n é
um subconjunto finito dos naturais e a, = a’;, quando x = X*. Além disso, como 7 é finito segue
que N € limitado, digamos por n € N, logo defina b; =0,se i<neigneb;=d;,sei<ne
i € 1. Portanto, ¥ ex+ axx = Yien @jX' = Yo biX'. Assim, os polindmios tem a forma usual de
se escrever. Por essa razdo, em geral, denotamos um polindmio por P(X).

Defini¢ao 24. Seja P(X) = Y" qa;X' € A[X] um polinémio ndo nulo. Dizemos que um niimero
gr(P(X)) € N € o grau do polinémio P(X), se P(X) = Z‘fi(]P(X))aiXi e agr(p(x)) 7 0, isto ¢,
gr(P(X)) é o maior n, tal que a, ndo é nulo.

Definicao 25. Diz-se que uma sequéncia (sp)uen € S(A) € quase nula se existe ng € N tal que

sp =0, ¥ n > ng ou, equivalentemente, o conjunto {n € N | s, # 0} ¢ finito. O conjunto dessas
sequéncias denotaremos por E.

Proposicao 26. O conjunto dos polindmios em uma indeterminada é o conjunto das sequéncias
quase nulas.

Demonstragdo. Seja P(X) =Y ,a;X" € A[X] um polindmio. Pela Proposicdo 20,
n . n n n

PX)=Y aiX'=Y ai(Gni)m =Y (aini)m = () aiOni)m-

i=0 i=0 ' '

i=0 i=0

Tome m > n+ 1, para que 6,,; =0, paratodo 0 <i <n,logo Y ;a;iOn; =Y 7a0=0e assim
P(X) € E. Logo A[X] C E. Seja (s,), € E, temos que existe ng € N tal que s, =0, V n > ny,
mas assim temos que (s,)n = Y7o 8i(8mi)m = Yo siX'. Portanto, (s,), € A[X]. Logo E C A[X].
Donde A[X] =E. O

Abaixo daremos uma aplicag¢do imediata da proposi¢ao acima.

Corolario 27. O conjunto das sequéncias quase nulas nos racionais é enumerdvel.
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Demonstragdo. Pela Proposi¢do 26, temos que as sequéncias quase nulas sdo exatamente os
polindmios com coeficientes racionais. Como Q[X] tem base enumerdvel e os racionais sdo
enumeraveis, segue que o o conjunto das sequéncias ¢ enumerdvel. ]

A defini¢do de polindmios, como gerado por XY, permite provar facilmente que produtos de
polindmios € também um polindmio, como demonstrado na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 28. Dados P(X),Q(X) € A[X], entdo P(X)Q(X) € A[X].

Demonstragdo. Dados P(X),0(X), existe duas familias finitas de elementos de A, digamos,
{ai}ogigm e {bj}ogjgn, tais que P(X) = Z;-”:Oain e Q(X) = ?:0 ijJ, logo

m n m n m n
PX)OX)= (Y ax") (Y. bix)) =Y Y abx'X' =YY aib;X"™/.
i=0 J=0 i=0 j=0 i=0j=0
Assim, P(X)Q(X) estd no gerado por X e portanto estd em A[X]. O

Até agora nio esta claro o motivo de se ter tomado um polindmio como uma sequéncia infinita
e ndo como uma fungéo f: A — A tal que f(X) =Y, a;X'. A importancia de tal construc¢do vai
ser mostrada no exemplo a seguir.

Exemplo 29. Seja n € N e considere Z,, o conjunto dos inteiros médulo n. Seja f : Z,, — Zy, tal
que f(X) =TT (X —i). Temos que f(X) =0 para todo X € Zy,, isto é, a fungdo f é a fungdo
identicamente nula. No entanto, o polinémio [Tt (X — i) € S(A) ndo é, claramente, polinémio
nulo.

O exemplo acima nos motiva a definir o valor de f(X) aplicado num elemento de A.

Defini¢ao 30. Seja f(X) = Y7 a; X' um polinémio em A[X]. Chamamos de valor do polindmio
f(X) emx €A, denotado por f(x), o escalar f(x) € A tal que f(x) =Y ja;x'. Quando f(x) =0,
chamamos x de uma raiz ou um zero do polinomio f.

Note que, como a representacio de um polindmio é tinica, pois X" é base, pela Proposicio
22, e pela unicidade da combinagio linear, vide Proposi¢do 12, dado um polindmio P(X) € Alx]
e x € A, existe um tnico valor P(x) € A. Isso nos permite definir fungdo polinomial:

Definicao 31. Chamamos de func¢do polinomial qualquer funcdo f : A — A com f(a) = P(«)
para todo oo € A com P(X) € A[X]. Quando f(o) =0, chamamos & de uma raiz ou um zero
do polinémio P(X). Dizemos que, nesse caso, [ é uma fungdo polinomial determinada pelo
polinoémio P(X).

4 Conclusao

E possivel construir o anel de polindmios apenas com o conceito de sequéncias quase nulas
como feito em [2] e [3], ou de modo mais intuitivo, como em [4]. No entanto, a construcdo feita
aqui é mais algébrica do que em termos de sequéncias, um conceito mais analitico. Além disso,
nossa construcao € bem mais geral, por exemplo, pode-se definir uma familia finita elementos
de um A-médulo M, digamos {X;}<;<, que comutam no produto de vetores, a fim de definir o
conjunto polindmios de n indeterminadas como sendo o gerado pelo conjunto linearmente inde-
pendente {[T", Xl-ai | o € N, V 1 <i<n}. Temos portanto uma grande liberdade de construcao
de estruturas somente com a teoria bdsica de A-moddulos.
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