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envolvendo algebra ao nivel da Educacéo
Basica
Generalizations of two mathematical tricks involving
algebra at the level of Basic Education

Resumo

Este artigo tem por objetivo mostrar dois truques matematicos e
suas generalizagdes que podem ser utilizados por professores da
Educacdo Baésica para o ensino da algebra bésica. O intuito é
oferecer ao docente de Matematica oportunidades de se usarem
trugues de adivinhacdo como forma ludica de incentivar o
estudo desta ciéncia.
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Abstract

This article aims to show two mathematical tricks and their
generalizations that can be used by Basic Education teachers to
teach basic algebra. The intention is to offer the Mathematics
teacher opportunities to use tricks of divination as a playful way
of encouraging the research of this science.
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1 Introducao

O presente artigo traz duas atividades lidicas através das quais podem-se iniciar ou
solidificar o estudo da algebra basica.

Inicialmente, sugere-se a realizacdo das méagicas em sala de aula a fim de motivar a turma
e prender a atencdo dos estudantes, para em seguida se teorizar a matematica que as explicam
por meio de sistemas lineares e de fungdes invariantes sobre tabelas, conforme mostram os
capitulos 2 e 3, respectivamente.

2 Magica envolvendo sistemas lineares

A mégica envolvendo sistemas lineares pode ser realizada de trés formas diferentes. A
méagica A foi encontrada no trabalho de Chemale (1999). As maégicas B e C séao
generalizacOes desta e parecem ser mais desafiadoras que a A, pelo fato de, aparentemente, o
magico possuir menos dados para a sua adivinhacao.

Magica A (CHEMALE, 1999):

1) Peca para que o voluntério segure 7 bolinhas ou quaisquer objetos pequenos como
tampinhas ou moedas, distribuindo-as secretamente nas mdos (nenhuma mao pode ficar
vazia).

2) Em seguida peca que duplique a quantidade que esta na mao esquerda e triplique a que
estd na direita, mentalmente, e Ihe diga a soma z dos dois resultados. Suponha que a soma z
tenha dado 19.

3) Vocé entdo pode adivinhar quantas bolinhas tem em cada méo: 2 na esquerda e 5 na
direita. Como?

Operacionalizagdo: na méo esquerda sempre terdo 21 — z bolinhas. Em nosso caso, 21 —
19 = 2 bolinhas na méo esquerda. Mas, por qué?

Explicacdo: chamando de x e y as quantidades de bolinhas nas maos esquerda e direita,
respectivamente, e de z a soma do dobro da quantidade na médo esquerda com o triplo da
quantidade na mdo direita, temos o seguinte sistema linear nas incognitas x e y (lembre-se que
z sera informado pelo voluntario):

x+y=7
{Zx +3y =2z

Como o determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero (3 — 2 = 1), a solucéo
é Unica para qualquer z pré-fixado. Resolvendo o sistema para x (confira),

x=21-z

Logo, como z = 19 no nosso exemplo, entdo x = 2 e, portanto, y = 7 — 2 = 5. Conferindo,
2x +3y =4+ 15=19.

Magica B:

1) Peca para que o voluntario escolha secretamente um nimero w entre 3 e 7 e, também
secretamente, distribua esta quantidade de bolinhas nas méos (nenhuma mao pode ficar
vazia). Suponha por exemplo que ele tenha escolhido 4 bolinhas, distribuindo 1 numa méo e 3
na outra. Nenhum destes dados seré informado a vocé.

2) Peca que ele mentalmente dobre a quantidade menor e triplique a maior e te informe a
soma z dos resultados. Se a distribuicdo escolhida das bolinhas foi igual nas duas méos, a
operacdo deverd ser feita dobrando-se uma das quantidades e triplicando a outra. No nosso
exemploasomazsera2-1+3-3=11.
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3) Vocé ja pode adivinhar quantas bolinhas foram escolhidas inicialmente: w = 4, e também
como elas foram distribuidas: 1 e 3. Como?

Operacionalizacdo: basta pegar o primeiro valor positivo de x que torne x + z um multiplo
de 3. No nosso caso, como z = 11, entdo x = 1, pois 12 é mdltiplo de 3. Consequentemente,
isolando y na segunda equacéo do sistema da mégica anterior, temos (faga isso mentalmente):

-2 11-2-1 . ;- .
=z S = S = 3. Assim, o voluntario pegou 4 bolinhas ao todo, colocando 1 delas numa
das méos e 3 na outra.

Explicacdo: Se x representa a menor quantidade de bolinhas na divisdo e y a maior
quantidade, entdo o sistema possui a mesma estrutura da magica A. Assim, temos que

2x + 3y = z.

Somando x nos dois membros,
3x+3y=x+ 2z,
0 que implica que x + z € um multiplo de 3. Mas existem varios valores de x que tornam x + z
um multiplo de 3, entdo porque devemos pegar 0 menor X positivo com esta propriedade?

Ora, observando a tabela 1 mais adiante podemos observar que, se x for o segundo ou
terceiro valor que torne a soma x + z multipla de 3 entdo o valor de y correspondente se torna
menor do que X, 0 que contraria a natureza de X.

O valor de y deve ser calculado mentalmente por meio da segunda equacgdo do sistema
linear.

Porém, ainda falta confirmarmos que ndo ha respostas duplicadas nesta segunda magica.
Examinando todas as possibilidades para w = x + y entre 3 e 7, vemos que ndo é possivel
distribuir as bolinhas de tal forma que a soma z = 2x + 3y se repita em duas situacdes distintas,
como pode ser observado na tabela 1 (lembre-se que x <y):

Tabela 1 — Demonstracdo da viabilidade da magica B).

w=3 w=4 w=23>5 w==6 w=7

x|lyv|lz|x|yv|Zz |x|yv|lZz |x|v|Zz |x|v|Z
112(8 (13|11 |1 |4(14|1|5[17|1|6 |20
2121102 |3(13|2|4|16|2|5]|19
3131153418

Fonte: Elaboracdo do autor.

Se o valor w = 8 fosse incluido, teriamos por exemplo a configuracdo x = 4 e y = 4 na qual
a soma z seria 20, que é a mesma soma do caso em que w =7, x =1 ey =6, 0 que tornaria a
adivinhagdo inviavel.

Magica C:
Semelhante a méagica B, destacando-se as seguintes diferencas: a escolha deve ser dada
entre 3 e 8, e ndo é permitido deixar as maos com a mesma quantidade de bolinhas.
Comparando a tabela 2 adiante com a tabela 1 acima (retirando naturalmente os casos em
que x =y) vemos que a inclusdo de w = 8 neste caso ndo permite a repeticdo de valores de z
para duas situagdes distintas. Mas se incluissemos w = 9 haveria repeticdo nos casos em que w
=8, w=9ez=23, tornando inviavel adivinhar x e y a partir de z:
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Tabela 2 — Prova de que nédo se pode usar mais de 8 bolinhas na méagica C.

w=3 w=9

x|v|iz |x|v]|Z
1723|1826
2161222725
315(21|3(6]|24
41523

Fonte: Elaboracdo do autor.

3 Mégica envolvendo func6es invariantes

O artigo de Skovsmose (2000) traz uma interessante proposta de atividade a respeito de
uma funcdo que é, surpreendentemente, invariante sobre elementos de uma tabela numérica, e
traz a rica experiéncia de se trabalhar tal atividade em sala de aula com vistas a abordar a
capacidade investigatdria dos alunos. Neste capitulo, iremos mostrar uma destas atividades,
bem como demonstrar analiticamente a propriedade invariante da respectiva funcdo nela
definida. Além do mais, apresentaremos generalizacdes da atividade para que o professor de
Matematica da Educacdo Basica possa ampliar o seu leque de préticas ludicas em suas aulas
no ensino da algebra elementar.

Antes de introduzir o truque, € necessario definir a area de uma tabela retangular. Assim,
dada uma tabela retangular de n linhas por m colunas, cujos elementos estdo em progressao
aritmética — PA — de razdo 1, da esquerda para a direita, definimos a sua area como sendo o
produto (n —1)x(m — 1). A tabela pode iniciar por qualquer nimero real.

Por exemplo, na tabela 3, a qual possui 3 linhas e 8 colunas, e a razéo da PA dos valores
de cada célula ¢ igual a 1, tem-se que sua area € 2x7 = 14.

Tabela 3: A area desta tabela é definida como sendo o produto 2x7 = 14.

3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 26

Fonte: Elaboracédo do autor.

Ou seja, estamos considerando que a “base” deste “retangulo” ndo vale a quantidade de
elementos de uma linha, e sim a quantidade de saltos que se devem dar para a direita, para ir
do primeiro elemento de uma linha até o Gltimo elemento desta: Na tabela 3, partindo da
primeira célula (de valor 3), devemos dar sete saltos para a direita, para chegar no valor 10.
Assim, tem-se que a base do retangulo vale 7.

A “altura” do retangulo € obtida pela quantidade de saltos para baixo que devemos dar,
partindo de uma célula da primeira linha da tabela até que se chegue a Gltima linha da mesma.
No exemplo da tabela 3, partindo da célula que abriga o valor 3, devemos dar dois saltos para
baixo para chegar no 19. Desta forma, a altura desse retangulo mede 2.

De posse do conceito de “4rea” nas tabelas, podemos enunciar a magica: peca para um
voluntario escolher quatro nimeros numa tabela como a tabela 4, que sejam vértices de um
retdngulo posicionado paralelamente a tabela dada (isto é, que ndo esteja em diagonal, a
principio). Peca, a seguir, para que ele forme uma matriz de ordem 2 com 0s numeros
escolhidos e Ihe informe a area do retangulo que se formou. Vocé pode calcular o seu
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determinante, que, de fato, dependerd apenas da area do retdngulo. Vejamos os exemplos

ilustrativos:
Tabela 4- Retangulos coloridos que possuem a mesma area, considerando a tabela de 7 colunas.

1 2 3 4 5 6 7

9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49

Fonte: Elaboracéo do autor.

a) O retangulo em amarela é formado por 5 linhas e 2 colunas, de vertices 1, 2, 29 e 30.

Sua érea é 4 X 1 = 4, e a matriz formada esta descrita a seguir:
1 2
[29 30]'

Observe que o determinante, neste caso, sera: 1x30 — 2x29 = 30 — 58 = -28.

b) Considerando agora o retangulo de mesma é&rea, de vértices 18, 19, 46 e 47,
apresentado na Tabela 4 pela cor cinza, tem-se que o determinante sera 0 mesmo: 18x47 —
19x46 = -28.

¢) O mesmo ocorre com o retangulo em verde: 3x14 — 7x10 = -28.

O leitor esta convidado a escolher um retangulo de 3 linhas e 3 colunas nesta tabela 4, o
que consequentemente resulta numa area de valor 4, e entdo calcular o determinante da matriz
formada pelos valores de seus vértices. Este, fatalmente, valera —28.

Observa-se entdo, que a funcdo a - d — b - ¢ € invariante, se forem escolhidos elementos a,
b, ¢ e d de uma tabela pré-determinada (valores dispostos numa PA de razdo 1) que formem
um retangulo com uma certa area fixada:

Tabela 5: Matrizes de mesma &rea possuem 0 mesmo determinante a-d — b - c.

a b

C d

Fonte: Elaboracéo do autor.

Vamos mostrar que, na verdade, o truque consiste em o determinante depender dos
seguintes fatores: a &rea do retdngulo escolhido e o nimero de colunas que a tabela possui.
Nos trés exemplos apresentados, o determinante é o produto da parcela 7, que corresponde a
quantidade de colunas da tabela, com o valor 4, que é a area do retangulo escolhido, 4. (O
leitor ja consegue deduzir qual é o valor do determinante em funcdo da area e do nimero de
colunas da tabela?).

Demonstraremos, a seguir, que o determinante nao depende sequer do nimero inicial da
tabela pré-determinada.

Considerando para isso a Tabela 6, apresentada a seguir, a qual se inicia com um valor
qualquer a + 1, ndo necessariamente 1, como ocorreu nos exemplos acima:

Tabela 6: Tabela genérica de razdo 1, onde r é o nimero de colunas desta tabela.

a+1 a+2 a+3 a+r

a+r+1 a+r+2 a+r+3 a+2r
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a+2r+1 a+2r+2 a+2r+3 a+ 3r

Fonte: Elaboracdo do autor.
Um retangulo tipico desta tabela, formado por x + 1 linhas e y + 1 colunas, seria 0
ilustrado abaixo:

Tabela 7: Retangulo tipico extraido da tabela.
b .. |bt+y
b+ xr b+xr+y

Fonte: Elaboracéo do autor.

Calculando o determinante da matriz formada pelos valores dos vértices do retangulo,
temos:
b(b+xr+y)—(b+y)(b+xr)=
+ IZ.’Q: + Ir;;/ — — Izﬂ” — 537 — xyr = —xyr=— (Area)-r, cqd.
Ou seja, a funcdo determinante s6 depende da quantidade r de colunas e da &rea xy do
retdngulo. Este é o truque. A seguir, veremos generalizacdes do truque. O leitor esta

convidado a ver o que ocorre se a razdo k da PA for diferente de 1. Sera que a funcdo
determinante sofrera também a influéncia dessa razéo?

3.1 Paralelogramos em diagonal
Na diagonal, uma propriedade semelhante é verificada, podendo ser observada em
paralelogramos e em retangulos, inclusive para progressdes aritméticas cujas razes podem

ser qualquer namero real k. Vamos comecar com os paralelogramos. Considere o
paralelogramo da Figura 1 cujos vértices sdo b, e, c e d,

Figura 1: Um paralelogramo genérico.

¥ 7 saltos

fs

Vsaltos

Fonte: Elaboracédo do autor.

onde o valor de b é o vértice superior direito do paralelogramo, z € o nimero de saltos para a
esquerda para sair de b e chegar no vértice superior esquerdo, o valor de y € o nimero de
saltos que se deve dar a direita, desde b até alcancar o vértice superior direito, o valor de x é 0
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namero de saltos que se deve dar para baixo, a partir de b até o vértice inferior direito, et é o
numero de saltos que se deve dar para baixo, de b até o vértice inferior esquerdo.

Desta forma, se esta tabela possui r colunas e a razdo da progressao aritmética vale k, 0s
veértices do paralelogramo séo, de acordo com a tabela 8:
b,e=b+xrk+yk,c=b—-zk +trk; e d = c + xrk + yk = b — zk + trk + xrk + yk (confira):

Tabela 8: Paralelogramo em diagonal.

b-zk
b |. b + yk
b e=Db+
+xrk |.. |xrk+yk
c=Db -2z
+ trk
d=c+xrk +yk =
b — zk + trk + xrk + yk

Fonte: Elaboragéo do autor.

Entdo, a funcdo determinante deste paralelogramo em diagonal sera:
bd — ce =
b(c + xrk + yk) —c(b + xrk + yk) =
bxrk + byk — cxrk —cyk = k(b —c)(xr +y) =
k?(z — tr)(xr + y).

Isto mostra que a funcdo determinante depende apenas dos termos k, z, t, r, X e y, isto é,
ndo depende dos elementos dos vértices em si, apenas dos saltos verticais e horizontais entres
eles, da razdo da PA e do nimero de colunas da tabela.

Confira a propriedade nos paralelogramos de vértices em vermelho e em verde na tabela 9.
Seus determinantes possuem o mesmo valor:

42(1—2(16))(1(16) + 5) = —10.416:

Tabela 9: Retdngulos em diagonal e PA de razdo 4.

31| 35| 39| 43| 47| 51| 55| 59| 63

67| ¥1| 75| 79| 83 95| 99|103|107|111| 115|119 123|127

135|139 143 | 147 155|159 163 | 167|171 | 175| 179 183 | 187] 191

195] 199| 203 | 207 | 211 219 | 223|227 | 231| 235 239 243 | 247| 251 | 255

259|263 | 267 | 271|275 | 279 283 | 287 | 291 | 295| 299| 303 | 307| 311| 315| 319

323| 327|331| 335|339 343 | 347| 351 | 355 | 359| 363 | 367 | 371| 375| 379 | 383

3870391)|395|3599[403|407) 411 | 415|419 4231427431 [435]|439| 443 | 447

Fonte: Elaboracdo do autor.

Contudo, a funcdo determinante do paralelogramo em laranja é
42(5 - 1(16))(2(16) + 1) = —5.808,
embora seja simétrico com relag@o aos outros dois, apenas com orientagdo oposta.
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Existe uma formula mais simples do que bd — ce = k?(z — tr)(xr + y), a qual depende
apenas de b, ¢ e d. Naturalmente, o valor de e fica determinado por estes trés valores. Note
que

e—d=>b+xrk+yk — (c+xrk +yk) = b — c, logo,
e—d=b-c.

Também setemque d —c=c+xrk+yk—c=xrk+yk=b+xrk+yk—b =e —
b, implicandoemd—-c=¢e-b.

Assim, comoc—b=d-e (ouc—-d=Db-e), temos e =d — c + b. Entdo, a funcdo
determinante pode ser dada por:

bd —ce=bd —c(d—c+b) =bd—cd+c?>—bc =
d(b—c)+c(c—b) =
(b—-c)(d-o).

Tabela 10: Paralelogramo diagonal.

b

d

Fonte: Elaboracédo do autor.

Logo, bd—ce= (b —c)(d — ¢) = k*(z — tr)(xr + y).

3.2 Retangulos em diagonal
Agora, se X =y e z = t, o paralelogramo se torna um retangulo, na diagonal. Este é um
caso particular interessante. A funcdo determinante se torna
k?(z—tr)(xr +y) = k?xz(1 —r)(1 + 1),
gue mostra que, nesta situacdo, a funcdo determinante depende unicamente da razdo k da
progressdo aritmética, do total de colunas r e do produto xz.

Por exemplo:
Tabela 11 — Retangulos em diagonal.

3 5] 9 12| 15| 18| 21 45| 48
51| 54| 57| 60| 63| 66| 69 93| 96
99| 102| 105| 108 | 111| 114| 117 141] 144

147|150| 153 | 156 159| 162 | 165 | 168 189| 192
195( 198|201 | 204 | 207 | 210| 213 | 216 | 219

243| 246 | 249 | 252 | 255 | 258 | 261 | 264 | 267 | 270
291|294 297 | 300| 303 | 306| 309| 312 | 315 | 318
339| 342| 345| 348 351 | 354 | 357 | 360| 363 | 366
387(390| 393|396 399 | 402 | 405 | 408 | 411 | 414

Fonte: Elaboracédo do autor.
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No retangulo laranja, x= y=3ez=t=4.Novermelho,x=y=6ez=t=2. Logo, para
ambos, a fungdo determinante se torna k2xz(1 — r)(1 + r), e sua area depende apenas de k, r
e 0 produto xz. Assim, ambos (laranja e vermelho) possuem dimensdes distintas: 5 por 4 e 3
por 7, respectivamente. Porém, tém o mesmo produto xz = 3 x4 =12e 6Xx 2 =12,
respectivamente. Logo, possuem o mesmo valor para a funcdo determinante:

k*xz(1—7)(1+7)=3%12(1 —16)(1 + 16) = —27.540.
O mesmo resultado sera obtido para as outras formulas validas bd — ce e (b — ¢)(d — ¢).

4 Consideracoes finais

Espera-se que estas atividades possam incitar os alunos a buscarem os porqués dos trugues
e curiosidades que a Matematica proporciona, nas aulas onde lhes sejam dadas as
oportunidades necessarias para a pratica da investigacdo e da demonstracdo em Matematica,
no contexto do ensino da &lgebra de nivel basico.

A mégica envolvendo sistemas lineares pode ser feita nos anos finais do Ensino
Fundamental e também no Ensino Médio. A mégica envolvendo funcdes invariantes também
pode ser feita nos dois niveis, porém, no Ensino Fundamental, sem mencionar o termo
determinante, desconhecido até entdo, deste publico.

O presente artigo abre possibilidades para outras pesquisas, como a verificacdo do que
ocorre quando a tabela pré-determinada apresentar valores em progressdo geométrica, ao
invés de aritmética. Certamente essa questdo pode servir de fonte para futuras investigacoes.
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