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Aplicacao da equacao de Fisher-Kolmogorov no
estudo da cicatrizacao de feridas cutaneas

Application of the Fisher-Kolmogorov equation in the study of
skin wound healing

Resumo

No ambito da medicina o estudo de feridas epidérmicas € de ex-
trema importancia, pois a pele desempenha um papel muito im-
portante na hemostasia e prote¢do do corpo contra agentes exter-
nos. A utilizagdo de modelos matematicos permite melhor enten-
dimento do processo de cicatrizacao de feridas na pele e predi¢oes
acerca do mesmo. O objetivo desse trabalho foi aplicar a equacdo
de Fisher-Kolmogorov para modelar a etapa de proliferacdo da
cicatrizacdo de feridas epidérmicas. A solu¢dao do modelo foi ob-
tida pelo método numérico de diferencgas finitas e os resultados
mostram que a equacao linear modela melhor a estagnacao inicial
do fechamento da ferida, enquanto a ndo linear a propagacdo de
frente de onda do fechamento da ferida.

Palavras-chave: Cicatrizacdo de Feridas. Equacdo de Fisher-
Kolmogorov. Modelagem Matematica.

Abstract

In Medicine the understanding of epidermal wound healing is
very important, since the skin acts in the homeostasis process and
protects the body against external agents. In this paper we discuss
and analyze a mathematical model of epidermal wound healing.
The model is based on the Fisher-Kolmogorov equation with is
solved numerically via a second-order finite difference method.
The initial stagnation to the wound healing can be better mode-
led via the linear version of the model, but the nonlinear model
is more appropriated to describe the speed of the front of cells
moving in wound healing.
Keywords: Wound Healing.
Mathematical Modeling.

Fisher-Kolmogorov Equation.
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1 Introducao

O uso de modelos matematicos no estudo de cicatrizagdo de feridas cutaneas tem se mos-
trado relevante para pesquisas no 4mbito médico e biolégico. E importante o melhor entendi-
mento do processo de cicatrizagdo de feridas cutaneas, pois a pele € o maior orgdo do corpo
humano, responsavel pela hemostasia e protecdo do organismo contra patogenos e agentes exter-
nos (GUSHIKEN, 2017). Devido a alta complexidade do processo de fechamento da ferida, ndao
ha modelos matematicos que abordam o fendmeno por completo, apenas modelos que represen-
tam uma ou algumas etapas da cicatrizacdo: hemostasia, inflamacao, proliferacdo e remodelacao.
Num estudo pioneiro, Sherratt ¢ Murray (1990) modelaram a cicatriza¢do de feridas na pele
usando a equacao de Fisher-Kolmogorov. Neste artigo serd apresentado a expansao do trabalho
de Santos, Oliveira e Mancera (2018), no qual foi revisto o modelo de Sherratt e Murray (1990),
detalhando o método numérico utilizado nas simulacdes e a abordagem por ondas viajantes.

2 Modelo matematico para cicatrizacao de feridas epidérmi-
cas

Sherratt e Murray (1990) propuseram um modelo matematico para cicatrizagao de feridas
epidérmicas baseado nos conceitos da equacao de reacdo-difusdo unidimensional. Tal modelo é

dado por:
P
@:Dv.[(i) Vn} —|—sn<1—(£)). (D
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O primeiro termo da equacao, % representa a taxa de variagdo da densidade celular, n, ao

longo do raio da ferida, x, e do tempo, ¢. Os termos a direita na Equagdo (1) sdo, respectivamente,
migragao celular e geragao mitética das células dentro da ferida, sendo que a geracdo mitdtica das
células segue o crescimento logistico assegurando o crescimento celular até o limite de suporte
do tecido epitelial. Foi feito o estudo de duas situagdes: para o caso linear p = 0 e para o caso
nao linear p = 4.

O fechamento da ferida envolve processos mitéticos e ocorre de forma centripeta, ou seja,
emana das células saudaveis na borda e vai em dire¢do ao centro da ferida onde nao ha células
epiteliais. Essa conjuntura determina a condicao inicial e as condi¢des de fronteira do problema
de valor de contorno (PVC). A ferida é considerada cicatrizada quando a densidade celular, no
interior da ferida, atingir 80% da densidade celular normal da pele.

Para obter uma representacdao matematica do processo de cicatrizacdo sem preocupagdes
com as unidades fisicas, utilizou-se a Equacdo (1) adimensionalizada (SHERRATT; MURRAY,
1990). Considerando o raio da ferida L, fazendo as substituicdes de varidveis: n* = ;—0, D* = SL%,
x* =7 et" = kt e reescrevendo o modelo nas varidveis usuais tem-se a forma adimensional da
Equacdo (1):

on 0 on
T p (g2 _
o D&x {(n )ax] +n(1—(n)). (2)
Para p = 0 (caso linear) a Equacgdo (2) tem sua expressdo da forma:
dn 9°n
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Foi utilizado o métodos de Euler avangado para obter a solu¢do numérica do modelo. Seja
Ax = zlv a discretizacdo da varidvel espacial e At a da varidvel temporal no método de diferencas
finitas. Considerou-se diferencas finitas centradas de segunda ordem para discretizar a variavel
espacial x; =iAxcomi=1,2,--- N—1

nl_ —2n] +ni, @)
sz

e diferencas finitas avangadas de primeira ordem para discretizar a varidvel temporal 7; = jAf em
j=0,1,..M—1

o (5)
At
Substituindo as Equacdes (4) e (5) na Equacao (3) € obtido a forma discretizada:
n’!H:F <n{71—2n{+n{+1>—|—n{At <1—n{> + n. (6)

As condigdes de fronteira impostas no problema sdo: dentro do dominio da ferida [0,1) a
condig¢do inicial € n(x,0) = 0, na fronteira da direita a condi¢do de Dirichlet com n(1,7) =1, e
na fronteira esquerda a condi¢éio de Neumann onde n,(0,7) = 0, para todo ¢, pois ndo hé densi-
dade celular no interior da ferida. E preciso que a Equagdo (6) obedeca a condigdo de Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL) que garante a convergéncia e estabilidade do método de diferencas finitas
dada por:

DAr 1
a7 52 ?

A Figura 1 ilustra o resultado do modelo considerando a evolu¢do da densidade celular n, ao
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Figura 1 — Solugio numérica do modelo para o caso linear com D = 1073, Ax = 1072 e At = 0,025.

longo do raio da ferida L = 1, com tempo total + = 100 e frequéncia das curvas tragadas iguais
a um. Utilizou-se o valor D = 1073 para o coeficiente de difusio adimensional, na Equagio (6),
o qual foi apresentado por Sherratt e Murray (1990). Para melhor analisar os dados obtidos na
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Figura 1 foi construido um gréfico que relaciona o raio da ferida com a porcentagem do tempo,
para tal foi utilizado uma média de todos os valores que adentraram a regido acima da linha
horizontal em 0.8, na Figura 1, e dividido pelo nimero total de entradas no vetor, em cada passo
do espaco.
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Figura 2 — Relagfo entre raio da ferida (eixo-x) e porcentagem de tempo (eixo-y) para o caso linear.

Segundo Sherratt e Murray (1990), a estagnacao inicial na Figura 2 € algo esperado no pro-
cesso de cicatrizagdo da ferida, pois a contragdo da les@o sé ocorre quando o local esta totalmente
limpo e estancado, processos que normalmente demoram de 4 a 5 dias em humanos (KAMA-
MOTO, 2007). A parte linear do gréfico, entendida como o dpice da contragdo da ferida, normal-
mente ocorre de 12 a 15 dias apds o inicio da lesdo.

A equacdo de reacao-difusao nao linear foi resolvida de forma anéloga a linear. Conside-
rou-se p = 4 na Equacao (2) e aplicou-se o método de diferencas finitas: avancadas de primeira
ordem no tempo e centradas de primeira ordem, nos pontos médios de cada subintervalo i para
i=1,2,--- ,N—1, na varidvel espacial, ou seja,

J on\1/ 1 onl’ onl’
(g ZE - AN — (w22
e G e (e W e
2 2
Substituindo as respectivas aproximacoes na Equacao (2) obtém-se:

Wt _w D on\’ on\’ ; ;
I R p_" _ p_" J _
At Ax (n 8x> <n ax). R (1 n‘>' ®)

Para o termo ndo linear n” considerou-se, também, a discretiza¢do nos pontos médios de cada
subintervaloi =1,2,--- N —1:
J J J J
i mitnig oo
n, o, =——F—— e n,o,=—7F—": )
l+§ 2 l—j 2
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o b X < .
As aproximagdes dos termos (—g") sdo andlogas as dadas na Equacdo (9). Substituindo a
*¥J i+l

Equacido (9) na Equagdo (8) e fazendo as operacOes necessdrias foi obtido a forma discretizada
da Equacdo (2) dada por:

p p

n{“ — DE ’TIH ("z!+1 _nlj) R . i1 (”z] _”{—1)
+ nlet <l—n{)+nlj (10)

Os valores da condigdo inicial, das de fronteiras e do coeficiente de difusdo sdo os mesmos
utilizados no caso linear. Os resultados numéricos obtidos estdo expostos na Figura 3. Segundo
Sherratt € Murray (1990) o modelo nao linear aproximou melhor a velocidade da onda do pro-
cesso de cicatrizacdo da ferida.
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Figura 3 — Solugio numérica do modelo para o caso nio linear com D = 1073, Ax = 0,0025 e At = 0,0015625.

Analogamente a Figura 1, equacdo de difusdo linear, construiu-se o grafico relacionando o
raio da ferida e o tempo de cicatrizagdo para a equacdo de difusdo nao linear. Foi utilizado a
média dos valores dos raios quando a densidade celular atinge a marca de 0,8 (onde a ferida
¢é considerada cicatrizada), divididos pelo nimero total de entradas do respectivo vetor, a cada
passo de tempo.

Pode-se observar na Figura 2 a representagcdo da “estagnacdo” inicial, como € esperado
para uma ferida cutinea, no entanto essa caracteristica nao foi observada na equacio nao linear,
representada na Figura 4.

2.1 A velocidade das ondas viajantes para o caso linear

O comportamento de ondas viajantes aparece em caracteristicas essenciais dos mais va-
riados fendmenos bioldgicos: concentragdo quimica, deforma¢do mecanica, sinal elétrico, entre
outros. Segundo Murray (2003) uma onda viajante € uma onda na qual nao h4 varia¢do na forma.
Assim, se n(x,) é uma solugdo do tipo onda viajante, sua forma serd a mesma para todo tempo e
a velocidade de propagacdo sera constante, aqui denotada por c.
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Figura 4 — Relagdo entre raio da ferida (eixo-x) e porcentagem de tempo (eixo-y) para o caso ndo linear.

Usando o método das curvas caracteristicas reduz-se a Equacao (3) a um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias (EDO) de primeira ordem. Considere a transformacao z = x — ct de forma
que z € a variavel que representa a caracteristica e ¢ a velocidade da onda. Segundo Murray
(2003), a Equacdo (2) € invariante se x — —x implicando que a velocidade ¢ pode ser positiva ou
negativa.

Considere a mudanca de variavel:

n(x,t) =N(z) = N(x—ct).
Calculando as derivadas necessérias e substituindo na Equacao (3) obtém-se:

N
N' = SN - (1-N).
D" D

Fazendo a mudanga de varidvel M(z) = N'(z) foi obtido o sistema de EDOs:
N =M

(11)
N
M= Su-Za-n
D D
O sistema de EDOs possui dois pontos de equilibrio: (N,M) = (0,0) e (N,M) = (1,0). Para
fazer o estudo da estabilidade desses pontos € necessario o calculo da matriz jacobiana:

J(N,M) = 1 c 1. (12)

O polindémio caracteristico do ponto de equilibio (N,M) = (0,0) é dado por:

DA2+cAh+1=0
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cujos autovalores sao:

1
A= — (—c:l: c2—4D).
2D
e Para ¢ > 0 o ponto de equilibrio (N,M) = (0,0) sera atrator, pois a parte real do autovalor
é negativa. Se ¢ < 2v/D o ponto seré foco atrator e se ¢ > 2+/D serd né atrator, logo em
¢ = 2+/D ocorre uma mudanga no comportamento do ponto de equilibrio.

e Se ¢ < 0 o ponto de equilibrio sera repulsor, pois a parte real dos autovalores € positiva. Se
¢ < 2+/D o ponto serd foco repulsor e se ¢ > 2+/D ser né repulsor, ou seja, em ¢ = 2v/D
ocorre uma mudanga no comportamento do ponto de equilibrio.

Assim se ¢ > ¢pmin =2vD a origem serd um nd, sendo degenerado para ¢ = ¢y = 2v/Do qual
mede a velocidade da onda da solugdo da equagio linear, para D = 1073 temos ¢ = 6,3 x 1072.
De forma andloga verifica-se que o ponto de equilibrio (N,M) = (1,0) é um ponto sela, tanto
para ¢ > 0 quanto para ¢ < 0 . Segundo Sherratt e Murray (1990) a velocidade da onda da
Equacio (2) para p =4 é de ¢ =9 x 1073 ¢ a velocidade obtida nos dados experimentais é
c=8,3x103mmh!.

Observa-se que a velocidade da frente de onda, para o caso nao linear, é mais préxima da ob-
servada em dados experimentais de cicatrizacao de feridas epidérmicas (KREGER, 2015; MUR-
RAY, 2003; SHERRATT; MURRAY, 1990).

3 Conclusao

Com base nos resultados obtidos Sherratt e Murray (1990) afirmam que a equacao linear
modela melhor a estagnag¢do inicial do fechamento da ferida, enquanto a ndo linear a propagagao
de frente de onda do fechamento da ferida, obtendo valores que se aproximam dos dados expe-
rimentais da cicatrizacdo de feridas cutaneas. Isso indica a necessidade de aprimoramento do
modelo matematico utilizado para melhor representacdo das caracteristicas do complexo pro-
cesso de cicatrizacao de feridas epidérmicas.
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