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Simulagdo numérica tridimensional da
ascensdo de uma bolha e da coalescéncia
vertical de duas bolhas em um meio liquido

Three-dimensional numerical simulation of the bubble rise and the
vertical coalescence of two bubbles in a liquid

Resumo

O método de Lattice Boltzmann (LB) tem atraido muita aten¢éo nos
dltimos anos para simulagdo de escoamentos isotérmicos e ndo
isotérmicos. Os problemas envolvendo escoamentos multifasicos tém
sido tratados com 0 método LB usando diferentes metodologias. Neste
artigo, emprega-se 0 método LB dos pseudopotenciais para simulacéo
tridimensional de uma bolha isotérmica ascendente e da coalescéncia
vertical de duas bolhas, ambas em um meio liquido. Inicialmente, o
método numeérico é descrito e explicado. Posteriormente 0 mesmo é
empregado para simular o problema de uma bolha estatica,
evidenciando a presenca de velocidades espurias (ndo nulas) proximas
a interface. Posteriormente, simula-se o problema da bolha ascendente
em um meio liquido por acdo da forca de empuxo. Por fim,
simulacfes da coalescéncia vertical de duas bolhas em um meio
liquido sdo realizadas. Os resultados das simula¢des sdo apresentados
em termos de pardmetros adimensionais associados aos problemas
estudados. Os resultados demonstram a eficiéncia do método em
simular o problema da ascensdo de uma bolha isotérmica em um meio
liquido.

Palavras-chave: Bolhas. Método de Lattice Boltzmann. Métodos
Numéricos e Aplicacoes.

Abstract

The Lattice Boltzmann (LB) method has attracted a great deal of
attention in recent years for the simulation of isothermal and non-
isothermal flows. The problems involving multiphase flows have been
treated with the LB method using different methodologies. In this
article, the LB method of pseudopotentials is used for three-
dimensional simulation of an ascending isothermal bubble and the
vertical coalescence of two bubbles, both in a liquid medium. Initially,
the numerical method is described and explained. Later it is used to
simulate the problem of a static bubble, evidencing the presence of
spurious (non-zero) velocities close to the interface. Subsequently, the
problem of the bubble rise is simulated in a liquid medium by the
action of the buoyancy force. Finally, simulations of the vertical
coalescence of two bubbles in a liquid medium are performed. The
results of the simulations are presented in terms of dimensionless
parameters associated to the problems. The results demonstrate the
efficiency of the method to simulate the problem of ascending an
isothermal bubble in a liquid medium.

Keywords: Bubbles. Lattice Boltzmann Method. Numerical Methods
and Applications.
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1 Introdugéo

Nas Gltimas décadas, o método de Lattice Boltzmann surgiu como uma técnica nova e
efetiva para simulacdes de escoamento de fluidos e transferéncia de calor. Por basear-se em
conceitos da teoria cinética dos gases e por ser composto somente por operagdes algébricas
locais, ele tem atraido grande atencdo na literatura para solucdo dos mais diversos problemas.
De acordo com Wolf-Gladrow (2000), a relacdo entre a equacdo de Boltzmann e as equagoes
de Navier-Stokes tornou-se um tema de pesquisa muito popular na comunidade académica. A
equacdo de Boltzmann relaciona a evolugdo temporal e espacial de um conjunto de particulas
com um determinado operador de colisdo. Dentre as vantagens do método sobre as técnicas
tradicionais de dindmica dos fluidos computacional podem ser citadas a facilidade de
paralelizacdo do algoritmo, a reducdo do custo computacional envolvido na correcdo da
pressdo via equagédo de Laplace e a facilidade de captura de interfaces. Como desvantagens
citam-se a limitagcdo do incremento de tempo (por se tratar de um método explicito no tempo)
e a degradacdo da estabilidade do método para valores baixos ou elevados do pardmetro de
relaxacdo temporal.

O método de Lattice Boltzmann tem sido empregado, com sucesso, para modelagem e
simulacdo de diversos problemas em distintas areas. Por exemplo, este método foi empregado
por Pattison et al (2008) para realizar simulagdes em magnetohidrodinamica, especificamente
para aplicacbes de escoamentos em regime permanente com baixo numero de Prandtl
magnético. Problemas de transferéncia de calor conjugada, ou seja, problemas em que a
conducéo de calor no solido e a conveccdo no fluido sdo estudadas de forma acoplada em um
unico dominio tém sido amplamente estudados utilizando o método de Lattice Boltzmann.
Por exemplo, Tarokh, Mohamad e Jiang (2013) realizaram um estudo da transferéncia de
calor conjugada em um trocador de calor contra-corrente. A contribui¢do desse artigo foi
demonstrar que o problema de transferéncia de calor conjugada pode ser simulado utilizando
somente uma funcdo de distribuicdo para a equacdo da energia para ambos os dominios.
Segundo os autores, dessa forma, a continuidade do fluxo de calor na interface é garantida
automaticamente. Wang, J., Wang, M. e Li (2007) realizaram um estudo semelhante, porém
propuseram uma implementacdo generalizada do termo de geracdo de energia por unidade de
volume no interior do sélido. Os resultados do modelo desenvolvido foram comparados com
resultados de modelos disponiveis na literatura e a acurécia e a eficiéncia do modelo dos
autores foi confirmada.

O modelo dos pseudopotenciais, conhecido como Modelo Shan-Chen (SHAN; CHEN,
1993), baseia-se na incorporacdo de uma forca repulsiva entre particulas, levando a separacédo
das fases. Este método tem sido empregado com muita frequéncia na literatura para simulagéo
de escoamentos multifasicos, principalmente devido a sua simplicidade. De acordo com
Huang, Krafczyk e Lu (2011), o modelo dos pseudopotenciais € um modelo eficiente para
simulacdo de problemas envolvendo escoamentos multifasicos, mas ndo é possivel ajustar a
tensdo superficial, a razdo de densidade e a razdo de viscosidade dos fluidos de forma
independente. Parte dos parametros envolvidos nas simulacbes deve ser obtida por
experimentos numericos.

Diversos trabalhos foram publicados na literatura utilizando o método dos
pseudopotenciais. Por exemplo, Chang, Huang e Lu (2017) realizaram um estudo numérico
tridimensional do crescimento de uma bolha em um meio liquido quiescente. As simulacdes
foram realizadas utilizando o método de Lattice Boltzmann hibrido, no qual a equacdo do
momentum é resolvida pelo método de Lattice Boltzmann e a equacdo da energia é resolvida
pelo método de Runge-Kutta. Dessa forma, de acordo com os autores, € possivel evitar o
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surgimento de correntes espurias tipicas da simulacdo deste tipo de problema. O estudo
realizado compreendeu dois estagios de crescimento de bolhas em um meio liquido
quiescente: crescimento isotérmico e isobarico. O primeiro esti associado a dominancia de
forcas de inércia, uma vez que a pressao no interior da bolha é muito elevada. Neste caso, 0
efeito da transferéncia de calor pode ser desprezado. Para o segundo, ap6s o crescimento da
bolha, a pressdo e temperatura no interior da mesma sao reduzidas. Assim, o efeito de inércia
pode ser desprezado e o crescimento da bolha se d& a pressdo constante, dependendo
principalmente da transferéncia de calor a partir do liquido superaquecido. Os resultados
numericos foram comparados com relagdes analiticas disponiveis na literatura, para cada um
dos casos, Equacio de Rayleigh-Plesset (BRENNEN, 1993) e Lei D? de evaporagio de uma
gota (KUO, 1986). A comparacao dos resultados revelou que o Método de Lattice Boltzmann
forneceu excelentes resultados para a simulacdo das duas fases de crescimento de uma bolha
em um meio liquido quiescente.

O objetivo deste artigo é a aplicacgio do método de Lattice Boltzmann dos
pseudopotenciais para realizar simulagdes da ascensdo de uma bolha isotérmica em um meio
liquido. Inicialmente realizam-se simulacfes de uma bolha de vapor estatica no meio liquido.
Estas simulacGes sdo realizadas para verificar a presenca de velocidades espdrias na interface
liquido-vapor, tipicas do desbalanceamento da tensdo superficial na interface. Esta simulacéo
permite obter a tensdo superficial, por meio da Equacdo de Laplace. Posteriormente, por
efeito da forca de empuxo, simula-se a ascensdo da bolha no meio liquido, obtendo-se os
campos de densidade, velocidade e pressdao ao longo do tempo. Por fim, resultados da
coalescéncia vertical de duas bolhas sdo simuladas utilizando-se 0 método numérico. Esta
simulacéo é importante por estar diretamente associada a fendbmenos que ocorrem durante a
formacéo de bolhas em superficies aquecidas.

O presente artigo é estruturado da seguinte forma: apresenta-se detalhadamente o modelo
matematico e a metodologia numérica empregada, resultados dos problemas mencionados no
paragrafo anterior sdo apresentados e discutidos e, por fim, conclusdes sdo apresentadas com
base nos resultados obtidos. O trabalho foi apresentado parcialmente no Encontro Regional de
Matematica Aplicada e Computacional (ERMAC-2018) (GUZELLA et al, 2018). No presente
artigo foi aumentada a secao que trata sobre a explicacdo da metodologia de solu¢do numérica
(secdo 2); e se apresentam resultados adicionais considerando a distribui¢do de pressao numa
bolha (segéo 3.1) e a coalescéncia vertical de duas bolhas (segdo 3.2).

2 Modelo matematico e método numérico
A equacdo de Boltzmann descreve a evolugdo de um conjunto de particulas modeladas por

meio de uma funcdo de distribuicdo f(v,x,t) que descreve as particulas em um dado tempo t,
na posicao X = [X1; X2; X3] e com velocidade v = [v1; v2; v3]:

af(\(;,tx,t)+vaf(\(;;(x,t)zg(f’feq) (1)

Na Equacdo 1 f*9 é a funcdo distribuicdo de equilibrio, que descreve a condicdo de
equilibrio do conjunto de particulas. O termo (Xf,f*%) representa o operador de colisGes
binarias entre as particulas. A equacdo de Lattice Boltzmann na forma discretizada
corresponde a uma equacdo cinética para a funcdo distribuicdo de particulas, similar a
equacdo cinética utilizada no método de Lattice Gas-Automata. A discretizacdo da Equacéo
de Boltzmann baseia-se na introducédo de velocidades discretas para as particulas simuladas ei,
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resultado em estruturas denominadas Lattice, semelhantes a uma malha computacional.
Posteriormente discretiza-se esta equagdo no espaco e no tempo utilizando-se 0 método das
diferengas finitas. Dessa forma obtém-se uma equacdo da evolucdo da funcao de distribuico
das particulas no método de Lattice Boltzmann emprega, comumente, o operador de colisdes
simplificado de BGK (BHATNAGAR; GROSS; KROOK, 1954). Neste operador as colisdes
ocorrem como um processo simples de relaxagdo com uma constante de tempo t:

f(x+e,5,t+5,)— f(xt)= —%(fi(x,t)— £59(x, 1)) 2

Na Equacao 2 fi(x,t) é a funcdo de distribuicdo de particulas com velocidade e; na posi¢édo
x e no tempo t. O lado direito da Equagdo 2 corresponde a operacdo de colisdo, na qual os
efeitos associados as colisdes das particulas simuladas sdo obtidos. A operacdo associada ao
lado esquerdo da Equacdo 2 corresponde a operacdo de transmissdo, na qual estes efeitos sdo
transmitidos aos lattices localizados no interior do dominio computacional. A funcéo
distribuicdo de equilibrio, fi*®(x,t), na forma discretizada é obtida fazendo-se coincidir sua
forma continua com as quadraturas de Hermite associadas a func@es de ponderacdo wi. Dessa
forma, obtém-se a funcdo de distribuicdo de equilibrio de Maxwell-Boltzman discretizada
(GUO; SHU, 2013):

£ ()= pwi| L+ eeu”), feeuf () 3)

' c? 2c! 2¢?

Na Equacdo 3 u®d é o vetor velocidade de equilibrio do fluido, que leva em consideracao o
efeito de forgas externas, ¢s a velocidade do som associada ao esquema de velocidades
selecionado para discretizacdo. Para simulagdo tridimensional, neste artigo, emprega-se o
esquema D3Q19 (3 direcdes e 19 velocidades), ver Guo e Shu (2013) e Huang, Sukop e Lu
(2015). Assim tem-se ¢c;>=1/3 e os coeficientes de ponderagdo sdo dados por:

1/3,i={0,1,2}
w, =11/18,i = {3,4,5} 4)
1/36,i={6,7,8}

Uma representacdo esquematica do esquema D319 é mostrada na Figura 1:
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Figura 1: Esquema D3Q19 (extraido de Huang, Sukop e Lu, 2015).

Com a obtencdo da funcéo de distribuicdo de Boltzmann na forma discreta, fi(x,t), pode-se
obter o campo de densidades, p, e de velocidades, u, pelas Equagdes 5 e 6, respectivamente:

p=2.1 5)
D e f,
u=-— (6)

O método dos pseudopotenciais, de acordo com Yuan e Schaefer (2006) simula a
separagdo entre as fases liquido-vapor por meio da utilizacdo de uma forga repulsiva entre
particulas, dada pela Equacao 7:

Find 00 1) = —gy(x U wip (X +eit L, (7)

Na Equacdo 7 w(x,t) representa o potencial médio de campo e g é um parametro que
controla a intensidade da forca entre as particulas.
O potencial médio de campo é obtido pela Equacéo 8:

~[2(p-pe?
A e ®)

Para o célculo do potencial médio de campo, emprega-se uma Equacgdo de Estado para o
calculo da pressdo. Diferentes equacdes podem ser utilizadas. Neste trabalho foi utilizada a
Equacéo de Carnahan e Starling (1969):

. pRT[1+bp/4+<bp/4>2 (wmf}apz o

(1-bp/4)’

Onde a=0,4963R?T%/pc e b=0,187RTc/pc. R, Tc € pc representam a constante do gas, e a
temperatura e pressdo criticas. Para as simulagdes realizadas neste artigo, foram admitidos
a=1, b=4, R=1 em unidades de rede (YUAN; SCHAEFER, 2006).

Para condicdo de equilibrio de uma bolha estatica em um meio, a tensdo superficial faz
com que a bolha permaneca esférica. Neste caso é possivel calcular o salto de pressdo que
existe entre o interior da bolha e 0 meio liquido pela Equagdo de Young-Laplace (HUANG,;
SUKOP; LU, 2015):

ap—o? (10)
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O movimento ascendente em um meio liquido ocorre devido a agdo da forca de empuxo.
Esta forca foi introduzida pela Equacdo 11 (YUAN; SCHAEFER, 2006):

F, =G(p-p) (11)

Na Equacdo 11 G representa a aceleracdo da gravidade e p representa a densidade média,

que € calculada considerando todo o dominio computacional (regido tridimensional espacial
cartesiana onde se modela o problema).

A velocidade de equilibrio, u®d, € calculada incluindo-se o efeito da aceleracdo gerado pela
forca total, F=Fint+Fg:

u® :u+rE (12)
Yo,

De acordo com Yuan e Schaefer (2006), a velocidade real do fluido, U, € dada por:

U=u<+ (13)
2p

Por meio da expansdo de Chapman-Enskog, conforme Guo e Shu (2013) demonstra-se a
relacdo entre as escalas macroscopica e mesoscopica, ou seja, a relacdo entre a viscosidade e a
relaxacéo temporal:

v=c(r-05) (14)

Assim, a escolha do parametro de relaxacdo temporal define a viscosidade cinematica.
Uma simples anélise da Equacdo 14 revela que 7> 0,5. Logo, o operador de colisio BGK
possui a limitacdo de simular somente problemas de baixos numeros de Reynolds (Re =
UxDC/v). O numero de Reynolds estabelece a relacdo entre as forcas inerciais e viscosas. DC
representa a dimensdo caracteristica. Em unidades de rede DC igual a aresta de cada cubo
discreto do dominio computacional.

A condicdo inicial foi estabelecida por meio da funcéo distribuicdo de equilibrio (Equacao
3). Condicbes de contorno periddicas foram consideradas em todas as dire¢fes, conforme Guo
e Shu (2013). Esta condicdo de contorno é implementada igualando-se a funcéo distribuicéo
deste contorno com a do contorno imediatamente oposto.

O algoritmo associado a simulacdo empregando-se 0 método de Lattice Boltzmann dos
pseudopotenciais é apresentado na Figura 2:
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Inicializagdo da fungdo distribuicdo no tempo inicial
utilizando a fungdo distribuicio de equilibrio (Equagdo 3)

'

| Operagéo de colisdo (lado direito da Equagio 2) ‘

v

‘ Operagio de trasmissao (lado esquerdo da Equagio 2) |

'

| Tmposicéo das condi¢des de contorno |

'
Obtencdo dos campos macroscopicos de
densidade (Equagéo 5) e velocidade (Equagio 13)

Figura 2: Algoritmo para simulagdo utilizando o método de Lattice Boltzmann

3 Resultados e discussao

As bolhas foram inicializadas no dominio computacional com um diametro de 30 (em
unidades de Lattice). A relaxacdo temporal foi admitida unitéria, ou seja, == 1. Por meio da
Equacdo 14 obtém-se a viscosidade dinamica associada igual a 1,67 (em unidades de Lattice).

Para todas as simulagdes realizadas foi considerada a temperatura do fluido igual a
T/Tc=0,75, em que T¢ é a temperatura critica do fluido. Nesta condicéo, a utilizacdo da regra
de construcdo das fases de Maxwell e a equacdo de estado ndo ideal de Carnahan-Starling
resulta nas densidades das fases liquida e vapor iguais a 0,33 e 0,015, respectivamente.
Convem ressaltar que as variaveis utilizadas nas simulagdes estdo em unidades de Lattice,
seguindo a metodologia de Gong e Cheng (2012). Estas unidades podem ser
convenientemente convertidas para unidades do sistema internacional (ou outro conveniente)
por meio das respetivas grandezas expressas na forma reduzida, ou seja, utilizando as
propriedades criticas.

O dominio computacional foi estabelecido com uma malha uniforme com 51x51x81 nds
para simulacdo da bolha estatica e 51x51x151 nds para simulagéo da ascensdo da bolha e da
coalescéncia vertical de duas bolhas.

3.1 Simulacéo de uma bolha estatica em um meio fluido

Inicialmente foram realizadas simulacGes de uma bolha estatica imersa em um meio
liquido, com resultados apresentados na Figura 3. Trata-se de um problema teste tipico na
simulacdo de problemas bifasicos. Neste caso, espera-se que a bolha estatica permaneca em
repouso no meio liquido. O objetivo destas simulacGes é abordar uma caracteristica da
simulacdo numérica de problemas bifasicos utilizando-se 0 método dos pseudopotenciais: a
presenca de velocidade ndo nula nas proximidades da interface (velocidades espurias). A
presenca de velocidades espurias na regido da interface deve-se ao desbalanceamento da
tensdo superficial e surge em meétodos numéricos utilizados na simulacdo deste tipo de
problema.
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Figura 3: distribuicdo de densidades (a), velocidade na direcdo Z (b) e pressdo (c) para a bolha estatica.

O campo de pressdes apresentado na Figura 3 permite a obtencdo da tensédo superficial
associada a bolha. Pela Figura 3c a tenséo superficial o (em unidades de Lattice) é igual a
0,01425. No modelo dos pseudopotenciais a tensdo superficial ndo pode ser ajustada de forma
independente da forca de interacdo entre as particulas, Fint, dada pela Equacdo 7. Desta forma,
a tensdo superficial é obtida por meio da simulacdo da bolha estatica em um meio liquido.

3.2 Simulagéo da ascensdo de uma bolha em um meio liquido

Neste caso, a aceleragdo da gravidade G foi assumida igual a 0,0003 (em unidades de
Lattice), conforme Gong e Cheng (2012). A Figura 4 apresenta a distribuicdo de densidades
para diferentes instantes de tempo (t=0, t=50 s e t=100 s), associados a ascensdo da bolha no
meio liquido.

A Figura 5 apresenta o campo de velocidades para a simulacdo da ascensdo de uma bolha.
A partir dos resultados o numero de Reynolds para a simulacdo da ascensdo da bolha é
calculado como Re=VD/v, sendo V a velocidade terminal da bolha, D o didmetro, e v a
viscosidade cinemaética, calculada pela Equacdo 14. A velocidade méxima é calculada dos
resultados mostrados nas Figuras 4 e 5, resultando Re=5,4. Este resultado demonstra que 0s
efeitos viscosos sdo despreziveis durante a ascensdo da bolha no meio liquido. Isso ocorre
devido as baixas velocidades associadas a este tipo de problema fisico. Por meio da tensdo
superficial obtida anteriormente, pode-se caracterizar o problema fisico simulado por meio do
nimero de Weber, We=p,V2D;o, que é definido como a relagio dos efeitos de inércia (V) e
efeitos de tensdo superficial (o). Desta forma, tem-se We=0,0284 de modo que os efeitos de
tensdo superficial sdo superiores aos de inércia. Isso pode ser verificado por meio da Figura 4,
em gue nota-se que a forma da bolha ndo se altera durante a ascensdo, ou seja, permanece
esférica.

A Figura 6 apresenta 0 campo de pressdes durante a ascensdo da bolha. Em comparacéo
com o resultado do campo de pressdes associado a bolha estatica, o intervalo de variacdo da
pressdo é praticamente 0 mesmo.
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Figura 4: distribuicdo de densidades para a ascensdo da bolha para diferentes instantes de tempo
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3.3 Simulagéo da coalescéncia vertical de duas bolhas

A coalescéncia vertical de duas bolhas representa um fendmeno significativo na formacgéo
de bolhas em superficies aquecidas. O modelo numérico baseado no método de Lattice
Boltzmann possui a capacidade natural de capturar a coalescéncia de bolhas sem a
necessidade de modificacdo do codigo numérico. A simulacdo da coalescéncia vertical de
duas bolhas é realizada iniciando-se duas bolhas no meio liquido, posicionadas no mesmo
eixo vertical. As bolhas foram inicializadas com didmetro igual a 30 em unidades de Lattice.

A Figura 7 apresenta os estagios associados a coalescéncia vertical das bolhas de vapor
em distintos intervalos de tempo. Por simplicidade as bolhas foram inicializadas em posicdes
proximas em relagdo a vertical. Nota-se que a coalescéncia ocorre imediatamente. Ao
apresentar as figuras em distintos intervalos de tempo se percebem 0s varios estagios
associados a coalescéncia vertical. Inicialmente as bolhas comportam-se praticamente como
se estivessem isoladas e posteriormente tendem a apresentar um formato eliptico. Nos
estagios finais a bolha passa a ser Unica com um didmetro superior ao das bolhas
individualmente inicializadas.
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Figura 7: distribuicdo de densidades para a coalescéncia vertical de duas bolhas (a) t=0s; (b) t=5s; (c)
t=10s; (d) t=15s; (e) t=20 s; (f) t=25s; (g) t=30s; (h) t=50s; (i) t=60 s

4 Concluséo

Neste trabalho foram realizadas simulac@es da ascensdo de uma bolha isotérmica em um
meio liquido e a coalescéncia de duas bolhas por meio do método de Lattice Boltzmann dos
pseudopotenciais. Resultados qualitativos foram apresentados de modo a avaliar a capacidade
do método em simular estes problemas fisicos, que se empregam comumente para testes de
coédigos numéricos do método LB para simulagdo de escoamentos bifasicos. A simulacéo da
bolha estatica permitiu a determinacdo da sua tens@o superficial, enquanto a simulacdo da
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ascensdo da bolha em um meio liquido forneceu resultados qualitativos corretos fisicamente.
Por fim, a simulacdo da coalescéncia vertical de duas bolhas demonstra que o método dos
pseudopotenciais é capaz de capturar, naturalmente, a dindmica associada a este fenémeno,
sem a necessidade de modificacdo do modelo. Futuramente, pretende-se incluir efeitos de
transferéncia de calor no problema, inclusive um estudo detalhado da formagéo, crescimento e
desprendimento de uma bolha em uma superficie aquecida.
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