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Soluções periódicas para versões generalizadas do
modelo de produção de células sanguı́neas

(hematopoiese) de Mackey e Glass
Periodic solutions for generalized versions of the blood cell

production model (hematopoiesis) by Mackey e Glass.

Resumo
Recentemente, o uso da teoria de ponto fixo como ferramenta
para garantir existência de soluções periódicas e positivas para
equações diferenciais tem ganhado bastante destaque, devido à
dificuldade em determinar funcionais de Liapunov para certas
classes de equações. Neste trabalho, provaremos a existência de
soluções periódicas e positivas para versões generalizadas do mo-
delo de produção de células do sangue proposto por Mackey e

Glass, a saber ẏ(t) = −αy(t)+
β

1+ yn(t− τ)
, através de um teo-

rema de ponto fixo de Krasnoselskii.
Palavras-chave: Equações Diferenciais com Retardamento. Teo-
rema do Ponto Fixo de Krasnoselskii. Soluções periódicas. Cones
em Espaços de Banach.

Abstract
Recently, the use of fixed-point theory as a tool to ensure the
existence of periodic and positive solutions to differential equa-
tions has gained considerable prominence due to the difficulty
in determining Liapunov functionals for certain classes of equa-
tions. In this work, we will guarantee the existence of perio-
dic and positive solutions for generalized versions of the blood
cell production model proposed by Mackey and Glass, namely

ẏ(t) = −αy(t)+
β

1+ yn(t− τ)
, through a fixed point theorem of

Krasnoselskii.
Keywords: Retarded Differential Equations. Krasnoselskii’s Fi-
xed Point Theorem. Periodic Solutions. Cones in Banach Spaces.
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1 Notações
Os seguintes sı́mbolos serão usados ao longo do texto.

1. R := (−∞,+∞).

2. R+ := [0,+∞).

3. Rn
+ := R+×R+×·· ·×R+︸ ︷︷ ︸

n−vezes

.

4. A−B = {x ∈ A; x /∈ B}.

5. C(A,B) é o espaço vetorial das funções contı́nuas ϕ : A→ B.

6. Ω denota o fecho do conjunto Ω.

7. intΩ denota o interior do conjunto Ω.

8. ∂Ω denota a fronteira do conjunto Ω.

2 Introdução
As equações diferenciais funcionais com retardamento (EDFR) constituem uma ferramenta

muito importante na modelagem matemática, pois determinam modelos mais realı́sticos, e por
essa razão o estudo sobre o comportamento de suas soluções se faz necessário. Ao longo do
século XX, os funcionais de Liapunov foram a principal ferramenta para o estudo de proprie-
dades qualitativas de soluções de EDFR, mas a dificuldade em determinar tais funcionais im-
pulsionaram o estudo de estabilidade através da teoria de ponto fixo, ferramenta com a qual tal
dificuldade tende a desaparecer, como se pode constatar em [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9],
[10], [11], [12], [13], [14], por exemplo. No texto apresentamos a motivação para o problema e
realizamos com detalhes a demonstração dos resultados essenciais para garantir a existência de
soluções periódicas para o modelo proposto. O resumo deste artigo, apresentado no Ermac 2018,
pode ser encontrado em [15].

Na segunda metade do século XX, Mackey e Glass, em [16], propuseram o modelo para a
produção de células do sangue (hematopoiese), dado pela equação diferencial

ẏ(t) =−αy(t)+
β

1+ yn(t− τ)
, n > 0, (1)

em que α,β e τ são constantes positivas, y(t) denota a densidade populacional de células maduras
no instante t e τ é o tempo entre a produção de células na medula óssea e sua maturação para
lançamento na corrente sanguı́nea. Supõe-se que as células são perdidas para a corrente sanguı́nea
a uma taxa α, e o fluxo de células na corrente sanguı́nea advindas do compartimento de células
tronco depende da densidade de células maduras no tempo t− τ.

Além do modelo de produção de células sanguı́neas, em muitos outros problemas, como
os populacionais e econômicos, por exemplo, é necessária uma discussão sobre a existência de
soluções positivas que gozem de algumas propriedades qualitativas. Especialmente em análise
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funcional, problemas de não-negatividade podem ser desenvolvidos sobre cones, que no contexto
a ser abordado, é um subconjunto fechado e convexo de um determinado espaço. Em [17], Zhang
e seus colaboradores extraı́ram propriedades qualitativas de uma famı́lia de equações diferenciais
que contemplam duas generalizações do modelo proposto por Mackey e Glass, a saber:

ẏ(t) =−a(t)y(t)+
b(t)

1+ yn(t− τ(t))
, n > 0, (2)

e

ẏ(t) =−a(t)y(t)+b(t)
y(t− τ(t))

1+ yn(t− τ(t))
, n > 0, (3)

em que a,b ∈ C(R,R+), a(t) 6= 0,b(t) 6= 0, a(t) = a(t + ω),b(t) = b(t + ω), onde ω é uma
constante positiva.

A fim de garantir a existência de soluções positivas e periódicas para os modelos (2) e (3),
estabelecemos, na primeira parte do texto, uma relação entre a teoria de cones e a de pontos fixos,
utilizando [18] como principal referência. Em seguida, são apresentadas as versões do Teorema
do Ponto Fixo de Krasnoselskii para cones e são fornecidas condições de existência de soluções
periódicas positivas para a seguinte classe de equações diferenciais

ẏ(t) =−a(t)y(t)+ f (t,y(t− τ1(t)),y(t− τ2(t)), . . . ,y(t− τn(t))),

que contempla os modelos (2) e (3), desde que as funções a e f cumpram algumas condições.

3 Definições e resultados preliminares
Definição 1. Seja X um espaço de Banach real. Um subconjunto não vazio, fechado e convexo
K de X é um cone se cumpre as seguintes condições:

i) se x ∈ K e λ ≥ 0, então λx ∈ K;

ii) se x ∈ K e −x ∈ K, então x = θ , onde θ denota o elemento neutro de X.

Um cone K é sólido se contém pontos interiores, ou seja, se intK 6= /0.
Um cone K é gerador se X = K−K, isto é, se todo elemento x ∈ X pode ser representado na

forma x = u− v, com u,v ∈ K.
Um cone K é normal se existe uma constante δ > 0 tal que ‖x+ y‖ ≥ δ , para quaisquer

x,y ∈ K, com ‖x‖= ‖y‖= 1.

Definição 2. Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Um operador linear Ψ : X → Y é com-
pletamente contı́nuo se Ψ leva sequências fracamente convergentes em X em sequências con-
vergentes em Y .

Definição 3. Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Um operador linear Ψ : X → Y é com-
pacto se Ψ(B)⊂ Y é compacto sempre que B⊂ X é limitado.

É possı́vel verificar que todo operador compacto é completamente contı́nuo. Veja [19],
Proposição 3.3, página 170.
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Definição 4. Um operador Ψ : X → Y é condensado se é contı́nuo, limitado e µ(Ψ(S))< µ(S),
para qualquer conjunto limitado S⊂ X, com µ(S)> 0.

Na Definição 4, µ(S) denota a medida de não compacidade de S. Os leitores interessados
podem encontrar definições e propriedades de medida de não compacidade na referência [20].

Definição 5. Seja X um espaço de Banach real. Um subconjunto E ⊂ X é um retrato de X se
existe uma função contı́nua r : X → E, denominada retração, tal que, para todo x ∈ X e para
todo a ∈ E, tem-se

i) r(x) ∈ E;

ii) r(a) = a.

Observação 6. Por um teorema devido a Dugundji (veja [21]), sabe-se que todo subconjunto
convexo fechado e não vazio de X é um retrato de X . Em particular, um cone em X é um retrato
de X.

O próximo resultado apresenta o conceito de ı́ndice de ponto fixo de uma aplicação num
conjunto, que será uma ferramenta importante para a demonstração do Teorema do Ponto Fixo de
Krasnoselskii, o qual por sua vez será fundamental para provar a existência de soluções periódicas
positivas para uma determinada classe de equações diferenciais com retardo.

Teorema 7 (Teorema 2.3.1, [18], página 82). Seja E um retrato de um espaço de Banach X.
Então, para todo subconjunto aberto e relativamente limitado U ⊂ E e todo operador comple-
tamente contı́nuo Ψ : U → E que não possua pontos fixos em ∂U, existe um número inteiro
i(Ψ,U,E) que goza das seguintes propriedades:

i) (Normalidade): i(Ψ,U,E) = 1 se Ψx≡ y0 ∈U para todo x ∈U;

ii) (Aditividade): i(Ψ,U,E) = i(Ψ,U1,E)+ i(Ψ,U2,E), se U1 e U2 são subconjuntos abertos
e disjuntos de U, tais que Ψ não possui pontos fixos em U− (U1∪U2);

iii) (Invariância por Homotopia): i(H(t, ·),U,E) é independente de t (0 ≤ t ≤ 1) sempre que
H : [0,1]×U → E é completamente contı́nuo e H(t,x) 6= x para todo (t,x) ∈ [0,1]×∂U;

iv) (Permanência): i(Ψ,U,E) = i(Ψ,U ∩Y,Y ), se Y é um retrato de E e Ψ(U)⊂ Y .

Ademais, seja

M = {(Ψ,U,E); E é um retrato de X, U é um subconjunto aberto e limitado de E,

Ψ : U → E é completamente contı́nuo e Ψx 6= x em ∂U}

e seja Z o conjunto dos números inteiros. Então, existe exatamente uma única função d : M→ Z
que tem as propriedades i)− iv). Em outras palavras, i(Ψ,U,E) é unicamente determinado. Ao
número inteiro i(Ψ,U,E), chamamos de ı́ndice de ponto fixo de Ψ em U com respeito a E.

Teorema 8 (Teorema 2.3.2, [18], página 86). Nas condições do Teorema 7, o ı́ndice de ponto fixo
do operador Ψ tem a seguinte propriedade:
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v) (Propriedade de Solução): Se i(Ψ,U,E) 6= 0, então Ψ tem pelo menos um ponto fixo em
U.

Lema 9 (Lema 2.3.1, [18], página 88). Sejam K um cone num espaço de Banach X , Ω ⊂ X um
subconjunto aberto e limitado que contém o elemento neutro de X (θ ∈ X) e Ψ : K∩Ω→ K um
operador condensado. Se Ψx 6= µx, para quaisquer x∈K∩∂Ω,µ ≥ 1, então i(Ψ,K∩Ω,K) = 1.

Lema 10 (Lema 2.3.2, [18], página 88). Sejam K um cone num espaço de Banach X , Ω⊂ X um
subconjunto aberto e limitado de X, Ψ : K∩Ω→K e Φ : K∩∂Ω→K operadores completamente
contı́nuos. Se

i) inf
x∈K∩∂Ω

‖Φx‖> 0 e

ii) x−Ψx 6= µΦx, para todo x ∈ K∩∂Ω, com µ ≥ 0,

então i(Ψ,K∩Ω,K) = 0.

Os próximos resultados são consequências do Lema 10.

Lema 11 (Corolário 2.3.1, [18], página 90). Sejam K um cone num espaço de Banach X , Ω⊂ X
um subconjunto aberto e limitado de X e Ψ : K∩Ω→ K um operador completamente contı́nuo.
Se existir u0 > θ tal que

x 6= Ψx+λu0, para x ∈ K∩∂Ω e λ > 0,

então i(Ψ,K∩Ω,K) = 0.

Lema 12 (Lema 2.3.3, [18], página 91). Sejam K um cone num espaço de Banach X , Ω⊂ X um
subconjunto aberto e limitado de X e Ψ : K∩Ω→ K um operador completamente contı́nuo. Se

i) inf
x∈K∩∂Ω

‖Ψx‖> 0 e

ii) Ψx 6= µx, para todo x ∈ K∩∂Ω, com 0 < µ ≤ 1,

então i(Ψ,K∩Ω,K) = 0.

Neste trabalho serão abordados resultados acerca da seguinte classe de equações diferenciais
com retardo:

ẏ(t) =−a(t)y(t)+ f (t,y(t− τ1(t)),y(t− τ2(t)), . . . ,y(t− τn(t))) (4)

onde a ∈C(R,R+), a(t) 6= 0, a(t) = a(t +ω), f ∈C(R×Rn
+,Rn

+) é ω− periódica com respeito
a primeira variável, τi ∈C(R,R+) e τi(t+ω) = τi(t),1≤ i≤ n, onde ω é uma constante positiva.

Por conveniência, consideraremos em Rn
+ a norma dada por |u| = max

1≤ j≤n
{u j}, para

u = (u1, . . . ,un) ∈ Rn
+.

Por uma questão de simplicidade, fixaremos algumas notações que serão utilizadas na sequência.
São elas:

G(t,s) =
e
∫ s

t a(θ)dθ

e
∫

ω

0 a(θ)dθ −1
, (5)
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δ = e−
∫

ω

0 a(θ)dθ , (6)

max f0 = limsup
|u|→0

max
t∈[0,ω]

f (t,u)
a(t)|u|

, max f∞ = limsup
|u|→∞

max
t∈[0,ω]

f (t,u)
a(t)|u|

, (7)

min f0 = liminf
|u|→0

u j≥δ |u|
1≤ j≤n

min
t∈[0,ω]

f (t,u)
a(t)|u|

e min f∞ = liminf
|u|→∞

u j≥δ |u|
1≤ j≤n

min
t∈[0,ω]

f (t,u)
a(t)|u|

. (8)

Lema 13 (Lema 2.2, [17], página 720). A função G(t,s), definida em (5), tem as seguintes pro-
priedades:

i) G(t +ω,s+ω) = G(t,s), para quaisquer t,s ∈ R;

ii)
δ

1−δ
= G(t, t)≤ G(t,s)≤ G(t, t +ω) =

1
1−δ

, para qualquer s ∈ [t, t +ω];

iii) δ ≤ G(t,s)
G(t, t +ω)

≤ 1, para qualquer s ∈ [t, t +ω];

iv)
∫ t+ω

t
G(t,s)a(s)ds = 1, para qualquer t ∈ R.

O próximo resultado mostra como é possı́vel transformar a equação (4) numa equação inte-
gral.

Lema 14. Uma função y(t) é uma solução ω-periódica de (4) se, e somente se, é também solução
ω− periódica da equação integral

y(t) =
∫ t+ω

t
G(t,s) f (s,y(s− τ1(s)), . . . ,y(s− τn(s)))ds, (9)

onde G(t,s) é função definida em (5).

Demonstração. Seja y(t) uma solução ω-periódica de (4). Multiplicando a equação (4) por
e
∫ t

s a(u)du, temos a seguinte equação equivalente:(
y(t) · e

∫ t
s a(u)du

)′
= e

∫ t
s a(u)du · f (t,y(t− τ1(t)),y(t− τ2(t)), . . . ,y(t− τn(t))). (10)

Agora, integrando ambos os membros da equação (10) de t a t +ω , obtemos:

y(t +ω) · e
∫ t

t+ω
a(u)du− y(t) =

∫ t+ω

t
e
∫ t

s a(u)du · f (s,y(s− τ1(s)),y(s− τ2(s)), . . . ,y(s− τn(s)))ds

⇔ y(t)
(

e
∫ t

t+ω
a(u)du−1

)
=
∫ t+ω

t
e
∫ t

s a(u)du · f (s,y(s− τ1(s)),y(s− τ2(s)), . . . ,y(s− τn(s)))ds

⇔ y(t) =
∫ t+ω

t

e
∫ t

s a(u)du

e
∫

ω

0 a(u)du−1
· f (s,y(s− τ1(s)),y(s− τ2(s)), . . . ,y(s− τn(s)))ds

⇔ y(t) =
∫ t+ω

t
G(t,s) · f (s,y(s− τ1(s)),y(s− τ2(s)), . . . ,y(s− τn(s)))ds,

de onde segue o resultado.
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Sejam

X = {y ∈C(R,R); y(t) = y(t +ω)} e K = {y ∈ X ; y(t)≥ 0 e y(t)≥ δ‖y‖}. (11)

É fácil verificar que X é um espaço de Banach com a norma da convergência uniforme ‖y‖=
sup
t∈R
|y(t)| e K é um cone em X . Cabe observar que, aqui, |y(t)| denota o valor absoluto de y(t).

Vamos definir o operador Ψ : X → X por

(Ψy)(t) =
∫ t+ω

t
G(t,s) f (s,y(s− τ1(s)), . . . ,y(s− τn(s)))ds.

Através do Teorema de Arzelà-Ascoli, pode-se provar que o operador Ψ é compacto e, por-
tanto, completamente contı́nuo. A demonstração desse fato é extensa, porém simples; por essa
razão, será omitida aqui.

4 Teorema do ponto fixo de Krasnoselskii
O Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii já se mostrou como uma boa alternativa, quando

não é possı́vel utilizar os teoremas do ponto fixo de Banach e Schauder, para obter proprieda-
des qualitativas de equações diferenciais. Veja, por exemplo, [22] e [23]. Uma adaptação para
cones garante a existência de soluções positivas, além de soluções periódicas para o modelo a
ser abordado. Nesta seção, primeiramente apresentaremos uma versão que também é conhecida
como Teorema da Compressão e Extensão de Cones de Krasnoselskii. Em sua demonstração,
uma extensão do Teorema de Tietze, dada por Dugundji em [21], é utilizada.

Teorema 15 (Teorema 2.3.4, [20], página 94 - Krasnoselskii). Sejam X um espaço de Banach
real e K ⊂ X um cone em X. Assuma que Ω1,Ω2 são subconjuntos abertos e limitados de X, tais
que θ ∈Ω1 e Ω1 ⊂Ω2. Suponha que

Ψ : K∩ (Ω2−Ω1)→ K,

é um operador completamente contı́nuo, que cumpre uma das duas condições:

i) ‖Ψy‖ ≤ ‖y‖, ∀y ∈ K∩∂Ω1 e ‖Ψy‖ ≥ ‖y‖, ∀y ∈ K∩∂Ω2; ou

ii) ‖Ψy‖ ≥ ‖y‖, ∀y ∈ K∩∂Ω1 e ‖Ψy‖ ≤ ‖y‖, ∀y ∈ K∩∂Ω2.

Nessas condições, Ψ tem pelo menos um ponto fixo em K∩ (Ω2−Ω1).

Demonstração. Vamos supor que a condição i) seja válida. Pelo Teorema de Extensão de Tietze
(Teorema 4.1, [21], página 357), o operador Ψ pode ser estendido a um operador completamente
contı́nuo de K ∩Ω2 em K, o qual também denotaremos por Ψ, por simplicidade de notação.
Suponhamos que Ψ não possua pontos fixos em K∩∂Ω1 e K∩∂Ω2.

Afirmamos que

Ψx 6= µx, para quaisquer x ∈ K∩∂Ω1 e µ ≥ 1. (12)
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De fato, caso contrário existiriam x0 ∈ K ∩ ∂Ω1 e µ0 > 1 (estamos assumindo que Ψ não
possui pontos fixos em K ∩ ∂Ω1) tais que Ψx0 = µ0x0 e, portanto, ‖Ψx0‖ = µ0‖x0‖ > ‖x0‖, o
que contradiz a validade de i). Assim, por (12) e pelo Lema 9, temos que i(Ψ,K∩Ω1,K) = 1.

Por outro lado, também podemos verificar

Ψx 6= µx, para quaisquer x ∈ K∩∂Ω2 e 0 < µ ≤ 1. (13)

Com efeito, se existissem x1 ∈ K∩∂Ω2 e 0 < µ1 < 1 (estamos assumindo que Ψ não possui
pontos fixos em K ∩ ∂Ω2) tais que Ψx1 = µ1x1, então terı́amos ‖Ψx1‖ = µ1‖x1‖ < ‖x1‖, o que
também contrariaria a validade da condição i).

Pois bem, em virtude da hipótese i), podemos afirmar que

inf
x∈K∩∂Ω2

‖Ψx‖ ≥ inf
x∈K∩∂Ω2

‖x‖> 0, (14)

já que θ /∈ K∩∂Ω2. Por (13) e (14) e Lema 12, temos que i(A,K∩Ω2,K) = 0.
Pela aditividade do ı́ndice de ponto fixo i (Teorema 7-ii)), temos

i(Ψ,K∩
(
Ω2−Ω1

)
,K) = i(Ψ,K∩Ω2,K)− i(Ψ,K∩Ω1,K) =−1 6= 0. (15)

Por (15) e pelo Teorema 8, concluı́mos que Ψ tem pelo menos um ponto fixo em K ∩ (Ω2−
Ω1)⊂ K∩ (Ω2−Ω1).

Caso a condição ii) seja válida, a demonstração segue de forma análoga.

O próximo resultado é uma versão alternativa do Teorema 15 e sua demonstração segue de
forma similar.

Teorema 16 (Lema 2.1, [17], página 720). Sejam X um espaço de Banach real e K ⊂ X um
cone em X. Assuma que Ω1,Ω2 são subconjuntos abertos e limitados de X, tais que θ ∈ Ω1 e
Ω1 ⊂Ω2. Suponha que

Ψ : K∩ (Ω2−Ω1)→ K,

é um operador completamente contı́nuo, que cumpre uma das duas condições:

i) ‖Ψy‖ ≤ ‖y‖, para todo y ∈ K∩∂Ω1, e

ii) Existe φ ∈ K−{0} tal que y 6= Ψy+λφ para y ∈ K∩∂Ω2 e λ > 0;

ou

iii) ‖Ψy‖ ≤ ‖y‖, para todo y ∈ K∩∂Ω2, e

iv) Existe φ ∈ K−{0} tal que y 6= Ψy+λφ para y ∈ K∩∂Ω1 e λ > 0.

Nessas condições, Ψ tem pelo menos um ponto fixo em K∩ (Ω2−Ω1).

Já apresentadas as versões do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii para cones, vamos
relacioná-las com a existência de soluções ω− periódicas para a equação diferencial (4), através
dos próximos resultados.

Lembramos que o espaço de Banach X e o cone K a serem mencionados foram definidos em
11 e que as notações δ , max f0 , max f∞, min f0 e min f∞ foram estabelecidas em (6), (7) e (8),
respectivamente.
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Teorema 17. Assuma que

(H1) min f0 > 1;

(H2) Exista ρ > 0 tal que f (t,u)< a(t)ρ , para δρ ≤ |u| ≤ ρ .

Nessas condições, a equação (4) tem pelo menos uma solução ω-periódica em R.

Demonstração. Como min f0 > 1, existe uma constante positiva r1, tal que r1 < ρ e

f (t,u)≥ a(t)|u|, para |u| ≤ r1, u j ≥ δ |u|, j = 1,2, . . . ,n. (16)

Sejam
u(t) = (y(t− τ1(t)), . . . ,y(t− τn(t))) e Ω1 = {y ∈ X ;‖y‖< r1}.

Então, para todo y ∈ K∩∂Ω1, temos

u j(t) = y(t− τ j(t))≥ δ‖y‖= δ r1 ≥ δ |u(t)|

e
δ r1 < δρ ≤ |u(t)|= max

1≤ j≤n
{y(t− τ j(t))} ≤ ‖y‖= r1.

Defina φ(t) = 1 para t ∈ R. Vamos mostrar que

y 6= Ψy+λφ , para y ∈ K∩∂Ω1 e λ > 0. (17)

De fato, caso contrário, existiriam y0 ∈ K∩∂Ω1 e λ0 > 0, tais que y0 = Ψy0 +λ0φ .
Seja µ = min

t∈R
y0(t). Segue de (16) e do Lema 13 - parte iv) que

y0(t) = (Ψy0)(t)+λ0

=
∫ t+ω

t
G(t,s) f (s,y0(s− τ1(s)), . . . ,y0(s− τn(s)))ds+λ0

≥
∫ t+ω

t
G(t,s)a(t)|u|ds+λ0

=
∫ t+ω

t
G(t,s)a(t) max

1≤ j≤n
{y0(s− τ j(s))}ds+λ0

≥ µ

∫ t+ω

t
G(t,s)a(t)ds+λ0

= µ +λ0,

para todo t ∈ R. Dessa maneira, obtemos µ ≥ µ +λ0 > µ , uma contradição.
Por outro lado, (H2) implica que existe ρ > 0 tal que f (t,u) < a(t)ρ , para δρ ≤ |u|ρ. Por-

tanto, para y ∈ K, com ‖y‖= ρ, temos δρ ≤ |u| ≤ ρ e

(Ψy)(t) =
∫ t+ω

t
G(t,s) f (s,y0(s− τ1(s)), · · · ,y0(s− τn(s)))ds

<
∫ t+ω

t
G(t,s)a(t)ρds

= ρ

= ‖y‖,
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já que
∫ t+ω

t G(t,s)a(t)ds = 1 (Lema 13 -vi)). Consequentemente, temos

‖Ψy‖ ≤ ‖y‖, para qualquer y ∈ K∩∂Ω2, (18)

onde Ω2 = {y ∈ X : ‖y‖< ρ}.
Por (17) e (18) e pelo Teorema 16, segue que Ψ tem pelo menos um ponto fixo y1 ∈K∩(Ω2−

Ω1), isto é, existe y1 ∈ K∩ (Ω2−Ω1) tal que

y1(t) = (Ψy1)(t), para todo t ∈ R.

Claramente y1 é uma solução ω-periódica da equação (4).

Teorema 18. Assuma que

(H3) max f0 < 1;

(H4) Exista ρ > 0 tal que f (t,u)> a(t)ρ , para δρ ≤ |u| ≤ ρ.

Nessas condições, a equação (4) tem pelo menos uma solução ω−periódica em R.

A demonstração do Teorema 17 será omitida aqui por ser similar à demonstração do Teorema
17.

Teorema 19. Assuma que umas das seguintes hipóteses seja válida:

(H5) min f0 > 1 e max f∞ < 1;

(H6) max f0 < 1 e min f∞ > 1.

Então, a equação (4) tem pelo menos uma solução ω−periódica em R.

Demonstração. Se a hipótese (H5) for válida, então as condições (H1) e (H2) serão cumpridas e
o resultado seguirá pelo Teorema 17.

De maneira análoga, se a hipótese (H6) for válida, então as condições (H3) e (H4) serão
cumpridas e o resultado seguirá pelo Teorema 18.

5 Aplicação: modelo de Mackey & Glass
Para aplicarmos os resultados obtidos nas seções anteriores, devemos observar que as equações

(2) e (3) são do tipo representado em (4).
Seja u(t) = y(t− τ(t)), para t ∈ R.
Para a equação (2), temos

f (t,u(t))
a(t)u(t)

=
b(t)

1+ yn(t− τ(t))
· 1

a(t)y(t− τ(t))
=

b(t)
a(t)
· 1

y(t− τ(t))(1+ yn(t− τ(t)))
.

Daı́,

min f0 = liminf
|u|→0

min
t∈[0,ω]

b(t)
a(t)
· 1

y(t− τ(t))(1+ yn(t− τ(t)))
= ∞ > 1
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e

max f∞ = limsup
|u|→∞

max
t∈[0,ω]

b(t)
a(t)
· 1

y(t− τ(t))(1+ yn(t− τ(t)))
= 0 < 1.

Para a equação (3), temos

f (t,u(t))
a(t)u(t)

=
b(t)y(t− τ(t))
1+ yn(t− τ(t))

· 1
a(t)y(t− τ(t))

=
b(t)
a(t)
· 1

1+ y(t− τ(t))
.

Daı́,

min f0 = liminf
|u|→0

min
t∈[0,ω]

b(t)
a(t)
· 1

1+ y(t− τ(t))
> 1⇐⇒ b(t)> a(t).

e

max f∞ = limsup
|u|→∞

max
t∈[0,ω]

b(t)
a(t)
· 1

1+ y(t− τ(t))
= 0 < 1.

Portanto, pelo Teorema 19 temos que a primeira generalização do modelo proposto por Mac-
key e Glass possui sempre uma solução ω-periódica, enquanto que para a segunda versão gene-
ralizada isso ocorre apenas se b(t)> a(t).
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