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Sobre a nao-unicidade de solucoes para um
problema de reconstrucao de fontes caracteristicas
para equacao de difusao-adveccao

On the non-unicity of solutions for a reconstruction characteristic
source problem for the diffusion-advection equation

Resumo

Estudamos o problema inverso de reconstrucdo de fontes para
equacgao de difusdao-adveccao (2D) a partir dos dados de Dirich-
let e Neumann, considerando que o termo fonte procurado € uma
funcdo caracteristica de algumas classes de conjuntos do plano.
Mostramos que se a classe de fontes a se reconstruir € o conjunto
das fungdes caracteristicas das bolas de um determinado raio fixo,
entdo o problema tem unicidade de solu¢gdes. Mostramos também
que se a classe for o conjunto das fun¢des caracteristicas das bolas
com centro em um determinado ponto fixo, o problema também
tem unicidade de solucdes. Complementarmente, apresentamos
indicios numéricos de que o problema inverso de reconstrucdo de
fontes para a equacdo de difusdao-adveccao a partir de informagdes
no bordo de um dominio bidimensional nao possui solu¢do tnica
quando consideramos a informacao a priori de que a fonte € uma
funcdo caracteristica de um conjunto estrelado.

Palavras-chave: Problemas Inversos. Reconstru¢dao de Fontes.
Difusdo-Adveccao. Conjunto Estrelado. Conjunto Convexo.

Abstract

We study the inverse problem of reconstructing sources for
diffusion-advection equation (2D) from the Dirichlet and Neu-
mann data, considering that the source term searched is a charac-
teristic function of some classes of plane sets. We show that if
the class of sources to be reconstructed is the set of characteristic
functions of the balls of a given fixed radius, then the problem
has uniqueness of solutions. We also show that if the class is the
set of characteristic functions of the balls with center at a certain
fixed point, the problem also has uniqueness of solutions. In ad-
dition, we present numerical indications that the inverse problem
of reconstruction of sources for the diffusion-advection equation
from information on the edge of a two-dimensional domain does
not have a unique solution when we consider a priori information
that the source is a characteristic function of a star-shaped set.
Keywords: Inverse Problems. Source Reconstruction. Diffusion-
Advection. Star-Shaped Set. Convex Set.
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1 Introducao

Neste trabalho abordaremos o problema inverso de determinagdo do termo fonte de equagdes
de difusdao-adveccao a partir de informacdes no bordo do dominio. Este problema modela situacdes
onde deseja-se localizar fontes poluentes em rios e lagos ou uma fonte térmica imersa em um
fluido. Quando nao temos informagdes sobre o tipo de funcdo que representa o termo fonte da
equagao, este problema nao possui unicidade de solucdes e, portanto, € mal-posto.

Uma estratégia bastante explorada para dar boa colocacdo para problemas que ndo possuem
unicidade de solugdes € considerar que a solugdo pertence a uma classe conhecida de fungdes.
Nos problemas de identificag@o de fontes é comum considerar a informacao a priori de que a fonte
¢ uma funcdo caracteristica de um subconjunto do dominio (DE SOUSA; ROBERTY, 2012a),
uma fonte pontual (ANDRLE; BEN BELGACEM; EL BADIA, 2011; RAP et al, 2006), ou uma
combinacao linear de fun¢des conhecidas (ALVES et al, 2008; HAMDI, 2007).

Novikov publicou um trabalho (NOVIKOV, 1938) pioneiro em problemas inversos de identi-
ficacdo de fontes, onde foi demonstrado que o problema para a equacdo de Poisson tem solucao
unica quando temos a informacdo a priori de que a fonte € uma funcdo caracteristica de um
conjunto estrelado. Baseado neste resultado surgiram outros trabalhos apresentando métodos
para obter fontes para esta equacao a partir de dados do bordo do dominio, como em (ALVES et
al, 2008; EL BADIA; DUONG, 1998; EL BADIA; NARA, 2011).

Porém, existem indicios numéricos de que este mesmo tipo de fonte nido € reconstruivel
quando acrescentamos termos advectivos e de decaimento ao problema. Vamos apresentar neste
texto um experimento numérico que nos levam a esta conclusao.

Além disso, mostramos que se a classe de fontes a se reconstruir é o conjunto das fungdes
caracteristicas das bolas com um determinado raio, entdo o problema tem unicidade de solucdes.
E também que se a classe for o conjunto das funcdes caracteristicas das bolas com centro em um
determinado ponto, o problema também tem unicidade de solugdes.

Este trabalho é basicamente o mesmo apresentado em De Sousa (2018) com acréscimo dos
dois resultados descritos no pardgrafo anterior.

2 Reconstrucao de fontes difusivo-advectivas

O problema inverso que tratamos neste trabalho € apresentado a seguir.

Problema 1. Dada a condi¢do de Dirichlet g : dQ — R e a condi¢cdo de Neumann gy : 0Q — R,
encontre o termo fonte F : Q — R tal que

—YAu+pB-Vu+ou=F em Q
u=g em 0Q
anl/t:gn em 0O

As constantes 7> 0, B € R? e & > 0 no problema acima sio conhecidos como termos difusivo,
advectivo e de decaimento.

Este problema é mal-posto quando estamos considerando que os dados de entrada e as solug¢des
estdo nos espacos usualmente considerados em problemas diretos de equagdes diferenciais parci-
ais. Para ilustrar a m4 colocacao do Problema 1, vejamos um exemplo onde ndo existe unicidade
para a solucao.
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Exemplo 2. Considere o Problema 1 com Q = {x ¢ R?; ||x|| <1}, a=1, B = (1,1), y=1,
u=0e dgu=0, em R, onde estamos denotando por || - || a norma euclidiana do R>.
Definamos as funcoes uy,u : Q — R por

wi (x) = =l * + 2f|x]* — 1,
para todo x € Q, e
up(x) = — 1]+ 3]|x]|* - 2,

para todo x € Q.
Assim, temos
—Au;i+ (1,1)-Vuj+u; = F; em Q
u; =0 em dJdQ
Ontt; =0 em JdQ

parai=1,2, onde
Fi(x) = —lx||* + 18[x[|* +4(1 — [|x||*)x- (1,1) =9,
para todo x € Q, e
_ 6 4 2 4
Fy(x) = —||x]|” 4+ 36|[x[|" + 3[[x[|" + 6(1 — [|x||*)x- (1,1) — 14,

para todo x € Q. Logo F| e F, sdo solugdes do problema inverso de identificacdo de fonte
considerado neste exemplo, além da solucdo trivial.

Uma forma de obtermos uma boa colocacao para este problema € restringindo a procura da
solugcdo para um conjunto menor, isto €, considerando informagdes a priori sobre a fonte.
Se o C Q, a fungdo g : Q — {0, 1} definida por

(x) = 1, s€e XEw
Xo\X) = 0, se x¢w’

para todo x € Q, é chamada fungdo caracteristica de ®.
Dizemos que ® C R? é um conjunto estrelado em relagio a um ponto xy se para todo x
pertencente a @ temos que o segmento com extremidades em xg e x estd contido em .
Se w € um conjunto estrelado fechado com bordo continuo, podemos representar seu bordo
da forma
X0+ R(0)(cosO,sen), (D)

onde R : [0,27] — R € continua e R(0) = R(27).

Vamos considerar o Problema 1, sabendo-se que o termos fonte é Y, onde @ C Q € um
conjunto estrelado. Note que, determinando o ponto xp e a funcdo R descritos em (1), o termo
fonte x esté identificado.

Em Novikov (1938) foi considerado o problema de identificagdo de uma fonte caracteristica
de um conjunto estrelado para a equacgdo de Poisson. Foi provado que a solug@o deste problema
¢ unica. Porém, em nossos experimentos numéricos encontramos indicios de que este mesmo
problema para a equacdo de difusdo-adveccdo nao tem solugdo tnica.
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3 Unicidade para fontes caracteristicas de bolas com um raio
conhecido

Consideremos, primeiramente, o problema seguinte.

Problema 3. Dadas k,G : Q — R, com G(x) > 0, para todo x € @, e h,hy : IQ — R, encontre
o C Q aberto tal que

—Au+ K*u = Gy, em £
u=nh em JQ .
anu = hp em 0O

Em Rainha (2012), foi provado o seguinte teorema sobre o Problema 3.

Teorema 4. Sejam x € L*(Q), G € L*(Q), h € H'/>(9Q) e hy € H'/2(0Q). Se o) e o,
sdo solucoes do Problema 3 com bordos de classe C? tais que @1 N @y, O\ e O\ sdo
simplesmente conexos, entdo ®; = .

Chamamos o conjunto By, (xo) = {x € R? | ||x — xo|| < ro} de bola de raio ry com centro em
xo. Como decorréncia do Teorema 4 temos o seguinte coroldrio.

Corolario 5. Se F| = X, () € b= XB,, (xa)» COM X1,X) € Q e rg > 0 tais que By (x1),B,(x2) C
Q, sdo solugcoes do Problema 1, entdo x| = x;.

Demonstracdo. Fazendo a mudanga de varidvel

~Bx
u(x) = e " w(x), (2)
para todo x € Q. e denotando
[4ay+||B]?
K= g (3)
—LBx
h(x) = g(x)e "7, 4)
e
1 1
hn(x) = gn(x)e” 7P — 4 2+yﬁ‘2(<§()c)e_”‘3 7 (5)

para todo x € dQ, encontramos o seguinte problema equivalente ao Problema 1.

Problema 6. Dados h,hy, : dQ — R e K como definidos acima, encontre F : Q — R tal que

2 _ 1, 2B
—Aw(x) + x°w(x) = ye 7 F(x) para x€Q
w=h em dQ
Onw = hp em JdQ
_1,5Bx

Considerando-se F| = X8, (x1)» F2 = Xp,, (x2) © G(x)= v , para todo x € Q, como By, (x1)

e By, (x2) tém bordo de classe C? e By, (x1) N By, (x2), Bry(x1)\Br, (x2) € By, (x1)\Br, (x2) sdo sim-
plesmente conexos, entdo pelo Teorema 4 temos By, (x) = B, (x2). O

SOUSA, D. M. de; RAINHA, M. L. dos S.; ROBERTY, N. C. Sobre a ndo-unicidade de solucdes para um problema de reconstrucéo de fontes caracteristicas para
equagdo de difusdo-advecgdo. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 14, p. 84-94 fev. 2019. Edi¢do Ermac.
DOI: 10.21167/cqdvol14ermac201923169664dmsmisrncr8494  Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

87



4 Unicidade para fontes caracteristicas de bolas com um mesmo
centro

Para demonstrar o resultado proposto nesta se¢io usaremos o seguinte lema.

Lema 7 (Valor Médio para Equagdo de Helmholtz Modificada). Seja By, (xo) inteiramente con-
tido em Q C R?. Suponhamos que v satisfaca

—Av+ K2V =0 em Q.

Entdo

/ vdl = V(Xo)[o(l‘ol(),

aBro (XO)

27'57‘0

onde Iy é a funcdo de Bessel modificada de ordem zero.

Este resultado decorre diretamente da formula do valor médio para a a equacao de Helmholtz
(COURANT, 1989).

Teorema 8. Se F| = XB,, (xo) € b= XB,, (xo)» COM 1,12 > 0 tais que By, (x0), By, (x0) C &, sdo
solugoes do Problema 1, entdo ry = r».

Demonstracdo. Se Fy e F, como descritos acima sdo solugdes do Problema 1, fazendo a mudanca
de varidvel descrita em (2), temos que Fj e F> sao também solucdes do Problema 6. Subtraindo
as equacoes correspondentes do mesmo problema considerando as duas diferentes solugdes, ob-
temos

—AW(x) + K20(x) = L P (B() -~ Fi(x)  para x€Q

0 em 0Q
=0 em dQ

SejaV = {ve H'(Q)| —Av+k*v=0, com v(x) >0 para todo x € Q}. Multiplicando a
primeira equagdo do sistema obtido por v € V e integrando sobre €2, obtemos, do lado esquerdo,

/ AW+ KWy dx = / wAv — vAW dx
Q

Q
ow _dv
Q.

onde na segunda igualdade foi usada a segunda identidade de Green. Do lado direito, fazendo

.1 _1g. .
m = min ;/e 7P e supondo, sem perda de generalidades, que r» > r, obtemos
Q

1 _1g.
0 < /m(Fz—Fl)vdx < /;/e 2‘IJ’ﬁ)C(Fz—Fl)vdx = 0,
Q
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para todo v € V. Logo
/Flvdx = /sz dx,
Q Q

paratodov e V.
Pelo Lema 7, temos

/llo(rk‘)rdr = /ZIO(rK)rdr.
0 0

Como [ € uma fungdo estritamente crescente, temos que 7| = r3. O

5 Indicios numéricos de nao unicidade para fontes caracteristicas
de conjuntos estrelados

Dizemos que @ C R? é um conjunto convexo se para todo x e y pertencentes a @ temos que o
segmento com extremidades em x e y estd contido em ®. Todo conjunto convexo @ € estrelado
em relacdo a qualquer x € o.

Em De Sousa e Roberty (2012a) apresenta-se um método para resolver numericamente o Pro-
blema 1, com termo fonte F = X, onde @ ¢ um conjunto convexo. O método foi desenvolvido
a partir de uma formulagdo variacional deste problema apresentada a seguir.

Problema 9. Dados g : 0Q — R e gn : dQ — R, encontre ¥ : Q — R tal que

l/%w(x)ezly “(x) dx = /hnv—hanv de,
YQ oQ

paratodov €V = {V:Q—>R| —Av+K2v:0}, onde

o dayt |l
4y>

h(x) = g(x)e” 7P,

B ﬁl;}/ﬁZg(x)e_zlyﬁ.xy

para todo x € 0Q.

Usamos como fungdes testes as ondas planas, dadas por vy (x) = e<(cos@:sen@)-x

x € R?, onde ¢ € [0,27).

Para determinar o conjunto @ no problema acima, consideramos a parametrizacdo de seu
bordo como em (1), discretizamos o dominio de R em M pontos e o dominio da variavel ¢ em N
pontos. Assim obtemos um sistema dado por

, para todo

F (x,r) = p,

onde .7 : Q x RN — RM ¢ uma fungio nio-linear e p € RM. Obtemos solugdes aproximadas para
este sistema usando o método de Levenberg-Marquardt (DENNIS JR; SCHNABEL, 1996).
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Consideramos o Problema 1, sendo Q a bola unitdria com centro na origem e com parametros
oo=1, 3 =2(cosm,senw) e y= 1.5 para a equagdo. O termo fonte investigado foi a fungio
caracteristica X, onde @ € a unido da parte interna da regido delimitada pelas elipses de equagdes
paramétricas

x = —0.540.2cos0

y = 03+4+0.1senf ’
para 6 € [0,27), e

x = —0.540.1cos@

y = 03+40.3sen6 ’

para 6 € [0,27). A primeira equacdo representa a elipse com semi-eixos 0.2 e 0.1 e centro em
(—0.5,0.3) e a segunda equag@o representa a elipse com semi-eixos 0.1 e 0.3 e mesmo centro. A
fronteira e o centro de @ podem ser vistos em azul na Figura 1.

Obtivemos uma aproximacgao para u resolvendo numericamente o problema seguinte.

Problema 10. Dado ® como descrito acima, encontre u : Q — R tal que

—1.5Au+2(cosm,senm) -Vu+u=yxy em Q
u=0 em 0Q

Para isso, utilizou-se o método de Galerkin com elementos lagrangeanos quadraticos, com
uma malha de 859 elementos, sendo 73 elementos de bordo. A Figura 2 mostra as curvas de
nivel da aproximagdo obtida para u.

A partir desta aproximacao encontrada, utilizamos a féormula

gn(x) = Vu(x) -n(x)

com 500 pontos igualmente espagados sobre dQ para obter uma aproximagao para dyu.
Resolvemos o problema a seguir usando numericamente o método apresentado em De Sousa
e Roberty (2012b).

Problema 11. Dada g, obtida numericamente, encontre ® tal que

—1.5Au+2(cosm,senm) - Vu+u=y, em Q
u=0 em 0Q
Onll = gn em 0Q

Na Figura 1 podemos constatar que nesta simulag¢io o algoritmo nos deu como resposta um
conjunto convexo proximo a @ em relagdo a localizagdo e dimensao do conjunto. Porém o bordo
do conjunto obtido ndo € tdo proximo ao bordo de @, o que nos leva a questionar se € possivel
desenvolver um algoritmo que nos dé uma aproximac¢do melhor do que esta. Vejamos uma razao
para acreditar que nao seja possivel.

Consideramos o Problema 1, com os mesmos coeficientes de difusdo, adveccio e decaimento
utilizados nesta secdo e com termo fonte Y+, onde @* é a elipse de semi-eixos 0.146492 e
0.256692 com centro em (—0.5,0.3). Estes valores foram escolhidos visando aproximar a fonte
deste problema da fonte obtida na dltima simulacao.

Obtivemos uma nova aproximacao para u desta vez com a nova fonte y,+. Nas Figuras 2
e 3 temos o grafico de curvas de nivel das aproximacdes para u obtidas para as fontes X € Xo*,
respectivamente. As aproximagdes para u obtidas com estas duas fontes sdo muito semelhantes.
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Figura 1: Fonte original em azul, estimativa inicial £ em verde e reconstrugio obtida em verme-

lho.

[Rs]
0B
0.4
nz

-0.2
-0.4
0B
-08

14.7256

12.7622

10.7585

§.8354

5.572

4.9085

2.9451

0.9317

Figura 2: Curvas de nivel da solucdo do problema direto com fonte ¥,.

E mais, os valores aproximados para dyu também sdo muito préximos, verifica-se na Figura 4.
Isto € um indicio de que o problema inverso de reconstruc¢ao de fontes aqui estudado nao possui
unicidade de solu¢do quando estas sd@o consideradas no conjunto das fungdes caracteristicas de

um conjunto estrelado.
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Figura 4: Gréficos de dyu obtida para as duas fontes. Em azul, a fungio obtida para a fonte y, €
em vermelho, a funcdo obtida para a fonte ).

5.1 Conclusao

Mostramos aqui que, num problema inverso de reconstru¢dao de uma fonte para a equagdo de
difusdo-adveccdo, se a classe de fontes a se reconstruir € o conjunto das fungdes caracteristicas
das bolas com um determinado raio fixado, entdo o problema tem unicidade de solucoes. E que
isso também acontece se a classe considerada for o conjunto das fun¢des caracteristicas das bolas
com centro em um determinado ponto fixado.

Além disso, vimos também que existem indicios de que o problema inverso de reconstru¢ao
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de uma fonte caracteristica de um conjunto estrelado ndo possui soluc@o unica. Considerando
os nossos trabalhos anteriores onde apresentamos um algoritimo para obter fontes caracteristicas
de conjuntos convexos, podemos concluir que € plausivel que este problema tenha unicidade de
solugdes para este tipo de fonte.
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