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Utilizagio da matriz de Leslie para estudar o
crescimento populacional feminino da cidade
de Eunépolis

Using the Leslie Matrix to study female population growth in the city
of Eunapolis

Resumo
Quando a variacao de uma populacéo se realiza em funcédo
do tempo, obtém-se um processo continuo e discreto intitu-
lado dindmica de populac@es. Este processo é de fundamen-
tal importéncia no contexto das ciéncias aplicadas. O obje-
tivo da dindmica de populacGes € estudar as variagfes nu-
méricas que sofrem as populagdes, determinar suas causas,
preceder seu comportamento e analisar suas causas ecolo-
gicas. Neste trabalho, utilizamos o modelo matricial de Les-
lie para estudar o crescimento (ou decrescimento) popula-
cional da cidade de Eunapolis, Bahia, a partir dos anos
2000, com o objetivo de comparar os resultados obtidos
com os dados reais do sistema DATASUS. Para isto, utili-
zamos os dados contidos no mesmo para determinacdo dos
parametros demogréficos do modelo. Em seguida, realiza-
mos simulacdes com o objetivo de estimar as populacdes
nos anos de 2009 e 2018. Devido a proximidade dos dados
reais com os resultados obtidos no ano de 2009 (ndo havia
dados em relacdo a anos posteriores a 2012), concluimos
que o modelo matricial de Leslie € uma ferramenta eficaz
para realizar estimativas de populagdes femininas.
Palavras-Chave: Crescimento Populacional. Matriz de
Leslie.

Abstract
When the variation of a population is performed as a func-
tion of time, a continuous and discrete process, called pop-
ulation dynamics, is obtained. The purpose of population
dynamics is to study the numerical variations suffered by
populations, determine their causes, precede their behavior
and analyze their ecological causes. In this paper, we use
the Leslie matrix model to study the growth (or decline) of
the city of Eundpolis, from the year 2000, with the objective
of comparing the results obtained with the actual data from
the DATASUS system. For this, we use the data contained
therein to determine the demographic parameters of the
model. Then, we perform simulations in order to estimate
the populations in the years 2009 and 2018. Due to the prox-
imity of the actual data with the results obtained in the year
2009 and the growth of the city, we conclude that the Leslie
matrix model is an effective tool to perform estimates of
female populations.
Keywords: Population Growth. Matrix of Leslie.

Artigo recebido em set. 2018 e aceito em fev. 2019.



1 Introducao

O crescimento ou decrescimento populacional é, sem divida, um fenémeno de estudo
muito importante no contexto das ciéncias aplicadas. Neste sentido, a contribuicdo da Matema-
tica estd em fornecer modelos que permitam analisa-lo quantitativamente em funcao do tempo.
Assim, diversos modelos matematicos ja foram elaborados com o objetivo de estudar este fe-
ndmeno, conforme pode ser visto em Anton e Rorres (2001), Bacaer (2011), Bassanezi (2013)
e Sodré (2007).

O modelo matricial (ou matriz) de Leslie é assim denominado em homenagem ao seu
criador, o fisiélogo Patrick Holt Leslie (1900-1972). Leslie, conforme Bacaér (2011), nasceu
em 1900 na Escocia e obteve o titulo de Bacharel em Fisiologia em 1921. Contudo, foi impe-
dido de terminar seus estudos médicos devido a problemas de satde. Assim, trabalhou por al-
guns anos no Departamento de Bacteriologia, até que em 1935 se interessou por Estatistica e se
juntou ao centro de pesquisa Bureau of Animal Population, que tinha como objetivo estudar as
flutuacGes de populacdes animais. Mais tarde, em 1945, publicou seu artigo mais famoso, inti-
tulado On the use of matrices in certain populations mathematics, onde apresenta 0 modelo
aqui utilizado.

Neste trabalho, utilizamos 0 modelo matricial de Leslie para estudar o crescimento ou
decrescimento populacional feminino da cidade de Eunapolis, a partir dos anos 2000, com o
objetivo de estimar a populagédo em anos posteriores e comparar com os dados reais obtidos no
sistema DATASUS. Assim, pretendemos verificar a aplicabilidade do modelo, tendo em vista
as mudancas e o crescimento que a cidade sofreu desde que foi emancipada em 1988. A escolha
do tempo inicial (ano 2000) para este estudo justifica-se pela melhor adequacdo dos dados do
sistema ao modelo.

Este artigo possui a seguinte estrutura: de inicio, na secdo 2, apresentaremos 0 modelo
matricial de Leslie. Detalhes adicionais poderdo ser vistos em Anton e Rorres (2001) e Bacaer
(2011). Em seguida, na segéo 3, apresentaremos os dados do sistema DATASUS, a metodologia
aplicada e discutiremos os resultados. Por fim, na secdo 4, apresentaremos as conclusoes.

2 Modelo matricial de Leslie
Suponhamos que seja I a idade maxima atingida pelas fémeas de uma determinada po-
pulacdo. Ao dividirmos a populacdo em n faixas etarias, temos que a duracdo de cada faixa

Loz 1
etaria é dada por ~ conforme a Tabela 1.

Tabela 1 — Faixas Etarias

Faixa Etaria Intervalo de Idade
[0,1/u]

[/, 2/l

[2/n, 3!l

nil l(n—Z)I/nj(n—l)I/nJ
n [(n - 1)1/71:1]
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Suponhamos que seja conhecido o nimero de fémeas em cada uma das n faixas etarias

no instante t = 0. Em particular, xfo) na primeira faixa, xéo) na segunda faixa, e assim por

diante. Com estes n nimeros, formaremos o vetor-coluna

que chamaremos de vetor de distribuicéo etaria inicial.

Conforme o tempo avanca, o numero de fémeas em cada uma das n faixas etarias muda
por conta de trés processos bioldgicos: nascimento, morte ou envelhecimento. Descrevendo
estes processos quantitativamente, poderemos projetar o vetor de distribui¢do inicial para o fu-
turo.

A maneira mais facil de estudar o processo de envelhecimento é observar a populagdo
em intervalos discretos de tempo, ou seja, ty, ty, ts, ..., tx. Desta forma, para observamos a va-
riagdo da populagdo em cada faixa devido ao envelhecimento, fagamos:

M)

to = O
t; = I/n
t; = ZI/n
te = */n )

Dai, todas as fémeas na (i + 1) — ésima faixa etéria no instante t,_, estavam na i —
ésima faixa etaria no instante t.

Os processos de nascimento e morte entre dois tempos de observagéo sucessivos podem
ser estudados de acordo com os parametros demogréaficos expostos na Tabela 2 a seguir.

Tabela 2 — Pardmetros demograficos

Numero médio de filhas nascidas por

a; fémea durante o tempo em que ela esta
(i=1,23,..,n) nai — ésima faixa etaria.
Fracdo de fémeas na i — ésima etaria
b; que se espera que va sobreviver e pas-
(i=12,..,n) sar para a (i + 1) — ésima faixa eta-
ria.
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De acordo com as defini¢Ges, temos que: a; =0, parai =1,2,3,..,ne 0 < b; <1,
parai =1,2,3,...,n — 1. Suporemos ainda que: nenhum dos b; € nulo, pois desta maneira ne-
nhuma fémea sobreviveria a partir da i — ésima faixa etaria; pelo menos um dos a; deve ser
positivo, de modo que haja algum nascimento.

Assim, o vetor de distribuicdo etaria no instante t;, € definido por

[xik)l

(k)

x®) = X2 (3)
i

em que xi(k) € 0 nimero de fémeas na i — ésima faixa etaria no instante t;.

Desta forma, no instante t;, as fémeas na primeira faixa etaria sdo exatamente as filhas
nascidas entre os instantes t;_, e t;,. Poderiamos escrever

,

numero de

( ) . . namero de
i n de i |( filhas nascidas \| |( numero de flfhas \I | filhas nascidas\|
fémeas R nascidas das fémeas N
, das fémeas na . ;. das fémeas na
na faixa = . . + na faixa etaria 2 + -+ , ..
ctéria faixa etaria 1 | entre os temnos | faixa etarian
| 1 | |k entre os tempos J t 6 et P J Lentre os temposJ
k-1 € Lk
\no tempo th bie-1 € Tk bic € tie-a
ou, matematicamente,
k k-1 - k-1
xf ) = ale )4 apx® D 4 g gD (4)

As fémeas na (i + 1) — ésima faixa etéria (i = 1,2,3,...,n— 1) no instante t, sdo
aquelas que estavam na i — ésima faixa etaria no instante t,_, e que ainda vivem no instante
ty. Assim,

fragdo de
feméas na faixa
= etaria i que
sobrevive e passa
paraa faixai+ 1

numero de
fémeas na
faixa etaria i
no instante t,_4

namero de
fémeas na faixa
etariai +1
no instante t;

ou, matematicamente,

x® = px*Vi=12.,n-1 ®)

Utilizando notacéo matricial, podemos escrever as equacdes (4) e (5) da seguinte ma-
neira:
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(O (kD)
1 [al az a3 an] 1
xOL by 00 0 |t
Lop=[0 by 0 0 [1,.Ge-D) (6)
3 P00 0 0|3,
0 0 0 b, O :
xr(Lk) n -xr(zk_l)

ou, simplificadamente,
x =L x*kD =12, ™)

em que L € a matriz de Leslie

[a1 a; as an'l
|b1 0 o0 0|
L=|0 b, 0 0| ®)
l: o ~ 0o o
lo o o b, 0]
Observe que de (7), obtemos:
x@O = . x©
x@ = [ x® = 2. 5O
x® = . x@ = [3.,©
x®) =[x = [k . (0 ©)

Portanto, ao conhecermos a distribuicdo etaria inicial x(® e a matriz de Leslie L, pode-
remos determinar a distribuicdo etéria das fémeas em tempos posteriores.

3 Aplicacéo do modelo na cidade de Eunapolis

Para estudarmos o crescimento ou decrescimento populacional feminino da cidade de
Eunépolis, fizemos I = 100, n = 10 e escolhemos t, = 2000. Assim, a duracdo da faixa etaria
foi de 10 anos de acordo com os intervalos [0 — 9], [10 — 19],[20 — 29], ...,[90 — 99].

Em relacdo a populacdo feminina residente na cidade de Eunapolis ano 2000, obtivemos
0s seguintes dados através do sistema, conforme consta na Figura 1.

Populagéo residente por Faixa Etaria segundo Municipio
Municipio: 291072 Eunapolis

Sexo: Feminino

Periodo: 2000

Menor 1 10a 14 20a29 30a39 40a 49
ano 5a 9 anos anos anos anos anas 50 a 59 anos | 60 a 69 anos | 70 a 79 anos | 80 anos e mais Total

TOTAL 882 3.585 4.229 4.918 5.365 7.937 6.045 4.338 2.537 1.604 851 417 42.708

291072
Eunapolis 882 3.585 4.229 4.918 5.365 7.937 6.045 4.338 2.537 1.604 851 417 42.708

Figura 1 - Populagdo residente na cidade de Eunapolis no ano 2000
Fonte: http://tabnet.datasus.qov.br/cgi/tabcgi.exe?ibge/cnv/popba.def
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|
2

Com isto, o vetor de distribuico inicial x(® é dado por:

- 8696 1
10283
7937
6045
L _ | 4338 |
2537
1604
851
417
N -

(10)

Cabe ressaltar que por ndo haver os valores exatos em relacdo as faixas etarias
[80 — 89],[90 — 99], supomos que as 417 mulheres pertenciam a penultima.

Conhecido entdo a distribuicdo etaria inicial, faltava-se determinar os pardmetros de
nascimento e sobrevivéncia para compormos a matriz de Leslie.

Para determinacdo dos parametros de natalidade a;, comi =1, 2, ..., n, utilizamos as
informacdes contidas no sistema DATASUS, conforme as Figuras 2 e 3. Na Figura 2 temos 0
namero de filhas nascidas por residéncia divididas em faixas etarias, enquanto que na Figura 3
por ocorréncia.

Nascim p/resid.mée por Idade da mée segundo Municipio
Municipio: 291072 Eundpolis

Sexo: Fem

Periodo: 2000

[ o | 021400 | 19019008 | 200 24ar0s | Z3az3anes | 0adtans | 35033am0n 43449 oo i rorc
39 5 2

TOTAL 18 280 334 149 74 24 925
291072 Eundpolis 18 280 334 149 74 39 5 2 24 925

Figura 2 — Mulheres nascidas por residéncia por faixa etaria no ano 2000
Fonte: http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinasc/cnv/nvba.def

Mascim pfocorrénc por Idade da mée segundo Municipio
Municipio: 291072 Eundpolis

Sexo: Fem

Periodo: 2000

[ umigpio | 100 t4m0s | 13012or 23229 m0x 39539 anox 4324 mx
53 12 2

TOTAL 20 379 421 188 98 35 1.208
291072 Eunapolis 20 379 421 188 98 53 12 2 25 1.208

Figura 3 — Mulheres nascidas por ocorréncia por faixa etaria no ano de 2000
Fonte: http://tabnet.datasus.gov.br/cqgi/tabcgi.exe?sinasc/cnv/nvba.def

Em resumo, o nimero de filhas nascidas em Eunapolis no ano 2000 pode ser visto na
Tabela 3. Diferente do que foi feito em Macedo e Ferraco (2018), as 59 filhas nascidas que
tiveram a idade da mée ignorada, ndo foram adicionadas.

Tabela 3 — Numero de filhas nascidas vivas na cidade de Eunapolis no ano 2000

Faixa Etaria | Filhas Nascidas
[00 — 09] 0

[10 — 19] 697

[20 — 29] 1092

MACEDO, L. V. L.; FERRACO, I. B. Utilizag4o da matriz de Leslie para estudar o crescimento populacional feminino da cidade de Eunépolis. C.Q.D.— Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 14, p. 110-121, fev. 2019. Edicdo Ermac.
DOI: 10.21167/cqdvol14ermac201923169664Ivimibf110121  Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

115


http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinasc/cnv/nvba.def
http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinasc/cnv/nvba.def

A
=)

[30 — 39] 264
[40 — 49] 21
[50 — 59] 0
[60 — 69] 0
[70 — 79] 0
[80 — 89] 0
[90 — 99] 0
Dai, determinamos 0s a; do seguinte modo:
a; P ,i=1,2,3,..,n (11)

i D
em que p; representa o numero de filhas na i — ésima faixa etaria.

Desta forma, os valores obtidos para os parametros de natalidade em cada faixa etaria
podem ser vistos na Tabela 4 a seguir.

Tabela 4 — Parametros de natalidade por faixa etéaria

Faixa Etaria a;
[00 — 09] 0
[10 — 19] 0,336
[20 — 29] 0,526
[30 —39] 0,127
[40 — 49] 0,01
[50 — 59] 0
[60 — 69] 0
[70 — 79] 0
[80 — 89] 0
[90 — 99] 0

Em seguida, calculamos as taxas de sobrevivéncia, isto é, os b;, i = 1,2,3,...,n — 1.
Para isto, também utilizamos as informacdes contidas no sistema DATASUS, conforme Figuras
4eb.

Obitos p/Residénc por Faixa Etdria segundo Municipio
Municipio: 291072 Eunapolis

Sexo: Ferm

Periodo: 2000

Menor 1 5a9 10a 14 15a19 20a29 30a39 40a49 50a59 60269 70a79 80 anos e Idade
ano anos anos anos anos anos anos anos anos anos mais ignorada Total
TOTAL 25 5 2 3 3 6 14 12 20 28 31 30 1 180

291072
Eunapolis 25 5 2 2 3 6 14 12 20 28 31 30 1 180

Figura 4 — Namero de 6bitos por residéncia por faixa etaria
Fonte: http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sim/cnv/obtl0ba.def

Gbitos p/Ocorrénc par Faixa Etaria segundo Municipio
Municipio: 291072 Eunapolis

Sexo: Fem

Periodo: 2000

Menor 1 5a9 10a14 15a19 20a29 30a39 40a 49 50a59 60 a 69 70a79 80 anos e Idade
ano anos anos anos anos anos anos anos anos anos mais ignorada Total
TOTAL 32 9 2 4 2 5 15 17 26 27 34 32 1 206

291072
Eundpolis 32 9 2 4 2 5 15 17 26 27 34 3z 1 206

Figura 5 — NUmero de 6bitos por ocorréncia por faixa etéria
Fonte: http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sim/cnv/obt10ba.def
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Em resumo, o nimero de ébitos em Eundpolis no ano 2000 pode ser visto na Tabela 5.
Os 2 6bitos que tiveram ignorada, ndo foram adicionados, diferente do que foi feito em Macedo
e Ferraco (2018).

Tabela 5 — Numero de 6bitos femininos na cidade de Eunapolis no ano de 2000

Faixa Etaria Obitos
[00 — 09] 75
[10 — 19] 12
[20 — 29] 11
[30 — 39] 29
[40 — 49] 29
[50 — 59] 46
[60 — 69] 55
[70 — 79] 65
[80 — 89] 62
[90 — 99] 0

Observe que supomos os 6bitos classificados por 80 anos ou mais como pertencentes a
penultima faixa etéria.

A partir dai, determinamos 0s b;,i = 1,2, 3, ...,n — 1 do seguinte modo:

Si .
bi=x_i:l—1'2'3""’n_1 (12)

em que s; representa o nimero de fémeas sobreviventes na i — ésima faixa etaria.

Desta forma, os parametros de sobrevivéncia b; obtidos podem ser vistos na Tabela 6 a
sequir.

Tabela 6 — Pardmetros de mortalidade por faixa etaria

Faixa Etaria b;
[00 —09] 0,991
[10 — 19] 0,998
[20 — 29] 0,998
[30 — 39] 0,995
[40 — 49] 0,993
[50 — 59] 0,981
[60 — 69] 0,965
[70 — 79] 0,923
[80 — 89] 0,851
[90 — 99] —

Substituindo os valores obtidos em (6), temos a seguinte equacdo matricial:
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o
xh) 0 0336 0526 0127 001 0 0 0 0 0778696
2] o991 o 0 0 0 0 0 0 0 0]|10283
X3 0 0998 0 0 0 0 0 0 0 0] 7937
2D 0 0 0998 0 0 0 0 0 0 0| 6045
wl_| o 0 0 0995 0 0 0 0 0 0| 4338
Y 17| o 0 0 0 0993 0 0 0 0 0] 2537
x{M 0 0 0 0 0 0981 0 0 0 ol|l 1604
X 0 0 0 0 0 0 095 0 0 0| 851
» 0 0 0 0 0 0 0 0923 0 ofl 417
X 0 0 0 0 0 0 0 o o851 oll o
ey
10 -

Dai,

1 8441 1
8618
10262
7921
@ = 6015
4308 |
2489
1548
785
L 355

Portanto, existem 8441 mulheres na primeira faixa etaria, 8618 na segunda, e assim
sucessivamente. Na Tabela 7, encontram-se os resultados obtidos pelo modelo em comparagéo
com os dados reais do sistema DATASUS.

Tabela 7 — Comparacdo entre os resultados e os dados reais por faixa etaria

Faixa Etaria | Resultados do Modelo DATASUS
[0—9] 8441 9923
[10 — 19] 8618 8938
[20 — 29] 10262 10166
[30 — 39] 7921 7723
[40 — 49] 6015 5909
[50 — 59] 4308 3886
[60 — 69] 2489 2163
[70 — 79] 1548 1225
[80 — 89] 785 589
[90 — 99] 355 —

Em relagéo ao valor total, consideramos a proximidade satisfatoria: 50522 nos dados
reais e 50742 na simulacdo do modelo, ou seja, uma diferenca de 220 mulheres.

Na Tabela 8 a seguir, consta a diferenca entre os mesmos por faixa etéria.
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Tabela 8 — Diferenca entre os resultados e os dados reais no ano de 2009

Faixa Etéria | Diferenca
[0 — 9] 1482
[10 — 19] 320
[20 — 29] 96
[30 — 39] 198
[40 — 49] 106
[50 — 59] 422
[60 — 69] 323
[70 — 79] 326
[80 — 89] 196
[90 — 99] -

Note que ao calcularmos x®, obteremos uma estimativa da populacdo feminina da
cidade de Eunapolis no ano de 2018. De (6), vem que

,(2)_
X1
@ 0 0336 0526 0127 001 0 0 0 0 Oy 8441
2yl 0991 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 8618
X3 0 0998 0 0 0 0 0 0 0 0[{10262
@) 0 0 0998 0 0 0 0 0 0 0]]| 7921
X ’
wl | o 0 0 0995 0 0 0 0 0 0]| 6015
Yo 17| 0 0 0 0 0993 0 0 0 0 0]| 4308
x{? 0 0 0 0 0 0981 0 0 0 oll 2489
L@ 0 0 0 0 0 0 0965 0 0 off 1548
. 0 0 0 0 0 0 0 0923 0 0| 785
Xg 0 0 0 0 0 0 0 0 0851 oll 355
@
10 -
Dai,

[ 9359 1

8365

8601

10241

@ = 7881

5972

4226

2401

1429

L 668 -

Assim, existem 9359 na primeira faixa, 8365 na segunda e assim sucessivamente. No
total, 0 modelo estimou que existem 59413 mulheres na cidade de Eunapolis. Contudo, néo
existem informacdes acerca da populacdo feminina da cidade em 2018 no DATASUS. Assim,
ndo houve como realizar comparagdes com os resultados obtidos.
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4 Consideracoes finais

Neste trabalho, utilizamos 0 modelo matricial de Leslie para estudar o crescimento (ou
decrescimento) populacional feminino da cidade de Eunapolis a partir do ano 2000. Para isto,
utilizamos os dados do sistema DATASUS com objetivo de comparar os resultados com os
dados obtidos em anos posteriores no mesmo sistema.

No processo de determinacdo dos parametros demograficos (Tabela 2), percebemos a
importancia dos mesmos, pois é a partir deles que se teréd toda a distribuicdo etaria posterior,
conforme visto em (7). Além disto, é essencial que os métodos utilizados para determina-los
sejam fiéis a populacdo em estudo, pois empregé-los de maneira errada poderiam levar a con-
clus@es errdneas sobre o crescimento (ou descrecimento) da populacao estudada.

Em relacdo ao ano de 2009, consideramos os resultados obtidos satisfatorios, devido a
proximidade dos resultados com os dados reais do sistema, como visto na Tabela 7, 8 e 9. Mais
ainda em relacdo ao valor total, conforme a Tabela 8. Como no sistema DATASUS néo havia
informacBes quanto a populacdo residente apds o ano de 2012, ndo foi possivel comparar 0s
resultados do ano de 2018 com dados reais.

Cabe ressaltar que, embora a equacdo (7) apresente a distribuicdo etaria da populacdo
para qualquer instante de tempo, ela ndo fornece uma ideia geral da dindmica de crescimento
(ou decrescimento). Para isto, deve-se investigar os autovalores e autovetores da matriz de Les-
lie associada. Este estudo, no entanto, ficara para trabalhos futuros.

Por fim, concluimos que o modelo matricial de Leslie é uma ferramenta eficaz para
realizar estimativas de populagdes femininas.
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