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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma semantica de
vizinhanca para uma particular 16gica modal, a 16gica proposi-
cional do plausivel. A légica do plausivel foi introduzida no con-
texto das l6gicas moduladas, para tratar de um quantificador nao
classico, o qual tem seus modelos vinculados com uma varia¢ao
do conceito de espaco topoldgico. Esta estrutura matemadtica de
espaco pseudo-topoldgico pode ser destacada do ambiente das
16gicas moduladas e se transformar num modelo para uma légica
proposicional, em que os seus operadores interpretam os opera-
dores 16gicos usuais e também um operador de cardter modal.
Assim, por ser uma logica modal ndo normal, a légica proposi-
cional do plausivel ndo admite uma usual semantica de Kripke,
mas com algum contorno assente em semantica de vizinhanga,
uma semantica relacional.
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Abstract

This paper has as objective to present a neighbourhood semantics
for modal logic that is the theme of the paper, the propositional lo-
gic of plausible. The logic of plausible was introduced in the con-
text of modulated logics, to formalize a non-classical quantifier,
whose models are connected with a variation of concept of topo-
logical space. This mathematical structure of pseudo-topological
space can be detached from the ambient of modulated logics and
be transformed in model for a propositional logic, which has its
Boolean operators interpreted in the usual way and the new modal
operator receive particular attention. As this is a modal logic of
character non-normal, it does not admit a Kripke semantics. So
in the paper, it is a neighbourhood semantics that is a relational
semantics for the propositional logic of the plausible.

Keywords: Modal logic. Propositional logic of plausible. Neigh-
bourhood semantics.
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Introducao

De um modo geral, as chamadas 16gicas modais inserem um novo operador ndo definido a
partir dos operadores cldssicos e, assim, estendem as logicas classicas.

H4 também extensdes modais de légicas distintas da logica cldssica, mas o sistema aqui
considerado esta de acordo com este modo geral.

As usuais ldgicas modais normais t€ém como semanticas essenciais os modelos de Kripke, ou
semantica dos mundos possiveis, que resgatam boas intui¢des das 16gicas modais normais.

Também tratamos com modelos de mundos possiveis, mas com pequenas adequacoes.

Iniciamos com uma breve apresentacdo da légica modulada do plausivel, introduzida em
Carnielli e Gracio (2008) e Gracio (1999).

Gracio (1999) procurou formalizar quantificadores ndo 16gicos que, de alguma maneira, con-
templassem aspectos do processo de generalizagdao desenvolvidos nos raciocinios indutivos. Estes
quantificadores tinham a motivacdo de expressar proposi¢des gerais, mas distintas do universal.

Para tanto, ela precisou de estruturas matemaéticas que pudessem interpretar estes novos quan-
tificadores com alguma sensatez intuitiva e interacdo com os demais aspectos da logica.

A estrutura que nos interessa neste artigo € a dos espacos pseudo-topoldgicos, que é uma
variagdo do usual conceito de espaco topologico. Esta estrutura foi idealizada como espacgo de
interpretacdo do quantificador para uma boa parte, chamado inicialmente de quantificador do
plausivel (GRACIO, 1999) e que neste artigo é também chamado de quantificador da ubiquidade,
como em Carnielli e Gracio (2008).

Entdo, damos uma versdo proposicional associada ao conceito de pseudo-topologia. Na
sequéncia, definimos as dlgebras correspondentes aos espacos pseudo-topologicos. Certamente,
estas algebras sao modelos da 16gica do plausivel, na sua versdo proposicional.

Como esta l6gica proposicional do plausivel recebeu originalmente uma semantica algébrica,
passamos entdo a buscar por modelos relacionais para ela.

O elemento original deste trabalho € a arquitetura de uma semantica relacional para a ldgica
proposicional do plausivel, que vem na ultima se¢do.

1 Loégica do Plausivel

Uma légica modulada é uma extensdo conservativa da logica cldssica de primeira ordem,
dada pela inclusd@o de um novo quantificador, ndo definivel a partir dos usuais quantificadores:
universal V e existencial .

Para a l6gica tratada neste artigo, inclui-se um novo quantificador na linguagem da l6gica
classica de primeira ordem, denotado por P, chamado de quantificador do plausivel ou quantifi-
cador da ubiquidade.

Grécio (1999) denominou esta de ldgica do plausivel e a denotou por L(P).

Este novo quantificador tem a motivagdo intuitiva de capturar proposicdes da linguagem na-
tural da forma uma boa parte.

A interpretacao deste quantificador € dada na estrutura matemdtica chamada de espaco quase-
topologico, a qual serd em breve detalhada.

Assim, uma sentenga quantificada do tipo Px ¢(x) significa que ‘uma boa parte dos elementos
x do dominio, satisfaz a propriedade ¢’, ou também, que ‘hd suficientes x tais que ¢(x)’.

Deste modo, a formalizacao l6gica quantificacional dos espacos pseudo-topoldgicos surgiu
como um caso de légica modulada, uma extensdo da légica cldssica de primeira ordem com

BOZA, T. A. dos S.; FEITOSA, H. de A. Pseudo-topologia, l6gica do plausivel e modelo relacional. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru,
v. 16, p. 16-27, dez. 2019.
DOI: 10.21167/cqdvol16201923169664tasbhar1627  Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

17



igualdade £.
Para detalhes sobre £ ver Ebbinghaus, Flum e Thomas (1984) ou Feitosa e Paulovich (2005).

A l6gica estendida £(P) é determinada pelos seguintes acréscimos:

- a linguagem L de £(P) conta com um novo simbolo de quantificador P e sentengas do tipo
Px ¢(x) sdo bem formadas em L (P).

- axiomas especificos do quantificador P:

(A1; Px <P(x§ APx y(x) — Px(@(x) A y(x))
3) Vx @(x) = Px @(x
; )

)
)
Vx(@(x) = y(x)) = (Px ¢(x) = Px y(x))
6) Px ¢(x) — Py ¢(y), se y € livre para x em ¢(x).
- regras de deducdo:
(MP) Modus Ponens: @, ¢ — Yy =y
(Gen) Generalizacdo: @ F Vx@(x).

Os demais conceitos sintaticos sa0 como 0s usuais.

Apresentaremos alguns resultados de £(P), cujas demonstragdes podem ser encontradas em
Carnielli e Gracio (2008).

Proposicao 1.1 As seguintes formulas sdo teoremas de L(P):
(i) Px (¢(x) V—0(x))
(ii) (Px @(x) A Px y(x)) = Ix(@(x) Ay(x))
(iii) Px ¢(x) — = Px —@(x).

Teorema 1.2 O cdlculo de predicados L(P) é consistente.

Teorema 1.3 (Teorema da Dedugdo) Seja ' U{ @, y} um subconjunto de formulas de L(P). Se
TU{e}t y, e x é uma varidvel livre de ¢ tal que na demonstracdo de W a partir de TU{¢} a
regra (Gen) ndo é aplicada em nenhuma formula @; que depende de @, entdo I' - ¢ — .

Proposicao 1.4 Um subconjunto de formulas T de L(P) é consistente se, e somente se, todo
subconjunto finito I'g de I é consistente.

Proposicao 1.5 Sejam I" um conjunto de formulas e ¢ uma sentenca de L(P). Entdo TU{¢@} é
inconsistente se, e somente se, I' = —¢.

Proposiciao 1.6 Se I' é um subconjunto de formulas de L(P) consistente maximal e @,y sdo
sentencas de L(P), entdo:

O)I'F@seepecl’

(i) p ¢ T see @ €’

() Ay el see o,y cI.

Teorema 1.7 (Lindenbaum) Todo conjunto consistente de sentencas de L(P) estd contido em um
conjunto consistente maximal.
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Agora, 0s conceitos semanticos.

Definicao 1.8 Um espaco pseudo-topolégico é um par (E,Q), em que E é um conjunto ndo-
vazio e Q um subconjunto de P(E). Cada membro de Q é denominado um aberto de (E,Q), de
maneira que:

(1) se A,B € Q, entdo ANB € Q;

(ii) se A,B € Q, entdo AUB € Q;

(iii) E € Q;

(iv) 0 ¢ Q.

Defini¢do 1.9 Um subconjunto F de E é fechado em (E,Q) quando seu complementar F C éum
aberto em (E,Q).

Cada topologia caracteriza uma operagao de interior, mas nao tratamos com definicdo de
topologia, mas de pseudo-topologia. Temos, entao, uma particular definicao de interior.

Definicao 1.10 Seja (E, Q) um espago pseudo-topolégico. O interior de A C Q é denotado por
Ae definido por:

A é 0 maior D € Q tal que D C A, se hd tal D € Q;

A=0, se ndo hda D € Q tal que D C A.

Segue desta definicao que AcCa, para todo A € P(E). E cada subconjunto ndo vazio A C E
é aberto em (E,Q) se A CA.

Logo, se A € aberto entdo A=A, mas para A # (. Além disso, o interior de um conjunto é um
conjunto aberto ou € o conjunto vazio.

As estruturas adequadas para £(P), estruturas do plausivel, sdo extensdes das estruturas de
primeira ordem A.

Assim dada uma estrutura A, consideremos que o seu dominio € denotado por A. Uma es-
trutura do plausivel, denotada por A€, é determinada a partir de A pelo acréscimo de um espaco
pseudo-topoldgico € sobre o universo A.

A interpretacdo dos simbolos de relacdo, funcdo e constante é a mesma de £ com relagdo a
A.

Definiciio 1.11 A satisfacdo de uma sentenca do tipo Px @(x) em A é definida indutivamente
por:

- se ¢ é uma formula cujas varidveis livres estdo em {x} U{y1,...,y,} e a=(ay,...,a,) é uma
sequéncia de elementos de A, entdo:

AR EPxg[x,al < {bcA: A%E [b,a]} € Q.
Para a sentenca Px ¢(x), tem-se A% E Px ¢(x) & {a € A: A% E ¢(a)} € Q.

As outras nogdes semanticas sa0 como as usuais.
Grécio (1999) demonstrou que as estruturas do plausivel sdo modelos corretos e completos
para L(P).
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2 Légica Proposicional do Plausivel

Com énfase apenas nos espacos pseudo-topoldgicos apresentamos uma versao proposicional
da logica do plausivel, adaptada de Feitosa, Nascimento e Gracio (2009).

Denotamos a légica proposicional do plausivel por (V). Ela estende a 16gica proposicional
classica (LPC) na linguagem L = {—,A,V,—} com o acréscimo do operador undrio V, donde
obtemos a linguagem proposicional L = {—,A,V,—,V}.

A logica fica determinada pelo seguinte:

- Axiomas:

(Axp) tautologias da LPC
(Ax1) (VoAVY) = V(e Ay)
(Ax2) V(QV—9)

(Ax3) =V _L.

- Regras de deducao:
(MP) Modus Ponens
(RV)Fo—vy /EVe = Vy.

Diante disso, ¢ e y sdo plausiveis se, e somente se, ¢ A Y € plausivel. Toda tautologia é
plausivel, nenhuma contradi¢io € plausivel. A regra (MP) diz que se ¢ — Y e @ sdo plausiveis,
entdo também Y é plausivel.

Podem ser demonstrados os seguintes resultados.

Proposicao 2.1 (i) VL — |

(i) Vo —V(pVy)

(i) F o =+ Vo.
Demonstragdo: (i) V1 — 1 & —V1, (Ax3);

(ii) Segue imediatamente de @ — (@ \V y) pela regra (RV);

(iii) Do axioma (Axy), temos que =V T. Agora, se & @, entdo ¢ < T e, entdo, pela regra
(RV) temos V T — V@ e, dai, por (MP), temos =V @. m

Proposicao 2.2 Vo —» V(pVy) < (VoVvVy) = V(pVy).
Demonstragdo: (=) Da Proposicdo 2.1 (ii), temos Vo — V(o V y) e Vy — V(o V y). Logo,
vale VoV Vy) = V(pVy).

(<) Se (VoVVy) = V(o V), daldgica proposicional cldssica, temos Vo — (Vo V V).
Logo, por transitividade, vale Vo — V(@ V y). ]

3 Algebras dos espacos pseudo-topologicos

Agora, apresentamos a algebra do plausivel, que corresponde a versao algébrica da légica da
secdo anterior, também adaptada de Feitosa, Nascimento e Gréicio (2009).

Definicao 3.1 Algebra do Plausivel é uma estrutura P = (P,0,1,A,V,~,H), de maneira que
(P,0,1,A,V,~) é uma dlgebra de Boole e § é o operador do plausivel, sujeito a:
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(a1) tantb < fH(aNDb)
(az) fa <t(aVD)
(a3) ﬂOZO

(aq) 1= 1.

Proposicao 3.2 Se P = (P,0,1,A,V,~, 1) é uma dlgebra do plausivel e a,b € P, entdo:
WDa<b=1fa<tb
(i) faNgb =t(a A D)
(iii) fa V b < f(a V b).
Demonstragdo: (i) Se a < b, entdo a\V' b =D e, entdo, #(a\V b) = tb. Como por (a3), fa < f(aVb),
entdo ta < b,
(ii) Por (ay), faANgb < #(aAb). Agora, como aNb < a,b, por (i), temos que §(aA\b) < taN\§b;
(iii) Segue do fato que a,b < (aV b) e do item (i). n

A demonstra¢do da proposi¢do abaixo pode ser encontrada em Feitosa, Nascimento e Gracio
(2009).

Proposicao 3.3 Para cada dlgebra do plausivel P = (P,0,1,\,V,~,1) existe um monomorfismo
h de P num espago pseudo-topoldgico de conjuntos definidos em P(P(P)).

Demonstracd@o: Consideremos que h : P — B é um isomorfismo de Stone da dlgebra de Boole
(P,0,1,A,V,~) numa dlgebra de conjuntos B. Basta estendermos o isomorfismo de Stone para
h:P=(P,0,1,A,V,~,t) — (B,t) de modo que h(fa) = th(a). ]

Definicao 3.4 A interpretacdo de 1.(V) numa pseudo-topologia (E,Q) é uma fun¢do v com as
seguintes caracteristicas:

v(l)= (Z)
v(T)
v(pA ) ANB
v(pVy)=AUB
v(—p) =AC

A seA e Q
v(Ve) = { 0 no outro caso.

A é o interior de A, que € o maior aberto contido em A, caso ele esteja €, ou é o conjunto
vazio (0, em caso contrario.

Proposicao 3.5 Para a interpretagdo v acima, temos que: = @ — y < v(@) Cv(y).
Demonstracio: - ¢ — y see v(¢ — W) = E see v(9)C U v(y) = E see v(@) C v(y). ]

4 Semantica Relacional para L(V)

Tendo em conta os sistemas de 16gicas modais apresentados, por exemplo, em Bull e Se-
gerberg (1984), Chellas (1999) e Priest (2001) e que a légica proposicional do plausivel € uma
l6gica modal ndo normal, entdo uma interpretagdo por modelos de Kripke néo se aplica a L(V).
Contudo, introduziremos uma semantica que € uma varia¢ao dos modelos a la Kripke.

Apresentamos uma semantica relacional de vizinhancga para a 16gica proposicional do plausivel
e, entdo, a adequacdo entre este modelo relacional e a axiomatica introduzida anteriormente.
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Definicao 4.1 Um modelo relacional M para a logica proposicional do plausivel é uma terna
M= (W,S,V), em que:

- W é um conjunto ndo-vazio de mundos possiveis;

- S uma fungdo que associa cada x € W um conjunto de subconjuntos de W, isto é, S(x) C
P(W), de tal modo que satisfaz as seguintes condigdes:

(i) se X € S(x) eY € S(x), entdo X NY € S(x);

(ii) se X € S(x), entdo X UY € S(x);

(iii) 0 ¢ S(x);

(iv) W € S(x);

-V é uma valoracdo em W, isto é, uma fung¢do do conjunto das formulas atémicas de 1.(V)
em P(W).

Agora, temos de definir condi¢Oes para que as formulas sejam validas nesta nova estrutura.

Definicdo 4.2 O conjunto verdade de ¢ em M é denotado por || @ |™ e é definido por || ¢ |M=
{rew: = o}

Esta defini¢do diz que no modelo M, ao tomarmos o mundo x, temos que a férmula ¢ é
verdadeira.

Definicao 4.3 Sejam M um modelo e x € W. Uma formula ¢ é verdadeira no mundo x, o que é
denotado por ):)vat o, se:

@) ):)vat pi < x € V(p;), quando p; é uma varidvel proposicional;

(i1) as condigoes para os operadores Booleanos seguem como usualmente;

(i) = Vo < || @ [ € S(x).

Em geral, denotamos o conjunto verdade ¢ apenas por || ¢ ||.
Definicao 4.4 Uma formula ¢ é vdlida num modelo M, quando é verdadeira para todo x € W.

Neste caso, a férmula € verdadeira em qualquer mundo x de M e, portanto, ela ndo depende
do mundo considerado.

Definicao 4.5 A formula ¢ é vdlida quando é verdadeira em todo modelo M.

Uma férmula valida independe do modelo considerado. Neste contexto, ela deve ser univer-
salmente aceita.

Denotamos que uma férmula ¢ € védlida num modelo M, ou que o modelo M satisfaz a
férmula @, por =™ ¢. Se a férmula ¢ é vélida, entdo escrevemos apenas = @.

Definicao 4.6 Se I' é um conjunto de formulas e M é um modelo, entdo o modelo M satisfaz o
conjunto I, o que é denotado por ):M I se ):M @, para cada ¢ €T

Defini¢ao 4.7 Seja T'U{ @} um conjunto de formulas. O conjunto I implica a féormula ¢, ou ¢ é
uma consequéncia semdntica de 1, se para todo modelo M, sempre que ):M I, também ):M Q.

Denotamos a consequéncia semantica por I' = ¢.
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Proposicao 4.8 Se M é um IL(V)-modelo e @,y sdo formulas quaisquer, entdo:
Ol -ell==1¢
Gl prw =l el
(i) vyl =lle|ulw
W) le—=vl=—le|uUlwy
W leevil=lelulvin=lviuvlel)
Vi) | Vo | = {xe W : || ¢ [l€ S()}.

Demonstragdo: O conjunto — || @ || coincide com W— || ¢

W.

As condigoes de (i) a (v) seguem imediatamente do cardter Booleano da logica cldssica e da
teoria dos conjuntos.

Resta mostrarmos a condigdo (vi). Por defini¢do, x |= V@ see x € || V@ ||. E isto significa,
portanto, que {xc W : | o | € S(x)} =] Vo | ]

>

>

»

’

, 0 complemento de || ¢ || relativo a

Proposicao 4.9 (Correcao) '@ =T |= ¢.
Demonstragdo: Seja M um modelo para 1L(V). Fazemos a prova por indugdo sobre o compri-
mento da dedugdo I' - .

Quando n = 1, tem-se que ¢ pertence a1’ ou ¢ é um axioma. Desse modo, facamos em duas
partes:

-se @ € I' ou ¢ é um axioma da LPC, nada temos a demonstrar;

- se ¢ é um dos axiomas modais, entdo:

(Ax)) Sex €W e EM Vo AV, por ser um modelo Booleano, =)'V e =M Vi e, assim,
o]l €Skx)ell vl €S(x). Pela condicdo (i) da Definicdo 4.1, temos || @ || N || v || € S(x) e,
por definicdo, | @ Ay || € S(x). Desse modo, =M V(@ A ).

(Axy) Para todo x € W, temos que =" VT, pois || T || € S(x), para todo x € W. Logo, para
todo x € W, temos que =)' VT ou =M V(o V —@).

(Ax3) Nenhum x € W é tal que | =)' V L, pois do contrdrio || L || € S(x) para algum x € W.
Logo, por ser Booleana, para todo x € W, temos que ’:)JCW -V.L.

Quando n < k, temos como hipdtese de indugdo que: I'+ @, =T = @,.

Assim, hd trés possibilidades para o passo seguinte, k+ 1, da inducdo: (i) Q11 é uma pre-
missa; (ii) Q1 € um esquema de axiomas; (iii) Q. é deduzida a partir das regras MP ou
(RV).

Para os itens (i) e (ii), a justificativa é como na base da indugdo.

Para a regra MP, sabemos da LPC que ela preserva a validade. Desse modo, falta-nos
analisar a regra (RV).

(RV) Sejam x € W, tal que ):fCV[ ¢ — Y. Por ser um modelo Booleano e - ¢ — Y, temos que
| @ || || w|. Dat, paratodox €W, se || ¢ || € S(x), entdo || y || € S(x). Assim, ou |2V ou
=MV e, por definicdo, temos =) Vo — V. ]

Agora, daremos algumas definicdes e mostraremos alguns resultados para, por fim, demons-
trarmos a completude de nosso sistema, relativo a semantica M.

Definicao 4.10 Um conjunto de formulas A é maximalmente consistente quando A é consistente
e nenhuma extensdo conservativa de A é consistente.

A demonstragdo do resultado abaixo pode ser encontrado em Chellas (1999).

BOZA, T. A. dos S.; FEITOSA, H. de A. Pseudo-topologia, l6gica do plausivel e modelo relacional. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru,
v. 16, p. 16-27, dez. 2019.
DOI: 10.21167/cqdvol16201923169664tasbhar1627  Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

23



Proposicao 4.11 (Lindenbaum) 7odo conjunto consistente I" pode ser estendido a um conjunto
maximalmente consistente A.

A seguir, tratamos com modelos canonicos. Consideremos, o conjunto de todos os conjuntos
de formulas de (V) que sdo maximalmente consistentes. Denotamos este conjunto por .

Defini¢ao 4.12 O conjunto de demonstragées de @ é o conjunto || ={I" € x : ¢ €T'}.

O conjunto das demonstra¢des de ¢ € o conjunto |¢| que contém todas as teorias consistentes
que contém ¢. Teorias consistentes coincidem com subconjuntos maximalmente consistente de
formulas de L(V).

Como ndo hé condigdes adicionais para a defini¢do de demonstrag¢do, entdo o conjunto de
demonstracdes de (V) é similar ao caso cldssico, variando apenas pela inclusdo das formulas
modais dedutiveis.

Proposicao 4.13 Se ¢ e y sdo formulas quaisquer 1L(V), entdo:
) [-o| = —|¢
(i) e Ay| = o[N]y
(iii) [@ vV y| = [o|U |y
(iv) [ = y| = —[o|U|y];
W) @ < y| = (=|e|U[y])N(—|y|U[e
v ol Clyl=Fo—y;
i) (o[ =[y| & F o < .
Demonstracd@o: Como todos estes itens contemplam apenas aspectos Booleanos, as suas justifi-
cativas sdo exatamente as mesmas da LPC. (]

>

’

’

);

Definicao 4.14 A estrutura M = (W,S,V) é um modelo candnico para 1.(V), se satisfaz as se-
guintes condigoes:

OW=x

(i) || € S(T') < Vo €T, paratodo T € W;

(iii) V(pi) = |pi|, para toda varidvel proposicional p;.

Proposicao 4.15 Se M é um modelo candnico, entdo, para toda formula ¢ e todo I € W, tem-se
queT EM o < @ eT.
Demonstracdo: Faremos por indugdo sobre a complexidade da férmula ¢, para o conjunto de
operadores {—,\,V}.

(i) Para @ = p;, com i € N: temos que T =™ p; see T € V(p;) see T € |p;|. Por construgéo
de |pi|, T é um conjunto em |p;| see p; € T.

(ii) Para ¢ = —y: I’ ):M —y see TEM w. Pela hipétese de inducdo, temos que @ ¢T, e
como I' é maximalmente consistente, segue que ~\y € I’ e, portanto, ¢ € 1.

(iii) Para @ = y A o: T =My Ao see T =My e T' =M 6. Assim, por hipétese de indugcdo,
y,0 €. Pela LPC, yw Ao €1 e, portanto, ¢ €T

(iv) Para @ = Vy: T EM Vy see || v ||€ S(T). Desse modo, pela hipdtese de indugdo,
para todo ® € y, temos que ® =" y see w € B, isto é, || y || = |y|. Assim, || w || € S(T) see
|y| € S(T'). Agora, por definicdo de S(T'), |y| € S(T') see Vy € T e, assim, ¢ € T. n

Mais algumas defini¢oes.
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Defini¢ao 4.16 A estrutura M é o menor modelo candnico quando o conjunto S(T') contém ape-
nas conjuntos de demonstragoes.

Definiciio 4.17 A suplementacdo de M é o modelo M = (W, St V), com a seguinte condigdo
adicional para S*. Para todoT € W e todo X CW:
X eST() < existeY € ST(T) tal que Y C X.

O conjunto ST (), descrito acima, pode ser facilmente reescrito da seguinte maneira S*(I')
={X CW:|p| C X, paraalgum V@ € I'}. Assim, claramente, S(I') C S7(T).
Agora, falta-nos mostrar que esta suplementacao é um modelo canonico para L(V).

Proposicio 4.18 M é um modelo canénico para (V).
Demonstragdo: Seja M o menor modelo canédnico de 1L(V).

Para mostrarmos o que queremos, basta que verifiqguemos a seguinte equivaléncia: para toda
formula @ e todo T € W, entdo |@| € ST(') & Vo €T.

(=) Se |@| € ST(I), entdo, para algum Y € S(T), temos que Y C |@|. Como M é o menor
modelo canédnico, entdo Y = |y|, para alguma formula y, |y| C || e Vy € T. Assim, pelos
resultados anteriores, segue que = W — @ e, agora, por (RV) temos que, = Vy — V. Portanto,
Vo eT.

(<) Se Vo €T, entdo |¢| € S(T') e como S(T') C ST(I'), entdo || € ST(I). n

Proposicio 4.19 Se M é o menor modelo canénico para (V) e M é sua suplementagdo, entdo
as condicdes (i), (ii), (iii) e (iv) como na Definicdo 4.1 sdo vdlidas em M.

Demonstrag@o: Pelo resultado anterior, segue que M é um modelo canénico para (V). Assim,
basta verificarmos as condicoes (i), (ii), (iii) e (iv) da Definicdo 4.1.

(i) SejamT € W e X,Y C W tais que X € ST(T) e Y € ST(I'). Pela defini¢do de ST(I'), existe
Z CX tal que Z € S(I') e também que existe U C Y tal que U € S(T). Pela condigdo (i) para S,
segue que ZNU € S(T) e, portanto, XNY € ST(T).

(i) Sejam T € W e X C W tal que X € ST('). Pela definicdo de S*(T'), existe Z C X tal
que Z € S(I'). Agora, para qualquer U C W, por (ii) para S, temos que ZUU € S(I') e, assim,
XUU € SHI).

(iii) Devemos mostrar que @ ¢ ST(T). Como M = (W,S,V) é um modelo canénico para
IL(V), entdo ® ¢ S(T'). Logo, ndo existe Y C 0 tal que Y € S(T) e, entdo, @ ¢ ST (I).

(iv) Devemos mostrar que W € ST(T'). Para T € W, o conjunto ST(I') #0. Se X € ST(T),
entdo X CW e, pela condigao (ii), W € ST(T). n

Agora, mais uma definicdo e mostraremos o0 que queremos.

Definicao 4.20 Seja M o menor modelo canénico e M sua suplementacdo. O modelo My~ =
(Wr, St, Vr) serd denominado suplementado para T quando as seguintes condi¢des sdo vdlidas
na estrutura:

OWr={LZeyx:TCX}

(ii) Para todo £ € Wr e todo X C Wr,X € St < para algumY € ST(X), X =Y NWry,

(i) Vr(pi) ={X € x : pi € L el € XL}, para toda varidvel proposicional p;.

Intuitivamente, a estrutura acima é obtida excluindo de M ™ todos os conjuntos maximalmente
consistentes que ndo contém I'.
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Dessa forma, Mff € um modelo candnico e, portanto, as condi¢des (1), (ii), (iii) e (iv) da
Defini¢do 4.1 continuam validas nesta estrutura. E mais, construido dessa forma, para todo ¥ €
Wr,I' C X, segue que X )sz I, comK = Mff e, portanto, I:j< |

Agora, finalmente, mostraremos com o auxilio destas estruturas a completude.

Proposicao 4.21 (Completude) Se I |= ¢, entdo T ¢.
Demonstracdo: Pela reciproca da contrdria.

Se T'¥ @, entdo T' ¥ ——@ e, dai, que T U{—@} é consistente.

Pelo Teorema de Lindenbaum, existe um conjunto maximalmente consistente A, que estende
Tu{-e}, istoé, TU{-@} CA com—@pcAe ¢ ¢A

Como A é um conjunto maximalmente consistente em I1L.(V) e ' C A, entdo todo modelo de A
também é modelo de T

Considerando a estrutura M-, temos para o modelo X = M- vale A =X T e AEX @. Deste
modo, temos T [~ @. ]

Com isto, temos uma semantica de vizinhanca que € completa e fortemente adequada a versao
axiomdtica da 16gica proposicional do plausivel L(V).

Consideracoes finais

O presente trabalho mostra uma semantica relacional para a 16gica proposicional do plausivel.

Iniciamos procurando alguma semantica de Kripke. No entanto, as semanticas de Kripke
usuais sdo aplicadas em 16gicas modais normais. Dado que a l6gica proposicional do plausivel
ndo é normal, precisamos de um outro para uma semantica de cardter relacional.

Chegamos nas semanticas relacionais ou de vizinhanga. Elas tratam dos mundos possiveis e,
no nosso caso, de algumas relagdes especiais impostas nas defini¢cdes dos modelos que investiga-
mos.

Para as relagdes impostas, olhamos para os axiomas e obtivemos algumas relagdes que de
algum modo os espelhassem. Ao apresentarmos tais relagcdes, mostramos a corre¢io do sistema
l6gico com esta nova semantica.

Para a completude tivemos que seguir um caminho encontrado na literatura, com os conjuntos
maximalmente consistentes, apoiados no Teorema de Lindenbaum.

A nova semantica para a ldgica proposicional do plausivel foi alcancada.
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