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Radicais duplos no calculo do volume de
poliedros convexos

Double radicals in convex polyhedra’s volume calculation

Resumo

Apresentamos neste trabalho o cdlculo do volume em fungao
da medida da aresta dos seguintes poliedros convexos: icosa-
edro regular, icosaedro truncado, icosaedro triakis e piramide
pentagonal giroalongada. Empregamos o aplicativo gratuito
de geometria dinamica GeoGebra 3D para compor/decompor
os poliedros e, no cdlculo do volume, utilizamos a conversao
de radicais duplos em radicais simples. Concluimos que a
conversao simplifica as relagdes para o volume e que a compo-
sicdo/decomposic¢do dos poliedros no GeoGebra 3D facilita o
desenvolvimento de estratégias para o cdlculo do volume.
Palavras-chave: Icosaedro regular. Icosaedro truncado. Ico-
saedro triakis. Piramide pentagonal giroalongada. Volume da
piramide. GeoGebra 3D.

Abstract

We present in this work the volume calculation as a function of
the edge measurement of the following convex polyhedra: regu-
lar icosahedron, truncated icosahedron, triakis icosahedron and
gyroelongated pentagonal pyramid. We use the free GeoGe-
bra 3D dynamic geometry application to compose/decompose
polyhedra and, in volume calculation, we use the conversion of
double radicals to single radicals. We conclude that the con-
version simplifies the relations to volume and that the compo-
sition/decomposition of polyhedra in GeoGebra 3D facilitates
the development of strategies for volume calculation.
Keywords: Regular icosahedron. Truncated icosahedron. Tri-
akis icosahedron. Gyroelongated pentagonal pyramid. Pyra-
mid volume. GeoGebra 3D.
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1 Introducao

Segundo Saito, N6s e Santos (2017), podemos transformar, sob certas condicdes, o radical duplo
VA + VB nos radicais simples va + Vb através da relagio

\/Ai\/ﬁz\/AJr ;2_31\/14_ ;2_3. 1)

Arelagdo (1) foi empregada por N6s, Saito e Santos (2017) para simplificar o cdlculo da medida de
um diedro e da diagonal do pentdgono regular. Neste trabalho, estendemos a aplica¢do da relacao (1)
ao célculo do volume (COXETER, 1973; LIMA, 2011) dos seguintes poliedros convexos: icosaedro
regular, icosaedro truncado, icosaedro triakis e piramide pentagonal giroalongada. O volume dos
dois primeiros poliedros € discutido em Silva e N6s (2018), com uma aplicagdo em Nos e Silva
(2019). Neste trabalho, apresentamos dois poliedros convexos, o icosaedro triakis e a piramide
pentagonal giroalongada, ndo abordados nos trabalhos anteriores.

Ao estabelecer estratégias para o calculo do volume, empregamos o GeoGebra 3D (GEOGEBRA,
2018). Utilizamos essencialmente dois métodos no GeoGebra 3D: decompor o poliedro em poliedros
de volume conhecido, como pirdmides por exemplo; retirar de um poliedro de volume conhecido
outros poliedros de volume também conhecido.

Para Silva e N6s (2018, p. 17):

O célculo do volume de um poliedro convexo € um tema pertinente a formagdo geométrica
do professor de Matematica. A escassez de referéncias bibliograficas em portugués justifica a
elaboracdo de material didatico sobre o tema. Além disso, hd na natureza cristais e organismos
vivos com formatos poliédricos. O volume de uma pedra preciosa e de uma massa viral, por
exemplo, sdo medidas que devem, sob certas circunstincias, ser calculadas.

2 Volume do icosaedro regular

O icosaedro regular € um poliedro de Platao (SILVA:NOS, 2018), composto por 12 vértices, 30
arestas e 20 faces triangulares regulares, como ilustra a Figura 1(a). A Figura 1(b) mostra um virus
com formato icosaédrico.

(a) (b)

Figura 1: Icosaedro regular: (a) esqueleto do sélido; (b) adenovirus (WIKIPEDIA, 2018).
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Podemos decompor o icosaedro regular em 20 piramides cujas bases sdo as faces do icosaedro e
a aresta lateral € o raio da esfera circunscrita ao icosaedro, como ilustra a Figura 2. Dessa forma, o
volume do icosaedro regular € dado por

V (icosaedro regular) = 20V (pirdmide triangular). 2)

Figura 2: Decomposi¢@o do icosaedro regular em vinte pirdmides triangulares equivalentes.

Para determinarmos a medida da aresta lateral de cada piramide em fun¢do da medida da aresta
do icosaedro regular, devemos calcular o raio da esfera circunscrita ao icosaedro regular. Para
tanto, seccionamos o icosaedro segundo um plano que passa pelo centro e por dois pares de vértices
opostos, determinando assim o hexdgono pontilhado da Figura 3(a).

ZANS N

(a) (b) (d) (e

Figura 3: Icosaedro regular: (a)-(b) se¢do que passa pelo centro e por dois pares de vértices opostos; (c)-(d)
secdo que passa por cinco vértices que determinam um pentdgono regular; () composicdo das duas secgdes.

Denotando a aresta do icosaedro regular por a, temos que a altura /& do tridngulo equildtero
que forma a face do icosaedro define quatro dos seis lados do hexdgono - Figura 3(b). Precisamos
determinar a diagonal m do hexdgono nao regular porque esta equivale ao didmetro da esfera
circunscrita ou ao dobro da medida da aresta lateral das piramides triangulares provenientes da
decomposicao do icosaedro.

Como o hexdgono € ndo regular e ndo possuimos informagdes acerca dos angulos, precisamos
seccionar o icosaedro regular por outro plano, como na Figura 3(c). A intersec¢do do icosaedro
regular com esse plano € um pentdgono regular de diagonal d, como ilustra a Figura 3(d).

Considerando a diagonal m do retangulo de lados a e d, conforme a Figura 3(e), e sabendo

5+1 .
V5 + a (NOS;SAITO;SANTOS, 2017), ao aplicar o teorema de Pitdgoras no triangulo

que d =
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retangulo de hipotenusa m e catetos a e d, obtemos:

m2=d2+a2;
2
a(\/§+l)
m? = — +a?;
2
2 _4 2.
m =2 (6+2\/§)+a,
2
2 _4 .
m? =% (10+2\/§),
10 +2V5
Y10 2VS 3)

Sendo m o dobro da medida da aresta lateral, temos que as
piramides que compdem o icosaedro regular t€ém dimensdes

como na Figura 4. Nesta, a medida b equivale a 3 da altura

3
do triangulo equildtero de lado a, ou seja, b = —a. Assim,

aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo retdngulo de

m
hipotenusa £} e catetos H e b, concluimos, usando (3), que:

2
3y v
2 2
L (10+2V5) =12 +
. DA : 16 3
Figura 4: Pirdmide triangular prove-
niente da decomposi¢do do icosaedro ) a? (30 +6V5 - 16)
H" = ;
regular. 43
, a’ (7 + 3\/5)
H =———F—=;
24

a
H=——+7+3V5;
2V6
V42 + 185

H=""7""a. )

Temos um radical duplo em (4), o qual pode ser escrito como \/42 +18V5 = \/42 + V1620.
Aplicando a transformacgdo (1), com A = 42 e B = 1620, obtemos:

N — 42 _
/42+ 162():\/42+ 422 1620+\/42 422 1620;
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/42+ 1620:\/42+2«/144+\/42—2«/144;
/42+ '—1620:\/42+12+\/42_12;
2 2
\/342+«/1620=1/%+,/%;

42 + V1620 =V27 + V15;
42 + V1620 =3V3 + V15. 5)

Substituindo (5) em (4), temos que a altura da piramide € igual a

H= %a. )

Como abase da piramide é um tridngulo equilatero, a drea desse tridingulo € dada por A(Aequilétero) =

3
%az. Assim, empregando (6), o volume da piramide pode ser expresso por:

1
V (pirdmide triangular) :gﬂ(A equildtero) H

:gazf < (334 VI3)

3
a
:m(9+3\/§)
V5+3

13 a. @)

Substituindo (7) em (2), concluimos que o volume do icosaedro regular € igual a:

V (icosaedro regular) =20V (piramide triangular)
3

:202’—8 (3 + \/5)

5(\/§+3)
———

a’, ®)

Logo, o volume do icosaedro regular é dado por

(6+)

V (icosaedro regular) = — 1

onde a ¢ a medida da aresta do poliedro.
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3 Volume do icosaedro truncado

O icosaedro truncado é um poliedro Arquimediano (SILVA;NOS, 2018), composto por 60
vértices, 90 arestas e 32 faces regulares, sendo 12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais, todas
regulares, como ilustra a Figura 5(a). A Figura 5(b) mostra uma bola de futebol e a Figura 5(c) o
formato de uma molécula de carbono, ambas representativas do icosaedro truncado.

Figura 5: Icosaedro truncado: (a) esqueleto do sélido; (b) bola de futebol; (c) estrutura da molécula de
carbono (TURBOSQUID, 2019).

No processo de truncamento do icosaedro regular, sdo removidas, a partir de cada um dos 12
vértices, piramides regulares congruentes de base pentagonal, como mostra a Figura 6.

Figura 6: Truncamento do icosaedro regular.

Dessa forma, o volume do icosaedro truncado é dado por
V (icosaedro truncado) = V (icosaedro regular) — 12V (pirdmide pentagonal). 9)

Para estabelecer as dimensdes das piramides retiradas, consideramos inicialmente o tridngulo
equildtero das faces do icosaedro regular. Assim, quando truncamos o icosaedro regular, a face
hexagonal do icosaedro truncado € definida como na Figura 7(a), onde as partes sombreadas sdao
as partes removidas. Calculando a medida de x e dos angulos « e B, ilustrados na Figura 7(b),
concluimos que as arestas laterais das piramides removidas t€ém a mesma medida a das arestas do
icosaedro truncado (SILVA;NOS, 2018). Portanto, a pirimide removida é a pirimide da Figura 8.
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(a) (b) (d)

Figura 7: Icosaedro truncado: (a) face hexagonal a partir da face triangular do icosaedro regular; (b) dngulos
e medidas na face triangular do icosaedro regular e na face hexagonal do icosaedro truncado; (c) base da
piramide removida do icosaedro regular; (d) tridngulo isésceles que compde a base da piramide removida do
icosaedro regular.

Para calcular o volume dessa piramide, temos que calcular primeiramente a drea do pentdgono
regular. Para tanto, dividimos o pentdgono regular, a partir do centro, em 5 tridngulos isdsceles
congruentes, ilustrados na Figura 7(c). No célculo da édrea desse tridngulo isésceles, precisamos
determinar a medida da altura A, ilustrada na Figura 7(d). No célculo de h;, podemos utilizar
1g(36°) ou cos(54°).

Empregando os resultados deduzidos em Nos, Saito e San-
tos (2017), temos que

V5+1

cos(36°) = 1

e, como sen?(36°) + cos*(36°) = 1,

5-vV5
sen(36°) = \/ 8\/_'
Figura 8: PirAmide pentagonal remo-
vida a partir dos vértices do icosaedro 5-4/5
regular. sen(36° 8  [5- V5 4
"\

o )
18(36°) cos(36°) 1++5 1++5

4
NN 4 5-45
tg(36)_1+\/§ 2 _\/6+2\/§ 2

3+V53-V5
15036 = 225,
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1g(36°) =5 — 2V5. (10)

Empregando (10), obtemos para /;:

1g(36°) =——;

—

5-2V5 = h21 ;
hy =—2

25— 2v5
_a N5+2V5
2V5-2v5V5+2v5
hl:a\/5+2\/§'
2V25-20
_aV5+2V55
YR
V25 + 10V5

h] :T(l. (11)

1

Dessa forma, a drea do pentdgono regular, base da piramide removida dos vértices do icosaedro
regular, € dada, com o uso de (11), por:

1
A(pentdgono regular) =5 Eahl

_Slaa\/25+ 10V5
2 10
V25 +10V5

= (12)

Falta-nos ainda determinar a altura H da piramide. Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo

3
retangulo de catetos H e hj e cuja hipotenusa hy = - ¢ a altura da face lateral da piramide -
Figura 8, temos, utilizando (11), que:

h: =H* + h?;
2 2
(@) _H2+(a\/25+10\/§) _
2 ) 10 ’

s & (25 + 10\/5).
4 100 ’
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e (75 _25- 10\/5) |

H? =
100 ’
@ (50 - 10V3)
H* = ;
100 ’
-1
p Z Y30 10V5 (13)

10

Agora, podemos determinar com (12) e (13) o volume da piramide. Logo:

1
V (pirdmide pentagonal) :gﬂ(pentégono regular) H

1a%V25 +10V5 aV50 - 10v5
3 4 10

a3\/(25 +10V5) (50 - 10V5)

120

_a@*V750 +250V5

- 120

54330 + 105

- 120

V30 +10V5
= (14)

Temos um radical duplo em (14), o qual pode ser escrito como V30 + 10V5 = V30 + 500.
Aplicando a transformacdo (1), com A = 30 e B = 500, obtemos:

V302 - — 1302 =
/30+\/%:\/30+ 3;) 500+\/30 3;) 500;

/30“/5@: 30+x/400+ 30—x/400;
2 2
/30+«/%:\/30+20+\/30_20;
2 2
\/30+\/500:,/5—20+,/1—20;

30 + V500 =V25 + V5;

V30 + V500 =5 + V5. (15)

Substituindo (15) em (14), temos que o volume da piramide removida € dado por
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V5+5
24

V (pirAmide pentagonal) = a. (16)

Para calcularmos o volume do icosaedro truncado, devemos determinar o volume do icosaedro
regular. Como as arestas do icosaedro truncado t€ém medida a e as arestas das piramides removidas
também medem a, entdo a aresta do icosaedro regular tem medida 3a e, por (8), o volume do
icosaedro regular € igual a:

5(3a)’
1 (3 +5)

45 (3 ; \/5)
-

YV (icosaedro regular) =

a. (17)

Assim, substituindo (16) e (17) em (9), podemos finalmente deduzir o volume do icosaedro
truncado:

V (icosaedro truncado) =V (icosaedro regular) — 12V (pirAmide pentagonal)

:45;3 (3+5) - lzg (5+5)

:%3 (135 + 45\/5) - “—23 (5 + \/5)
a* (135 +45V5 - 10 - 2+5)
_43V5+ 125a34
e

Portanto, o volume do icosaedro truncado é dado por

43V5 + 125
Ta ,

“V (icosaedro truncado) =

onde a ¢ a medida da aresta do poliedro.

4 Volume do icosaedro triakis

O icosaedro triakis pode ser obtido por acumulagio (SILVA;NOS, 2018) do icosaedro regular
ao acoplarmos uma piramide triangular em cada face, como na Figura 9. Dessa forma, o volume do
icosaedro triakis é dado por

V (icosaedro triakis) = V (icosaedro regular) + 20V (pirAmide triangular). (18)
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Figura 9: Icosaedro triakis obtido por acumulagéo do icosaedro regular.

O icosaedro triakis € um poliedro de Catalan (SILVA;NOS, 2018), composto por 60 faces, 90
arestas e 32 vértices. As faces do icosaedro triakis sdo tridngulos isésceles e as arestas tém dois
comprimentos:

1. as 30 maiores sdo as arestas do icosaedro regular sobre cujas faces se faz a acumulagao;

2. as 60 menores sdo as arestas laterais das piramides triangulares acopladas as faces do icosaedro
regular na acumulacio.

A piramide triangular da acumulagdo tem a forma e as
dimensoes da pirdmide ilustrada na Figura 10, onde a € a
medida da aresta do icosaedro regular e x € a medida da
aresta lateral da piramide acoplada. Para calcular o volume
dessa piramide, precisamos estabelecer uma relacdo entre as
arestas curtas e as arestas longas. De acordo com Wolfram
MathWorld (2019), ao formarmos o icosaedro triakis a partir
do seu dual (SILVA;N()S, 2018), o dodecaedro truncado, com
aresta unitaria, obtemos um icosaedro triakis com a maior

5+45

aresta e a menor aresta medindo, respectivamente, €

Figura 10: PirAmide triangular daacu- 5§ (7 + \/g)
mulacdo do icosaedro regular. T —

Considerando a aresta maior com medida arbitraria a, te-
mos, por semelhanca de tridngulos, que:

5+45

a_ T3 115+V57-15

X 5(7+\/§) 57+V57-V5
22

a 1130+2V5 15++5

x 5 4 10 7
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10a 15-V5

T15+V515-5

10(15—«f)
YT om0 @

15-+5
- , 1
X B a (19)

Sabemos que a base da pirdmide triangular acoplada € um tridngulo equildtero. Aplicando o

3
teorema de Pitdgoras no tridngulo retdngulo da Figura 10, de hipotenusa x e catetos b = ?a e H,

obtemos, usando (19):

X =H? + b

2 2
15—\/3 2 a\@
al =H " +|—1 ;
22 3
230-30V5 , @
484 3’
, 206-90V5 ,
=—-1a ;
4843

\/206 90V5 \f
T v V3
V618 — 2705

H = 7 a. (20)

H? =

O radical duplo em (20) pode ser escrito como

\/618 ~270V5 = \/618 — V364500. 1)

Empregando a relagdo (1) para transformar o radical duplo (21), com A = 618 e B = 364500,
obtemos:

618 + V6182 — 364500 |618 — VG182 — 364500
V618 — V364500 :\/ l : - \/ v . ;

618 + V17424 |618 — V17424
V618 — V364500 :\/ - \/ S

\/618_ 364500:\/618;132_\/618—132;

2
\/618 - V364500 :\/7570 - \/g;

\/618 — V364500 =V375 — V243;
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\/618 — V364500 =5V15 - 9V3. (22)
Substituindo (22) em (20), temos que:

_SVIS-9V3

66 23)

H

A base da piramide acoplada ao icosaedro regular € um tridngulo equildtero. Assim, usando
(23), temos que:

1
V (pirdmide triangular) :§ﬂ(A equildtero) H

_1a2\/§5«/ﬁ—9«/§a

3 4 66

3

a

=55 (5\/4_5—27)

5\/5_9 3

- . 24
264 ¢ (24)

O volume do icosaedro regular de aresta a é dado por (8). Substituindo (8) e (24) em (18),
concluimos que o volume do icosaedro triakis € igual a:

V (icosaedro triakis) =V (icosaedro regular) + 20V (pirAmide triangular)

) (\/13; 3) a® + 20—5‘/256; 2
3 (x/§+3)a3 S (5«/5—9)013
12 66
:105«1/?5); 75 50 (7ﬁ+5)“3' 25)

Logo, o volume do icosaedro triakis é dado por

5(7\/§+5) 3

vV (icosaedro triakis) = ————~a°,

44

onde a € a medida da maior aresta do poliedro (ou a medida da aresta do icosaedro regular).
Podemos também determinar o volume do icosaedro triakis a partir da medida de sua menor
aresta x. Para tal, expressamos a em funcdo de x. De (19), temos que:
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V5+15
10

X. (26)

Substituindo (26) em (25), obtemos:

V (icosaedro triakis) =

4 10

35V5+25230 +30V5 V5 + 15 4
! 100 0
35V5 42590+ 17V5 4
! 5
_143V5+209
_Tx
_13\/§+19)63

7 .

3
35v5 + 25 («/§+ 15x)
4

27)

Logo, o volume do icosaedro triakis é dado por

13v5+19 ,
—x’
4

vV (icosaedro triakis) =

onde x € a medida da menor aresta do poliedro (ou a aresta lateral da piramide triangular acoplada
na acumulacao do icosaedro regular).
5 Volume da piramide pentagonal giroalongada

A piramide pentagonal giroalongada (J11) é um poliedro de Johnson (SILVA;NOS, 2018),

composto por 16 faces, 25 arestas e 11 vértices, sendo 15 faces triangulares e uma face pentagonal,
todas regulares, como ilustra a Figura 11.

Figura 11: Piramide pentagonal giroalongada (J11).

Podemos decompor a piramide pentagonal giroalongada em dois poliedros: uma piramide
pentagonal e um antiprisma ou prismatéide pentagonal, como mostra a Figura 12.
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Figura 12: Decomposicao da pirimide pentagonal giroalongada em um antiprisma pentagonal e uma pirdmide
pentagonal.

Contudo, nesta decomposi¢do temos que calcular o volume de um antiprisma (WOLFRAM
MATHWORLD, 2019), o que é uma tarefa complexa. Porém, a piramide pentagonal giroalongada
também pode ser obtida retirando-se uma pirdmide pentagonal regular de um icosaedro regular,
como ilustra a Figura 13.

DA

Figura 13: Decomposic¢io do icosaedro regular em uma pirdmide pentagonal giroalongada e uma pirdmide
pentagonal.

Dessa forma, o volume da piramide pentagonal giroalongada é dado por:
V (pirdmide pentagonal giroalongada) = V (icosaedro regular) — V(pirdmide pentagonal). (28)

Na segunda decomposicao, a piraimide pentagonal € a pirdmide ilustrada na Figura 8, cujo volume
€ dado por (16). Como também ja calculamos o volume do icosaedro regular em (8), concluimos
que o volume da piramide pentagonal giroalongada de aresta a € dado por:

V (piramide pentagonal giroalongada) =V (icosaedro regular) — V(pirAmide pentagonal)

_5(\/§+3) 3 V5+5 3
T 12 4T Ty ¢
C9V5+25 4
T ¢

(29)
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Portanto, o volume da piramide pentagonal giroalongada ¢ dado por

9V5 + 25 5

V(piramide pentagonal giroalongada) = o

onde a € a medida da aresta do poliedro.
Subtraindo de (29) o volume da piramide pentagonal determinado em (16), obtemos o volume
do antiprisma pentagonal. Dessa forma, o volume do antiprisma pentagonal de aresta a € dado por

V (antiprisma pentagonal) =

2V5+5
6

6 Volume do icosaedro tridiminuido

O icosaedro tridiminuido (J63) € um poliedro de Johnson (SILVA;NOS, 2018), composto por
8 faces, 15 arestas e 9 vértices, sendo 5 faces triangulares e 3 faces pentagonais, todas regulares.
O icosaedro tridiminuido pode ser obtido retirando-se trés piramides pentagonais regulares de um
icosaedro regular, como ilustra a Figura 14.

=) Y

Figura 14: Icosaedro tridiminuido (J63) obtido a partir da decomposi¢do do icosaedro regular.
Assim, o volume do icosaedro tridiminuido € dado por:

V (icosaedro tridiminuido) = V(icosaedro regular) — 3V (pirimide pentagonal). (30)

A piramide pentagonal € a piramide ilustrada na Figura 8, cujo volume € dado por (16), enquanto
que o volume do icosaedro regular € dado por (8). Logo, concluimos que o volume do icosaedro
tridiminuido de aresta a € igual a:

vV (icosaedro tridiminuido) =V (icosaedro regular) — 3V (pirAmide pentagonal)

_5(\5+3)3 s,
=Ty @ T3¢
CTV5+15 4
VI
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Portanto, o volume do icosaedro tridiminuido é dado por

VN5 +15 4
x4

V (icosaedro tridiminuido) =

onde a € a medida da aresta do poliedro.

7 Conclusoes

Aplicamos neste trabalho a conversdo de radicais duplos em radicais simples no cédlculo do
volume dos poliedros convexos icosaedro regular, icosaedro truncado, icosaedro triakis e piramide
pentagonal giroalongada, representativos, respectivamente, das seguintes classes de poliedros con-
vexos: poliedros de Platdo, poliedros Arquimedianos, poliedros de Catalan e poliedros de Johnson.
Empregamos também o GeoGebra 3D para compor e decompor poliedros convexos, estabelecendo
assim estratégias para o cdlculo do volume. Evidenciamos que a conversao de radicais simplifica as
expressoes para o volume e complementamos, dessa forma, o trabalho de N6s, Saito e Santos (2017)
e de Silva e N6s (2018).

Ressaltamos que todos os volumes calculados conferem com a escassa literatura sobre o tema,
exceto o volume do icosaedro triakis. O volume desse poliedro em fun¢do da maior aresta (25)
confere com Rechneronline (2019), enquanto que o volume em fun¢do da menor aresta (27) confere
com Wolfram Alpha (2019) e difere do apresentado em Wolfram MathWorld (2019).

O presente trabalho contribui as referéncias em Lingua Portuguesa sobre o tema e esperamos que
0 mesmo motive os professores de matemdtica da Educacdo Bésica e do Ensino Superior a explorar
o célculo do volume de poliedros convexos empregando um aplicativo de geometria dindmica.
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